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RAPPORT 


LES  PROGRÈS  DE  LA  GÉOMÉTRIE 


EN  FRANCE. 


INTRODUCTION. 


Les  Mathématiques,  considérées  indépendamment  de  leurs  ap- 
plications, se  divisent  en  deux  branches  distinctes,  qui  se  prêtent 
un  mutuel  secours,  \ Analyse  et  la  Géométrie.  C'est  des  recherches 
qui  ont  pour  objet  spécial  cette  seconde  partie,  la  Géométrie,  ou 
qui  incidemment  ont  contribué  à  ses  progrès,  que  nous  avons  à 
présenter  un  exposé. 

Le  sujet  est  vaste;  car  si,  d'une  part,  la  Géométrie  a  pour  objet 
général  l'étude  des  figures,  c'est-à-dire  des  lignes  et  des  surfaces 
déteruiinées  a  priori  par  certaines  lois;  d'autre  part,  ces  lignes 
et  ces  surfaces  interviennent  d'une  manière  utile  et  même  né- 
cessaire dans  les  questions  de  Mécanique  et  de  Physique  matlié- 
matique,  et  même  aussi  quelquefois  dans  les  questions  d'Analyse 
pure.  11  nous  faudra  donc,  non-seulement  scruter  les  travaux  de 
Géométrie  proprement  dite,  mais  encore  rechercher  dans  les  ou- 
vrages et  les  nombreux  mémoires  publiés  sur  les  dilïéreules  ])ran- 
ches  des  Mathématiques  les  résultats  partiels  qui  constituent  un 
progrès  dans  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces,  et  en  général 
dans  quel(|U('  partie  de  la  Géométrie.  C'est  ainsi  que  les  noms  de 
nos  confrères  MM.  Ch.  Dupiii,  Lamé.  DuhanK;].  jjouxille.  Delau- 
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iiay,  lîci'lraiid,  Herniite,  ScitoI,  Oysiaii  Boiiuot,  du  Saint-Venanl, 
dont  les  travaux,  pour  ia  plupart,  ont  pour  oljjet  principal  rétude 
(les  llicories  analytiques  et  de  leur  application  à  la  Physique,  à 
l'Asti'ononn'e,  à  la  Mécanique,  se  présenteront  naturellement  dans 
le  travail  qui  nous  est  confié,  sans  que  d'ailleurs  nous  avons  la 
pensée  de  faire  connaître  conqolétement  les  progrès  dont  les  sciences 
inatl)éinati(pies  leur  sont  redevables,  et  qui  assurent  leur  place 
parmi  les  chefs  et  les  représentants  du  mouvement  scientifique 
jfénéral  de  notre  temps. 

II.  l'oiNT  DK   DÉPART   Dl    PRBSKNT    HAPPORT. 

La  Géométrie,  cette  partie  primordiale,  cette  base  des  Mathé- 
matiques, présente,  de  nos  jours,  au  point  de  vue  de  la  méthode, 
deux  directions  différentes,  qui  prennent  leur  point  de  départ 
pi'incipalement  dans  les  ouvraf^es  de  Monge  et  de  (larnot:  dans  le 
trait/'  de  Y  Application  de  lAvaJijsc  à  la  Géomélrie  et  la  Géoméirie  des- 
criptive-, de  Monge;  et  dans  la  Géomélrie  de  position  et  la  Théorie  des 
transversales,  de  Carnot. 

Il  nous  faut  donc  remonter,  dans  notre  exposé,  jusqu'à  ces  im- 
portants ouvrages  et  à  ceux  cjuils  ont  inspirés  aussitôt. 

C'est  dans  l'Ecole  Polytechnique,  presque  à  sa  naissance,  que 
ceux-ci  se  sont  produits.  C'est  que,  en  effet,  l'enseignement  théo- 
rique et  profond  qui  a  été  la  base  de  la  première  et  judicieuse 
organisation  de  ce  grand  établissement  était  éminemment  favo- 
rable aux  progrès  de  la  science,  en  même  temps  qu'il  préparait 
sérieusement  les  élèves  à  l'entrée  dans  les  Eroles  d'applicalion'^^K 

'''  I)(<|)iiis.  (III  a  cni  pouvoir  s'(5carler  ingénieurs  des  services  publics,  qui  souf- 

tle  CCS  principes,  en  restreignant  l'ensei-  ("riront    de   cet   abaissement  des   études 

gnenient  théorique,  pour  introduire  des  ibéoriques  et  de  leur  association-anticipée 

inatièresqui  auraient  dû  rester  du  ressort  avec  la  pratique;  ce  sera  aussi  et  surtout 

des  diverses  écoles  d'applicalion.  Ce  n'est  l'avenir,  dans  notre])ap ,  des  sciences  pro- 

pas  seulement  la   force  des  études  dans  prement  dites,  particulièrement  des  Ma- 

r('l,iliiisscniei)l     cl    l;i   iiiiiilc  capacilé  des  lli(Miiali(piPs.  (pii  ont  dû  leurs  progrès  et 
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Ces  ouvrages  des  premières  années  du  siècle,  étant  la  base  des 
recherches  multiples  dont  nous  avons  à  rendre  compte,  nous  nous 
trouvons  obligé  de  doubler  Tintervalle  de  vingt-cinq  à  trente 
années  qui  nous  était  assigné  d'abord,  pour  suivre  la  cliaîne  non 
interrompue  des  progrès  qui  se  sont  succédé  jusquà  nos  jours. 

m.  —  Si;r  les  ouvrages  de  Monge  et  de  Carnot. 

Nous  n'avons  point  à  faire  ici  une  analyse  de  ces  ouvrages,  dont 
l'importance  ressort  si  bien  des  fruits  qu'ils  ont  portés.  Nous  nous 
bornerons  à  indiquer  en  quelques  mots  l'esprit  dans  lequel  ils  ont 
été  conçus. 

L'Analyse  appliquée  repose  sur  l'emploi  des  coordonnées  de 
Descartes.  Mais  les  profondes  considérations  de  l'auteur  sur  l'a  géné- 
ration des  surfaces  définies  par  des  propriétés  relatives  à  la  cour- 
bure, et  les  conséquences  qu'il  en  tire  pour  l'intégration  des  équa- 
tions aux  différentielles  partielles,  constituent  un  corps  de  doctrine 
entièrement  nouveau,  se  rattachant  à  la  fois  aux  plus  belles  ques- 
tions de  la  Géométrie  générale  et  aux  théories  les  plus  ardues  du 
Calcul  intégral. 

La  Géomélrie  descriptive,  bien  qu'elle  n'ait  pas  de  méthode  de 
recherches  qui  lui  soit  propre,  a  néanmoins  contribué  aux  progrès 
de  la  Géométrie  rationnelle ,  en  familiarisant  les  esprits  avec  les 
conceptions  de  l'espace,  et  en  donnant  les  moyens  de  les  rame- 
ner à  des  constructions  rigoureuses  sur  un  plan. 

Les  travaux  de  Cai'not  ont  Un  caractère  très-différent.  Fondés 
sur  la  méthode  des  anciens,  ils  ont  en  une  influence  considérable 

lem-  éclat  depuis   trois  quarts  de  siècle.  nique  dans  le  inonde  entier,   el  rinl('rôt 

on  ne  peut  en  disconvenii-.  à  la  forte  or-  de  la  science,  conune  celui  des  services 

ganisation  conçue  par  les  fondateurs  de  publics,  peuvent  porter  à  partager  nos 

l'École  Polytechnique.  craintes  et  à  seconder  nos  vœux  pour  le 

Puisse   cetle  simple  observation  fixer  retour  à  de»  dtudes  llidoriques  plus  éle- 

lattention  de  tous  ceux  que  le  sentiment  vées  et  plus  en  rapport  avec  les  profjrès 

de  la  haute  renommée  de  l'fîcole  Polvterh-  de  la  science! 


/i  KAITOKT  SUll   LES   l'ROGKES 

cl,  (les  |ilii^  liciireuscs,  en  iiispiranl  aux  jeunes  géomètres  le  goùl 
des  recherches  de  Géométrie  pure,  et  en  faisant  naître  l'espoir  de 
trouver  des  ressources  sullisantes  dans  une  méthode  simple  et  lu- 
mineuse, qui  avait  été  entièrement  délaissée  depuis  l'apparition  de 
la  Gcirmclric  de  Descartes,  c'est-à-dire  de  la  Géométrie  analytique, 
admirable  conception,  bientôt  suivie  de  l'Analyse  infinitésimale, 
t[ui  est  devenue  la  clef  de  toutes  les  recherches  de  Physique  ma- 
thématique. On  conçoit  que,  pendant  plus  d'un  siècle,  ces  deux 
puissantes  méthodes  analvtiques  se  soient  emparées  de  toutes  les 
pensées,  de  tous  les  elTorts  des  géomètres;  et  nous  n'entendons 
exprimer  ici  aucun  blâme,  aucun  regret  à  cet  égard. 

La  Géomélrie  de  posùion  renfermait  une  conception  heureuse  "sur 
la  nature  des  (quantités  positives  et  négatives,  qui  permettait  de 
généraliser  chaque  question,  dans  ce  sens  qu'une  seule  démons- 
tration, quelles  que  fussent  les  positions  relatives  des  différentes 
parties  d'une  figure,  devait  suffire;  tandis  ([ue  jusqu'alors  chaque 
question  exigeait  autant  de  démonstrations  qu'il  y  avait  de  va- 
riétés de  position  dans  les  points  et  dans  les  lignes  d'une  figure. 
Celte  conception  nous  ])arai(  (Mre  l'idée  principale  qui  caractérise 
fouvrage  de  Carnot. 

La  Théorie  des  transvei'snles  reposait  sur  un  théorème  connu  des 
anciens,  formant  même  la  base  de  leur  trigonométrie,  et  qui 
parfois  avait  été  utile  à  quelques  géomètres  du  xvu'=  siècle ,  à  De- 
sargues et  à  Pascal  notamment,  mais  qui  depuis  avait  en  quelque 
sorte  disparu  de  la  science.  Il  s'agit  de  la  relation  entre  les  six  seg- 
ments qu'une  transversale  fait  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle,  dont 
Carnot  montre  l'utilité  comme  moyen  de  démonstration  et  de  re- 
cherches dans  des  questions  très-variées. 

IV.   OlIDRE    SI  IVI    DA>S   i;E   tUl'POHT. 

Il  conNirn!  de  diie  ici  (pichpies  mots  de  Tordre  (jue  nous  avons 
ci'ii  (li'\(>ii'  iidoitlci'. 
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Dans  un  exposé  des  progrès  successifs  de  la  science,  qui  naissent. 
<;énéralenieut  les  uns  des  autres,  l'ordre  ciironologique  peut  |ia- 
raître,  au  premier  abord,  naturel  et  nécessaire.  Mais  on  leconnaîl 
bientôt  que,  suivi  rigoureusement,  il  introduirait  une  confusion 
très-regrettable,  à  raison  surtout  de  la  variété  des  sujets  de  re- 
chercbes  contemporaines  et  de  la  différence  des  méthodes  em- 
ployées, et  aussi  parce  qu'on  fractionnerait  par  trop  ce  cpii  se 
rapporte  à  un  même  auteui'. 

Nous  avons  donc  éprouvé  la  nécessité  de  ne  pas  nous  astreindre 
absolument  à  l'ordre  chronologique  des  faits  partiels,  et  de  prendre 
au  contraire  en  considération ,  dans  chacun ,  la  nature  de  la  ques- 
tion résolue,  la  méthode  suivie,  et  l'auteur  auquel  H  se  rapporte. 
La  condition  d'ordre  et  de  clarté,  notre  loi  principale,  nous  a  l'ail 
reconnaître  aussi  que  nous  devions  rapproclier  autant  que  possible 
les  diverses  recherches  de  chaque  géomètre. 

Les  travaux  qui  rentrent  dans  notre  cadre,  avons-nous  dit  ci- 
dessus  (S  2),  présentent  deux  branches  distinctes  :  les  uns  étant 
d'Analyse  appliquée,  et  les  autres  de  Géométrie  pure. 

On  peut  ajouter  qu'il  y  a  encore  une  distinction  à  observer,  au 
sujet  des  recherches  de  Géométrie  pure.  Les  unes,  en  eflet,  se 
rattachent  à  la  Géométrie  ancienne,  en  y  comprenant  les  considé- 
rations infinitésimales  directes  qui  suppléent  au  calcul  analyticpie, 
et  qui  ont  contribué  si  puissamment  aux  grands  progrès  de  la 
théorie  des  lignes  et  des  surfaces  depuis  une  trentaine  d'années; 
et  les  autres  appartiennent  aux  méthodes  que  l'on  désigne  sous 
le  nom  de  Géométrie  moderne. 

Cette  distinction  accroît  encore  la  variété  des  sujets  de  re- 
cherches, qui  est  un  obstacle  à  l'ordre  chronologiqu(;  ligoui'eiix. 


CHAPITRE  PREMIER. 

EXPOSÉ  DES  PHOORÈS  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 

(1800  —  1830.) 


Le  grand  traité  de  Y  Analyse  apph'qiœe  à  la  Géométrie,  de  Monge, 
écrit  d'abord  sous  le  titre  de  Feuilles  d'Anahjse  appliquée  à  la  Géo- 
métrie, pour  l'usage  de  l'Ecole  Polytechnique  '^' ,  est  en  grande 
partie  le  résumé  des  différents  Mémoires  de  l'auteur,  insérés,  du- 
rant une  trentaine  d'années,  dans  le  recueil  des  Savants  étrangers, 
dans  les  Ménoires  de  l'Académie  et  dans  le  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique. 

A  cette  époque,  Meusnier,  officier  du  génie  très-distingué,  culti- 
vait aussi  ce  genre  de  recherches,  et  avait  même,  à  la  suite  d'Euler, 
devancé  Monge  dans  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces.  Son  tra- 
vail a  conservé  une  si  grande  importance,  qu'il  y  aurait  une  lacune 
dans  l'exposé  des  recherches  dont  nous  avons  à  rendre  compte,  si 
nous  n'associions  pas  ici  le  nom  de  Meusnier  à  celui  de  Monge  par 
une  mention  spéciale. 

Nous  pensons  donc  devoir  faire  précéder  la  série  des  articles  re- 
latifs aux  travaux  des  premiers  temps  du  siècle,  d'une  courte  notice 
sur  les  belles  recherches  dont  il  s'af;it. 


'■'  Le  programme  des  études  de  1799  pléant  de  Moiige  depuis  1810.  Et  luaiu- 

nous  apprend  qu'alors  vingt-cinq  leçons  tenant  ces  leçons   spé;ia!cs  ont  disparu 

étaient  aflectées  à  cette  partie  très-inipoi-  des   programmes  annuels  :  exemple    do 

tante  des  Mathématiques.  l'afTaiblissement   des   études   tliéoricpies , 

En  1810,  le  nombre  des  leçons  (''tait  (|iii    nous  ins|)irn  des  craintes  sc-ricuses 

de  quinze,   professées   par  Arago.   sup-  pourlavcnii. 


li  M'I'UHT  SUH   I.KS   PKUGHES 


I.  —  Mt 


«785.  Mémoire  sur  la.  aiitrlmre  tics  surfiircs '^'■^' .  —  Meusnier  donne,  dans 
ce  Iravaii,  uiu;  théorie  conipiète  de  la  courbui'e  des  surfaces  en  un 
point,  entièrement  distincte  de  celle  qu'Euler  avait  fait  connaître 
en  l'jÔG*'^).  Observant  qu'un  élément  de  courbe  résulte  de  la  rota- 
tion d'un  point,  Meusnier  se  demande  si  un  élément  de  surface 
admet  une  génération  analogue  ;  et  il  trouve  qu'un  pareil  élément 
peut  être  obtenu  toujours  de  deux  manières,  en  faisant  tourner  un 
élément  de  circonférence  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan;  en 
d'autres  leimes,  (ju'une  surface  est  toujours  osculée,  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  par  deux  tores.  Ces  deux  tores  sont  engendrés 
par  la  lotation  du  cercle  osculateur  de  l'une  des  sections  principales 
de  la  surface  autoui-  de  l'axe  du  cercle  osculateur  de  l'autre  section 
principale.  Après  ce  premier  résultat,  qui  montre  de  la  manière  la 
plus  claire  la  loi  suivant  laquelle  le  plan  tangent,  ou  la  normale, 
s'incline  quand  on  |)asse  d'un  point  de  la  surface  à  un  point  inlini- 
ment  voisin,  fauteur  s'occupe  des  rayons  de  courbure  des  sections 
faites  dans  une  surface  jjar  des  plans  passant  par  un  même  point 
de  celle-ci.  11  obtient  ainsi  d'une  manière  très-simple  les  propriétés 
découvertes  par  Euler,  et  de  plus  le  beau  et  utile  théorème  connu 
sous  le  nom  de  théorème  de  Meusnier,  qui  rattache  les  rayons  de 
courbure  des  sections  obliques  à  ceux  des  sections  normales. 

Le  Mémoire  contient  en  outre  la  solution  de  plusieurs  questions 
traitées  depuis  de  bien  des  manières,  mais  qui,  à  cette  époque, 
avaient  un  grand  intérêt.  Nous  citerons  en  premier  lieu  la  déter- 
mination des  surfaces  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  A  ce 
sujet,  Meusnier  démontre  que  la  condition  qui  exprime  l'égalité  des 
rayons  d(ï  courbure  principaux  d'une  surface  se  décompose  tou- 
jours en  deux  équations;  résullal  (jue  Monge  paraît  avoir  ignoré 

'''   l-u  il  l'Académie  lu  1 4  et  le  21  fé-  '''   Recherches  sur  la  courbure  des  sur- 

vrici'  lyyC);  inséré  dans  le  recueil  des  Sw-       faces.  {Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
riinis  élri(ii/rrrx  .  i.  \  .  1  ^85  .  |).  'lyy-iî  1  n.         année  17(10.  p.  119.) 
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lors  de  la  [)iiblicatiou  de  ÏAnalyse  appliquée  à  la  Géométrie,  et  qui 
depuis  a  été  remarqué  dans  Touvrajje  de  M.  Cli.  Dupiii.  Puis  il  in- 
tègre les  deux  équations  par  la  méthode  même  dont  Poisson  a  fait 
usage  dans  son  Mémoire  sur  la  courbure  des  surfaces'^^K 

Signalons  encore  les  résultats  relatifs  aux  surfaces  minima.  Après 
avoir  montré,  par  des  considérations  inGnitésimales  très-ingé- 
nieuses, que  les  surfaces  minima  ont  en  chaque  point  leurs  rayons 
de  courbure  principaux  égaux  et  de  signes  contraires,  ce  qui 
conduit  immédiatement  à  l'équation  aux  diflerences  partielles  du 
second  ordre  que  Lagrange  avait  obtenue  par  le  calcul  des  varia- 
tions, l'auteur  intègre  cette  équation  dans  deux  cas  particuliers  : 
i"  lorsque  la  surface  est  gauclie  et  à  plan  directeur;  2°  lorsque 
la  surface  est  de  révolution.  11  trouve  ainsi  les  deux  seules  surfaces 
que  l'on  ait  connues  jusqu'à  ces  derniers  temps  :  l'hélicoïde  à  plan 
directeur,  et  la  surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  chaînette 
autour  d'un  certain  axe  parallèle  à  sa  base. 

Il  faut  observer  toutefois  que  Meusnier,  en  se  proposant  de  re- 
connaître s'il  existe  des  surfaces  gauches  à  plan  directeur  satisfaisant 
à  l'équation  aux  diflerences  partielles  des  surfaces  minima,  et  en 
trouvant  ainsi  l'hélicoïde,  s'est  arrêté  à  ce  résultat,  et  n'a  pas  exa- 
miné si  cet  hélicoïde  était  la  seule  surface  gauche  qui  satisfît  à 
la  question.  Nous  verrons  que  cette  question  intéressante  n'a  été 
traitée  que  depuis  une  vingtaine  d'années,  en  premier  lieu  par 
M.  Catalan. 

Le  Mémoire  de  Meusnier  est,  comme  on  voit,  extrêmement  re- 
marquable. La  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  qui  y  est  ex- 
posée est  simple,  lumineuse  et  féconde.  Cette  théorie  rend  intuitil, 
par  exemple,  ce  théorème  important,  dû  à  Slurm,  et  utilisé  dans 
plusieurs  recherches  récentes,  savoir,  que  :  Les  normales  à  une  sur- 
face, en  ses  points  infiniment  voisins  d'un  point  A,  rencontrent  les  aaces 
des  cercles  oscillateurs  des  sections  principales  relatives  à  ce  point  A. 

"'  Lu  à  l'Acadi^iiiie  des  sciences  le  l,  \  III .  p.  aSo-ayy,  cl  ./ohi-m»/ rfe /'/iVy/c 
Stiiars  i839.{Vi)ii/»!()w//,elr.(leCrelli'.  l'oli/l.  wir'  ciiliier.  |i.  •?.ott -■:>.•?.■;.) 
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Il  \  il  lien  de  séloiiiier  qno  ct'llc  |);irli('  du  beau  travail  de  Meus- 
iiier  n'ait  pas  été  reproduite,  inèiiK'  de  nos  jours,  dans  l'ensei- 
gnement secondaire. 

III.  —  Lancret  C. 

Monge  avait  jeté  les  premiers  fondements  de  la  théorie  des  lignes 
à  double  courbure,  en  découvrant  ce  qui  se  rapporte  à  la  pre- 
mière courbure,  aux  développées,  aux  droites  polaires,  à  la  surface 
formée  par  l'ensemble  de  ces  droites  et  à  la  sphère  oscidatrice'-l 
Lancret,  dans  deux  Mémoires  présentés  à  la  première  classe  de 
l'Institut  en  i8os  et  1806,  porta  cette  théorie  au  degré  de  per- 
fection où  elle  se  trouve  aujourd'hui.  Indiquons  les  principaux  ré- 
sultats contenus  dans  ces  importantes  recherches. 

1802.  Mémoire  sur  les  conrhcs  à  double  cnurburc^^K  — Ce  travail  se  com- 
pose de  trois  paragraphes.  Dans  le  premier,  l'auteur  rappelle  les 
propriétés  connues  avant  lui,  et  notamment  ce  beau  théorème  de 
Fourier,  alors  inédit,  que  :  La  première  flexion  de  la  développante  est 
égale  A  la  seconde  jlexion  de  la  développée  par  le  plan,  et,  réciproque- 
ment, la  première  flexion  de  la  développée  par  le  plan  est  égale  à  la  seconde 
flexion  de  la  développante.  Lancret  nonune  développée  par  le  plan  l'arête 
de  rebroussement  de  l'enveloppe  des  plans  normaux  à  la  dévelop- 
pante, et  première  et  seconde  Jlexion ,  ce  qu'on  appelle  maintenant 
angles  de  contingence  et  de  torsion. 

Le  deuxième  paragraphe  traite  de  la  surface  rectifiante.  C'est  la 
sui'facc  développable  enveloppe  des  plans  menés  par  les  points  d'une 

'■'  Lancrel,  ancien  élève  de  l'École  Po-  présenté  a  l'Académie  en  1771,  inséré  au 
lytechniijue,  ingénieur  des  ponts  elchaus-  vecueil  des  Saiwil»  rlrmigers ,  t.  X,  p.  5i  1- 
sées,  membre  de  l'Institut  d'Egypte,  est  55o.  —  Apidicatiuii  de  l'Analyse  à  la  Géo- 
mort  en  1807,  à  l'âge  de  trente-U'ois  ans.  mctric. 

'■''  Mémoire    sur    les    développées,   les  '''  Lu  le  6  floréal  an  x ,  inséré  dans  le 

rai/ons  de  courbure  et  len  diférenls  genres  recueil  des  Mémoires  des  Saranls  élran- 

d'iujli'.rioii  des  rniirlies  à  daiihli:  roiirhiirc:  //'■es-,  I.  1,    iSoTi,  p.  'i  i  ('i-/i5/|. 
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courljo  pcrpoiidiculairenient  aux  normales  principales.  Cette  surface 
jouil  delà  propriété  que,  dans  son  développement  sur  un  plan,  la 
courbe  devient  une  droite.  Après  avoir  donné  les  propriétés  quirat- 
lachent  cette  surlace  à  la  surface  osculalrice,  à  lenveloppe  des  plans 
normaux,  etc.  l'auteur  détermine  langle  sous  lequel  les  génératrices 
de  la  surface  rectifiante  couj)enl  la  courbe,  et  donne  deux  formules 
dont  Tune  exprime  que  la  tangente  de  cet  angle  est  égale  au  rap- 
port de  la  jn-emière  llexion  à  la  seconde;  puis,  se  proposant  de  dé- 
terminer dans  quel  cas  une  courbe  est  une  hélice,  il  reconnaît  que 
le  rapport  des  deux  llexions  de  la  courbe  doit  être  constant.  La  ré- 
ciproque de  cette  propriété,  qui  forme  un  théorème  remarquable, 
n'a  été  découverte  que  dans  ces  derniers  temps,  par  M.  Bertrand  '''. 

On  trouve  encore  dans  ce  second  paragraphe  une  relation  impor- 
tante entre  l'angle  de  deux  rayons  de  courbure  infiniment  voisins 
et  les  deux  flexions  de  la  courbe. 

Dans  le  troisième  paragraphe,  Lancret  considère  les  dévelop- 
pées proprement  dites,  ou  développées  par  le  fil.  Monge  avait 
donné  les  équations  différentielles  de  ces  développées,  mais  sans 
s'occuper  de  leur  intégration'-*.  C'est  cette  intégration  que  Lancret 
se  propose  d'effectuer.  Il  démontre  d'abord  ce  théorème  :  Si  par 
une  courbe  on  fait  passer  une  sxirjace  développabk  dont  les  généra- 
trices coupent  h  courbe  à  angle  droit,  l'angle  que  chaque  plan  tangent 
à  cette  surface  fait  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe  varie,  quand 
on  passe  d'un  point  de  la  courbe  au  point  infiniment  voisin,  d'une  quan- 
tité égale  à  l'angle  des  deux  plans  osculateurs  en  ces  deux  points  '''. 
Puis  il  forme  l'équation  (T)  =  o  du  plan  tangent  à  la  surface  (plan 
osculateur  de  la  développée),  en  fonction  de  l'angle  0  (|ue  ce  plan 

''  Journal  de  MiitliciiKiticiiics,  t.  \I1I.  plans  osculateurs  consécutifs  est  égal  à  la 

t8i8,  p.  iâ3.  différence  des  anffles  que  ces  plans  font  res- 

<''  Mémoires  des  Savants  Hrungcrs,  I.  X .  pcctii-emenl  avec  les  deux  plans  tangents  à 

1785,  p.  17.  In  surface,  dont  M.  Liouvillca  (loniiéuiie 

'^'  Ce  llic'orôiup  comprend  comme  cas  démonstration  ^éomt^lriiine  très-simple, 

particulier  celui-ci  :    Pour  toute  ligne  de  (Journal  de  Mathématiques,  I.  XI,  i8/|t), 

courbure  d'une  surface,   l'angle   de  deii.r  p.  88.) 
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fait  avec  le  plan  oscillateur  do  la  coui'bo;  et,  en  diU'éi'eiitiaiit  deux 
Ibis  par  rapport  au  paramètre  a  qui  fixe  les  points  de  la  courbe, 
6  étant  considéré  comme  une  fonction  de  a  ayant  la  seconde 
flexion  pour  diiférentielle,  il  obtient  trois  équations  :    (T)  =  o, 


-j-1  =o,  7^=  o,  entre  lesquelles  il  sullit  d'éliminer  a  | 


tour  avou' 


les  équations  des  développées  '''. 

Ce  troisième  ]iai'a(î[raphe,  qui  est  de  beaucoup  le  plus  impor- 
tant du  Mémoire,  contient  en  outre  plusieurs  relations  élégantes 
entre  les  deux  flexions  de  la  courbe  donnée  et  celles  de  l'une  quel- 
conque des  développées. 

180(1.  Mémoire  sur  les  développoïdes  des  courbes  planes,  des  courbes  à  double 
courbure,  et  des  surfaces  développables^^K  —  Ce  second  Mémoire  de 
Lancret  est  consacré  à  l'exposition  d'une  théorie  entièrement  nou- 
velle, celle  des  développoïdes  des  courbes  planes  ou  gauches.  L'au- 
teur appelle  développoïde  d'une  courbe  l'arête  de  rebrouss(Mnent 
d'une  surface  développable  passant  par  la  courbe,  et  dont  les 
génératrices  coupent  la  courbe  sous  un  angle  constant  6.  Les  dé- 
veloppoïdes jouissent  d'un  grand  nombre  de  propriétés,  parmi 
lesquelles  nous  indiquerons  les  suivantes  : 

A  une  même  valeur  de  l'angle  6  correspondent  une  infinité  de 
développoïdes,  dont  le  lieu  (surface  des  développoïdes)  est  l'enve- 
loppe d'un  cône  droit  d'ouverture  20,  qui  se  meut  de  manière  que 
son  sommet  glisse  sur  la  courbe  domiée,  et  que  son  axe  soit  tou- 
jours tangent  à  la  courbe. 


'"'  Observons  que  Laiierct  coininet  ici 
une  inadvertance,  en  disant  que,  dans 
l'élimination  de  a,  6  doit  être  considéré 
comme  une  constante.  Il  est  clair  qu'a- 
vant de  faire  lélimination  il  faut  rem- 
placer 0  ])ar  la  valeur  0^+v  que  l'auteur 
•  ilitient  (>nsui(e.  el   (|ui  ilii  n'slc    résulte 

,     ,,,         .       ,10        <h 

iMiiiii'iliali'iiii'iil   (II'  I  l'iiuadoM  -r    --  -r^ 

'  (la        lia 


qu'il  a  démontrée  quelques  |iagos  aupa- 
ravant. 

Cette  remarque  a  déjà  été  faite  par 
M.  Transiin,  dans  une  séance  de  la  Société 
[)hilomalliique,  8  août  1 8i5.  (  Voirie  jour 
liai  llnsÙM,  I.  Xil,  iHi/i,  p.  -jS/i.) 

''  Le  û'J  déceiuhro  i8o(i.  (Voir  le  re 
c'iii'il  des  Mdinoircs  des  Savanla  êlraii/j-cru . 
I.  H,  iSi  1,  p.   i-7f)."l 
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Les  d(''voloj)poï(les  sont  dos  lignes  géodésiques  de  la  surface  des 
dôveloppoïdes. 

Les  caractéristiques  de  la  siulacc  dos  dévcloppoïdes  sont  dos 
liyperbolos  situées  dans  dos  ]dans  parallèles  au  plan  rectifiant. 

Les  dévoloppoïdos  et  les  caractéristiques  forment  deux  systèmes 
de  lignes  dont  les  tangentes  en  chaque  point  sont  deux  tangentes 
conjuguées  de  la  surface  des  développoïdes,  dans  le  sens  de  la 
théorie  de  M.  Dupin,  etc. 

Signalons  encore  les  propriétés  de  la  surface  lieu  des  foyers 
des  ellipses  osculatrices,  surface  qui  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  cercles  décrits  dans  les  différents  plans  touchants  sur  les 
i-ayons  de  courbure  correspondants,  comme  diamètres.  Disons  enfin 
([ue. quoique  la  détermination  en  termes  finis  des  développoïdes  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  équation  de  forme  remarquable .  cette 
intégration  ne  peut  être  eflectuée  que  lorsque  la  courbe  doiniée 
est  plane. 

I\  .  PoiNSOT. 

Sw  la  composilion  des  moments  et  des  aires^^\  —  Euler  et  Laplace  180/1. 
avaient  fait  connaître  quelques  théorèmes  relatifs  aux  moments  d'un 
système  de  forces  ;  mais  on  n'avait  point  eu  l'idée  de  composer  ces 
moments  à  l'instar  des  forces,  parce  qu'ils  étaient  de  simples  pro- 
duits numériques,  des  quantités  abstraites.  La  composition  des  mo- 
ments demandait  une  notion  nouvelle;  et  cette  notion  s'est  présen- 
tée dans  le  développement  naturel  de  la  conception  des  couples  qui 
fait  la  base  et  le  caractère  original  de  la  Statique  de  Poinsot.  Un 
système  quelconque  de  forces  dans  l'espace  se  réduit,  d'une  infinité 
de  manières,  à  une  force  et  à  un  couple.  La  force  et  le  couple 

'''   Mémoire  lu  ;i    l'inslitut  en  180/1.  le    17    septembre    1897.    el   insère    iiii 

(Voir  Journal  de  l'École    Poli/teclinù/uc ,  Tinllclin    des  sciences   malhèmaùiiiies    du 

Mil"  cahier,  1806,  p.  iSa-aoS.)  —  Un  haron  de  l'Vrussnc  (t..  VllF,  ]).  93o-a;57  ), 

Mémoire  sur  la  compnsitinn  des  moments  en  se  rapporte  au  mAnie  sujet. 
Micuniqw .  Iii   il   r  \r:idiiiiie  des  srieiifes 
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(Icvieiiiiciit  ainsi  les  deux  «'lémeiits  de  la  science.  Les  couples  se 
coinposeiil  à  l'instai-  des  sim])les  forces.  Or  leur  valeur,  on  intensité 
statique,  s'exprime  par  le  moment  mvine  d'une  force.  C'est  ainsi  que 
la  coniiiosition  des  couples  devient  ce  que  l'auteur  a])])elle  rnmpo- 
silion  den  moments,  ou  des  aires. 

Tout  ce  beau  Mémoire  est  de  la  Géométrie,  comme  le  Traité  de 
Statique  lui-même,  admirable  ouvrage''',  qui  a  été  traduit  dans 
plusieurs  langues  étrangères,  et  qui  sert  actuellement  de  base  à 
l'enseignement  de  la  Mécanicpie  dans  les  universités  d'Angleterre 
et  d'Allemagne'-',  nonobstant  les  incertitudes  que.  nous  le  disons  à 
regret,  l'on  a  paru  concevoir  en  France,  il  y  a  quelques  années, 
lorscpu'  Ion  a  modifié  si  profondément  l'étude  de  la  Mécanique, 
comme  nous  aurons  à  le  dire  |)lus  loin  (cbap.  n). 


I  cSoO.  Théorie  générale  de  Té(pii]ibre  cl  du  mouvement  des  systèmes  ^^'.  — L'ob- 
jet principal  de  ce  Mémoire  est  de  démontrer  le  ibéorème  sui- 
vant :  Dans  nu  système  de  points  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque 
et  soumis  à.  des  forces  qitckonqiies,  quelles  que  soient  les  équations 
L  =0,  etc.    qui  régnent  entre  les  coordonnées  dr  ces  points,   chacune 


''  Ce  traité,  publié  en  i8o3,  et  qui 
introduisait  des  considérations  si  nou- 
velles, a  été  aussitôt  le  sujet  d'une  ana- 
lyse, insérée  dans  le  Magasin  cncydopé- 
diqiw{l.  VI ,  p.  I o5 ) , par  PouUet  de  Liste, 
alors  ingénieur  des  ponts  et  cliaussées, 
puis  inspecteur  général  do  l'Université. 
Cette  analyse,  sans  doute  inconnue  de  nos 
jours,  aurait  mérité  d'être  reproduite,  car 
elle  serait  lue  encore  avec  intérêt.  Mais  nous 
(levons  rappeler  surtout  rpie  Fourier,  qui 
avait  pu  prendre  part  au  jugement  porté 
sur  l'ouvrage  de  Poinsot,  à  son  appari- 
tion ,  ayant  à  en  parler  vingt  ans  |)lus  tard, 
comme  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie 
des  sciences ,  associa  le  nom  de  Pninsot  aux 
grands  noms  d'Arcliimède  et  de  fialilée. 


Voici  ses  propres  paroles  :  rrCet  ouvrage  a 
"•cela  de  remarquable,  que  l'anleur  a  dé- 
ff  couvert  des  principes  nouveaux  dans  une 
rtdes  théories  les  plus  anciennement  con- 
frnues,  inventée  par  Archimède  et  perfec- 
r  tionnée  par  Galilée,  i  (Analyse  des  travaux 
de  l'Académie  des  sciences  pendant  l'an- 
née 1 89-3.  Voir  Mctnoircs  de  l'Académie  des 
sciences,  t.  V,  1826,  p.  9,33.) 

'^'  L'excellent  Traité  de  Statique  de 
Mobius,  notamment,  repose  sur  la  consi- 
dération des  couples.  [Lehrbucli  derStntik, 
Leipzig,  9  vol.  in-8°,  1837.) 

"'  Journ.  de  l'Ecole  Polijt.  xiii'  cabier, 
1  806.  p.  906-9  ti  1 .  Cet  important  Mémoire 
a  été  reproduit  dans  les  6',  -',  8' et  9'  édi- 
tions du  Tiriilf  dr  Stiiliiiiir  de  l'anleur. 
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d'elks,  pour  Véquilibre,  deinamk'  qu'on  applique  à  ces  points,  le  long  de 
leurs  coordonnées,  des  forces  quelconques  proportionnelles  aux  fondions 
in'imes  de  cette  fonction  L,  relalivenieni  à  ces  coordonnées  respectives. 

De  ce  travail  de  Mécanique,  ranleur  conclut  une  méthode  pour 
déterminer  les  normales  aux  surfaces  définies  par  une  relation  entre 
les  distances  de  chaque  point  à  des  foyers  fixes,  méthode  (pie  l'on 
peut  énoncer  en  ces  termes  : 

Une  surface  courbe  étant  ejcprimée  par  une  équaiion 

F(r,  r',r",.  .  .)=-o 

entre  les  distances  r,  r',  r  , .  .  .  de  chacun  de  ses  points  à  des  centres  fixes, 
on  obltenl  In  normale  en  un  point  en  portant  sur  les  rayons  r,  r' .  .  .  qui 
partent  de  ce  point,  des  lignes  proportionnelles  aux  dmvées  premières 
F'r,  F'r'. . . . ,  et  en  considérant  ces  lignes  comme  des  forces ,  la  résultanle 
de  ces  forces  est  la  normale^^'. 

Mémoire  sur  les  polygones  et  les  polyèdres  ^'-\  —  C'est  dans  ce  Mé-    iSuy. 
moire  que  Poinsot  a   donné   la   théorie  complète   des  polygones 
étoiles,  et  fait  connaître  de  nouveaux  polyèdres  réguliers,  lesquels 
sont  aussi  étoiles. 

Les  polygones  étoiles  ont  été  connus  fort  anciennement;  le  po- 
lygone de  cinq  côtés  se  trouve  même  dans  la  Géométrie  de  Boèce'^'. 
On  a  su  aussi  qu'il  pouvait  y  avoir  plusieurs  polygones  étoiles  de 
même  nombre  de  côtés,  par  exemple  deux  de  sept  côtés.  Mais  c'est 
Poinsot  qui,  sans  connaître  ces  premiers  résultats,  dont  les  ouvrages 
de  Géométrie  publiés  depuis  n'avaient  fait  aucune  mention,  a  donné 
une  théorie  générale,  en  démontrant  le  théorème  suivant  :  Dans 

'''  On  sait  que  celle  queslioii,  réduile  '''''  Lu  à  i'Inslilut  le  9,4  juillol  1809. 

aux  cnurhes  planes,  avait  t'ié  soulevée  par  (V^oir  Journal  de  r  Ecole   Poli/techmqne , 

Tschirnliausen  et   résolue  par  Falio  de  x" cahier,  1810,  p.  1G-/18, el.l/ràwjrc.s/jrc- 

Duiller  et  le  marquis  de  Lhopilal.  (Voir  seules  à  l'fnutilut,  sciences  riialliénialiques 

Bibliothèf/iie  tinivcrsclle  et  historique,  t.  IH,  cl  physiques,  t.  II,  1811.  p.  5r)o-5(ji.) 
1G86,  cl  t.  V,  i()88. — Analyse  des  injl-  '''   Voir /IperrH   liislorif/uc,,  p.   ^78  cl 

nimeiil  petits .  scci.  II.  prop.  10.)  /i8.5-'i8y. 
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l'ordre  (l('f<  polygones  de  m  exilés,  il  y  a  (iiilanl  d'espèces  différentes  qu'il  y 

(i  de  nombres  jwemiers  à  ni,  depuis  l'umlé pisqu'av  nombre ;  ce  que 

l'on  exprime  encore  en  disant  :  a,  l3,  y,.  .  .  ('îtaiit  les  facteurs  pre- 
miers du  nombre  m,  en  sorte  que  m  =  a.P.  fSi.  y^  .  .  ,  et  N  dési- 
gnant le  nombre  des  espèces  de  polygones,  on  a 

N=Ja''-'./3'-'.  y^--.  .  .  (a_,)(^-i)(5-_t).  .  . 

Poinsot  entre  dans  quelques  considérations  concei-nant  la  somme, 
des  [angles  dans  chaque  espèce  de  polygones  étoiles,  et  il  donne 
l'expression  générale  de  cette  somme  :  S  =  3(m--2/(),  m  étant  le 
nombre  des  côtés,  et  h  l'espèce  du  polygone.  Passant  aux  polyèdres, 
il  en  décrit  quatre  nouveaux ,  un  icosaèdre  et  trois  dodécaèdres. 

Nous  reviendrons  sur  ce  dernier  sujet  en  parlant  des  travaux  de 
Cauchv. 

18.3/1.  Théorie  nouvelle  de  la  rolaiion  des  corps''".  —  Dans  ce  Mémoire, 
que  nous  citons  à  raison  de  la  méthode  géométrique  dont  il  fait 
usage,  l'auteur,  guidé  par  une  sagacité  admirable,  parvint  par 
le  simple  raisonnement  à  la  solution  d'une  question  difficile,  qui 
jusqu'alors  avait  été  du  ressort  de  l'Analyse  la  plus  savante.  On 
y  trouve  de  beaux  théorèmes,  qui  avaient  échappé  à  cette  méthode, 
et  qui  présentent  une  image  claire  de  toutes  les  circonstances  de 
la  rotation  d'un  corps. 

On  peut  dire  que  les  ouvrages  de  Poinsot  ont  donné  en  France 
l'exemple  le  plus  frappant  des  facilités  et  des  avantages  cjue  peut 
procurer  l'habitude  des  conceptions  de  la  pure  Géométrie  toujours 
fondées  sur  la  considération  directe  des  éléments  de  chaque  ques- 
tion. crSon  esprit  supérieur,  dit  M.  Mathieu,  essentiellement  philo- 
cf  sopliique,  ])ortait  la  lumière  dans  les  matières  les  plus  abstraites, 

'''  Présenté   à   l'Académie  le    u)  mai         io  Joiinial  de  Malhèmatitincs,  l.Wl.  iS5i, 
i8.'Vi;  imprimé,  in-8',  5f)  pages.  Baclic-        \t.  9-1  flç).  589-^53(). 
lier.  Le  Mémoire  complet  a  été  inséré  clans 
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tr  et  les  rendait  accessibles  à  tous  par  une  exposition  simple  et  presque 
ff  géométi'ique.  ti 

A  ces  paroles  du  vénéré  doyen  de  l'Institut,  organe  du  Bureau 
des  longitudes,  nous  ajouterons  celles  que  notre  confrère  M.  Ber- 
trand a  prononcées  au  noni  de  l'Académie  :  cf  La  clarté  et  la  précision 
cf  étaient,  aux  yeux  de  M.  Poinsot,  l'apanage  essentiel  des  Malliéma- 
cc  tiques,,  et  il  éprouvait  la  répugnance  la  moins  dissimulée  pour  tout 
cr  ce  qui  ne  présentait  pas  ce  double  caractère  d'élégance  et  de  sim- 
crplicité,  qui  brille  à  un  si  baut  degré  dans  les  précieux  écrits  qu'il 
cfuous  a  laissés.  .  .  La  postérité,  qui  ne  conserve  de  nos  travaux 
ffque  ce  qui  est  excellent  et  définitif,  n'aura  rien  à  retrancber  de 
(T l'œuvre  de  l'illustre  géomètre'"'.- 

V.  —  Hachette. 

Hacbette,  professeur  de  Géométrie  dcscri])tive  à  l'Ecole  Poly-  1806. 
tecbnique,  à  son  origine,  a  secondé  trè.s-utilement  les  premiers 
efforts  des  élèves  de  cette  école  dans  la  culture  des  sciences,  de  la 
Géométrie  particulièrcmeut,  par  ses  conseils  actifs,  et  surtout  en 
fondant,  en  iSoû,  la  Correspondance  sur  l'Ecole  Poh/tecluiiqiic,  qui 
pendant  douze  ans  a  ollert  aux  anciens  comme  aux  nouveaux  élèves 
le  moyen  de  publier  le  résultat  de  leurs  travaux. 

Ce  recueil  précieux  renferme  plusieurs  recbercbes  de  Hacbette, 
sur  les  questions  de  la  Géométrie  de  l'espace  auxquelles  donnent 
lieu  les  procédés  et  les  applications  de  la  Géométrie  descriptive. 
Nous  citerons  d'abord,  sans  entrer  dans  aucun  détail,  celles  qui  se  1S07. 
l'apportent  :  à  la  tbéorie  des  ombi'es  et  à  la  Gnomonique'-';  aux 
courbes  du  quatrième  ordre  qui  sont  la  projection  de  l'intersection 
de  deux  cônes  du  second  ordre (^';  aux  surfaces  gaucbes'''*;  aux 
épicycloïdos  spbériques'^';  à  la  surface  hélicoïdale'^'. 

'')   Discours  prononces  aux  f'undrailles  '*'   Ihid.  l.  II,  p.  1 '1 ,  iinn.  iSotj. 

de  M.  Poinsot,  lo  19  décembre  iSôg.  '^'  Ibid.  t.  II,  p.  o.-?.,  87. 

'*'  Voir  Correspondance  sur  l'Ecole  Pohj-  '''  Ibid.  l.ll,  p.  V17,  ann.  iSiS;  t.  III, 

Icchniqiie,  t.  I,  ]».  •.<.(p,  ann.  1807.  p.  18.  arui.  18  1 4. 

'•■■''  [hiiL  l.  1.  p.  ;it)8. 
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Dans  une  Note  sur  ics  pians  tangents  à  l'iiyperhoioïde  à  une 
nappe,  on  rctnanpie  cette  propriété  des  paraboloïdes :  Les  sériions 
pjdiirs  d'un  pavaholoïde  se  projettent  sur  nu  plan  quelconque,  par  des  droites 
parallèles  à  l'axe  du  paraholoïde,  suivant  des  coniques  semblables  et  sem- 
blahlnnicnt  placées  ('' . 

joQ.  Au  sujet  des  surfaces  gauclies,  Hacliette  démontre  que  deux 
surfaces  qui  ont  nue  génératrice  commune  et  trois  pians  tangents 
communs  en  trois  points  de  cette  droite  sont  tangentes  en  cliacun 
des  autres  points  de  la  génératrice (;'.  Ce  tiiéorème bien  simple,  dé- 
montré aussi  parBinet  quelque  temps  après  (^*,  mérite  d'être  signalé 
ici,  non-seulement  parce  qu'il  a  permis  de  perfectionner  certains 
traits  de  l'ancienne  Stéréotomie,  où  le  raccordement  des  surfaces 
gauclies  n'était  pas  assuré  (par  exemple,  dans  l'arrière-voussure 
de  Marseille),  mais  aussi  parce  qu'il  marque  les  premiers  pas  dans 
cette  tiiéorie  des  surfaces  réglées,  qui  s'est  tant  développée  depuis 
et  qui  se  présente  maintenant  dans  une  foule  de  recherches. 

ii7.  On  doit  à  Hacliette  un  ouvrage  ayant  pour  titre  :  Eléments  de 
Géométrie  à  trois  dimensions. 

Cet  ouvrage,  publié  en  1817,  est  formé  de  deux  parties,  l'une 
synthétique,  et  l'autre  algébrique.  Celle-ci  est  consacrée  à  la  théorie 
des  surfaces  du  second  ordre,  et  renferme  les  principales  propriétés 
connues  alors  de  ces  surfaces.  La  première  partie  contient  des  no- 
tions générales  sur  les  lignes  et  les  surfaces  courbes,  et  les  diverses 
questions  que  l'on  savait  traiter  par  la  simple  considération  de 
la  Géométrie  générale  ou  de  la  Géométrie  descri|)tive.  Citons  en 
particulier  la  démonstration  géométrique  de  la  double  génération 
de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  par  une  droite ,  qui  avait  été  donnée  j 
en  1  8 1 3 ,  par  un  élève,  dans  la  Correspondance''^^  ce  qui  avait  permis 

'''   y  v\v  Correspondance  suri' Ecole  Pohj-  ''  //</(/.  t.  II,  p.  33 1.  \ 

technique,  t.  11.  p.  33o.  '^'  Ihid.  t.  Il ,  v"  oaliicT.  janvier  i8i3, 

-'  Ibid.  I.  II.  |).  j 'i.  p.  /i/iG. 
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lie  ne  plus  l'aire  intervenir  l'Analyse  dans  le  cours  de  Géométrie 
descriptive,  poui-  établir  cette  proposition  importante.  La  démons- 
tration géométrique  dont  il  s'agit  et  la  construction  de  riiyperboloïde 
osculateur,  communiquée  aussi  à  Hachette  par  le  même  élève  '', 
sont  devenues  plus  tard  la  base  d'un  travail  sur  les  surfaces  réglées, 
où  se  trouve  la  notion  du  point  central  sur  chaque  génératrice  et 
de  la  ligne  de  slnclion  de  la  surface,  travail  dont  d  sera  question 
ultérieurement  (chap.  n). 

11  faut  signaler  encore,  dans  le  traité  de  Géomélrie  à  trois  diinen- 
sions  de  Hachette,  cette  belle  conséquence  du  théorème  de  Meus- 
nier,  laquelle  rattache  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  d'intersec- 
tion de  deux  surfaces  aux  rayons  de  courbure  des  sections  normales 
des  deux  surfaces  par  des  plans  menés  par  la  tangente  de  la  courbe  : 
Le  plan  osculateur  eu  un  point  do  la  courbe  d'intersection  de  deux  sur- 
faces est  perpendiculaire  à  la  droite  gui  joint  les  centres  de  courbure  des 
sections  normales  des  surfaces  faites  par  des  plans  menés  par  la  langenle 
de  la  courbe;  et  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  est  le  point  où  ce  plan 
coupe  la  droite. 

Binet,  comme  nous  le  dirons  plus  tard  (cliap.  ni),  a  été  conduit 
depuis  à  cette  même  construction,  par  des  considérations  ana- 
lytiques. 

Le  traité  de  Géométrie  descriptive  de  Monge  renfermait  les  [)rin- 
cipes  abstraits  de  cette  méthode  des  arts  de  construction.  Mais  ces 
principes  mêmes  étaient  susceptibles  d'applications  dans  plusieurs 
questions  de  la  théorie  des  lignes  et  des  surfaces  courbes.  Ces 
applications,  qui  avaient  fait  le  sujet  de  la  ])lnpart  des  recherches 
de  Hachette,  ont  été  réunies  par  lui  dans  un  ouvrage  étendu,  ayant 
pour  titre  :  Traité  de  Géométrie  descriptive,  comprenant  les  applications 
aux  Ombres,  à  la  Perspective  et  à  la  Stéréotomie.  (]e  traité,  publié  en 
1822,  et  au([uel  a  été  joint  \\n  Supplément  en  1826,  résume  avec 
clarté  le  cours  complet  de  l'Ecole  Polytechnique  à  cette  épocjue. 

'''  Elèmcnls  de  Géométrie  h  trois  dimcnston.i ,  111-8",  1817,  [>.  80. 
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C'est  dans  cet  ouviage  (jue  Hacliotto  a  considéré,  pour  la  pre- 
mière fois,  les  [joints  remarquables,  et  si  importants  dans  la  théorie 
dos  ombres  et  de  la  perspective,  auxquels  on  a  donné  depuis  le 
nom  de  points  de  passage.  L'auteur  ramène  la  construction  de  ces 
points  à  la  consti'uction  d'une  certaine  courbe  d'erreui",  quand  la 
surface  est  de  révolution. 

VI.—  M.  Ch.  DiTiN. 

A  la  tète  des  disciples  de  Monge,  se  distingue  M.  le  baron 
Charles  Dupin,  dont  les  travaux  ont  eu  la  plus  grande  influence 
sur  les  progrès  de  la  science,  et  sont  encore  invoqués  constamment, 
de  nos  jours,  dans  les  recherches  de  pure  Géométrie,  comme  dans 
celles  de  Mécanique  et  de  Physique  mathématique. 

)8o;s.  Le  goût  et  l'aptitude  rares  du  jeune  ingénieur  constructeur  de 
vaisseaux,  sorti  de  l'Ecole  Polytechnique  en  i8o3,  se  sont  révélés 
dès  la  première  année  de  son  séjour  à  cette  école,  par  la  solution  du 
problème  de  la  sphère  tangente  à  trois  autres,  et  par  la  découverte 
des  théorèmes  admirables  auxquels  cette  question  l'a  conduit.  Il 
nous  suflira  de  dire,  pour  justifier  ce  mot,  qu'il  s'agit  de  cette  pro- 
priété de  la  surface  enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  autres, 
d'avoir  pour  lignes  de  courbure  deux  systèmes  de  ceirles,  et  de  cette 
propriété  des  coniques,  èinvoir  une  infinité  de  foyers. 

180/1.  (îe  premier  travail  de  M.  Dupin  avait  été  communiqué  à  Monge; 
et  Hacliette,  en  réunissant,  peu  de  temps  après,  dans  un  Mémoire 
sur  le  contact  des  .'>phères '^^\  les  recherches  faites  dans  l'Ecole  Poly- 
teclmique  par  plusieurs  élèves,  y  a  compris  les  deux  belles  pro- 
positions découvertes  par  M.  Duj)in  ,  quil  résume  en  ces  termes, 
après  en  avoir  donné  la  démonstration  : 

Toutes  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe  de  l'espace  par- 

•''   Cnrrrsjinndniico  sur  t'Ecatc  PiilijlciliiiKjiif .  I.  1.  iT  ciliicr.  iKo'i.  p.  l7-'.>8. 
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couru  par  une  sphère  qui  se  meut  en  touchanl  Irois  sphères  fixes  sont 
des  cercles;  en  sorte  que  cette  enveloppe  peut  être  engendrée  par  une 
sphtTe  mohile,  de  deux  manières  différentes:  les  courbes  parcourues  par 
le  centre  de  la  sphère  mobile,  dans  les  deux  sijslimies  de  génération,  sont 
des  lignes  du  second  degré  telles,  que  les  foyers  de  l'une  sont  les  sommets 
de  l'autre  ^^K 

Les  jiropriétés  de  ce  système  de  deux  coniques,  dont  lune  est 
le  lieu  des  foyers  de  l'autre,  se  retrouvent  dans  l'analyse  d'un  Mé- 
moire de  M.  Dupia  sur  les  déblais  et  remblais,  insérée  en  1807 
dans  la  Correspondance  sur  l'Ecole  PoJijtechnique^'^K 

M.  Dupin  a  fait  paraître  eu  1806,  sous  le  tilre  d'Essai  sur  la  i«<>0. 
description  des  lignes  et  des  surfaces  du  second  degré  ^^\  un  Mémoire  re- 
marquable, qui  ofl're  un  premier  exemple  de  la  construction  par 
points  des  surfaces  du  second  degré.  On  savait  que,  lorscpnuie 
droite  se  meut  sur  un  plan  de  manière  (pie  deux  de  ses  points 
glissent  sur  deux  axes  fixes,  un  point  quelconque  de  la  droite 
engendre  une  conique.  Après  quelques  développements  sur  ce  pro- 
cédé de  description,  M.  Dupin  l'applique  au  cas  où  les  deux  axes 
directeurs  ne  sont  plus  dans  un  même  plan,  et  prouve  qu'alors 
un  point  de  la  droite  mobile  décrit  encore  une  conicjue;  ))uis  il 
transporte  ce  mode  de  description  aux  surfaces  du  second'degré,  et 
démontre  ces  deux  propositions  inq)ortantes  :  1"  Lorsqu'une  droite 
sur  laquelle  sont  pris  deux  points  directeurs  se  meut  dans  l'espace,  de  mn- 
nière  qu'un  des  deux  points  décrive  une  droite  fixe,  et  que  ï  autre  ghsse  sur 
un  plan,  tout  autre  point  de  la  droite  décrit  une  surface  du  second  degré. 
2°  Lorsque  trois  points  directeurs  de  la  droite  glissent  sur  trois  plans 
fixes ,  tout  autre  point  de  la  droite  décrit  une  surface  du  second  degré. 

'''  Mémoire  de  M.  Dupin.  {Corre.iimnd.  dans  la  Con-cspomlcmce  sur  l'Ecole  Pulij- 

sitr  l'École  Pohjlcclmiqnc ,  t.  1,  ii°  caiiier.  Iccliniijue,  l.  I,  v' cuhicr,  iSoO,  |).  lAi- 

180/1,  ]).  fl8.)  i48;   et  le  Mémoire  se  trouve  dans  le 

'■''  T.  I.  vii' cahier,  |).  -j  1  8-ir'..").  .humai  de  l'Ecole  Poli/lcclinuiue .  xiv'  ca- 

'^'    Une  analyse  de  re  Mémnirp  a  |)ar'M  hier.   i8oS,|).   'd-S.*). 
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Un  paragraphe  est  consacré  à  la  détermination  des  rayons  de  cour- 
bure et  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  la  surface  décrite. 

i8i3.  Mais  c'est  dans  le  grand  ouvrage  j)ublié  sous  le  titre  de  Déve- 
loppements de  Géomélrie^^\  dédié  rrà  M.  Monge,  membre  de  l'Ins- 
fftilut,'»  que  M.  Dupin  s'est  montré  le  véritable  continuateur  de 
Monge,  en  complétant  plusieurs  parties  importantes  de  \ Application 
de  l'Avoli/sp  à  la  Céotiiélrie,  et  en  dotant  la  science  de  théories  . 
nouvelles,  qui  sont  entrées  aussitôt  dans  l'enseignement  de  l'Ecole 
Polytechnique,  et  sont  restées  depuis  le  point  de  départ,  constam- 
ment invoqué,  de  toutes  les  recherches  sur  la  théorie  des  surfiices. 

A  raison  de  l'importance  de  cet  ouvrage,  nous  relaterons  ici 
les  cinq  parties  qui  le  composent,  sous  le  titre  de  Mémoires,  qui 
avaient  été  soumis  primitivement  au  jugement  de  la  classe  des 
sciences  physiques  et  mathématiques  de  l'Institut ('■^',  et  se  trouvent 
réunis  en  deux  sections. 

La  première  section,  qui  traite  de  la  forme  des  surfaces  à  partir 
de  ciiacun  de  leurs  points,  contient  trois  Mémoires  :  i'^'' Mémoire. 
Géométrie  pure.  De  l'osculation  des  surfaces.  De  la  courbure  des 
surfaces,  et  de  celle  de  leurs  sections.  Théorie  des  tangentes 
conjuguées.  —  a''  Mémoire.  Géométrie  analytique  spécialement 
consacrée  à  la  théorie  des  tangentes  conjuguées.  —  3'=  Mémoire. 
Géométrie  analytique.  Suite  de  la  théorie  des  tangentes  conjuguées. 
De  l'indicatrice. 

La  deuxième  section  traite  de  la  courbure  considérée  sur  toute 
l'étendue  des  surfaces;  elle  contient  le  quatrième  et  le  cinquième 
Mémoire  :  t\^  Mémoire.  Géométrie  pure.  De  la  courbure  considérée 

'''   1  vol.  in-i",  Paris.  i8i.3.  prcseiitésàrinstiliil  le  li  décembre  i8i-2, 

Ihw  analyse   de  cet   ouvrage,  lue  à  cl  les  deux  suivants,  le  8  marsi8i3.  Le 

l'Institut  le  li  décembre  i8ia,  a  paru  cinquième    avait  été   déposé  en  1809  à 

dans  la  Correspondance  sur  l'Ecole  Polij-  l'Académie    royale    de   Naples,  l'auteiu" 

tccliHÛ/ne ,  I.  II,  janvier  181,'?,  p.   .387-  liabitant   alors,    dans    l'exercice    de   ses 

ii()6.  l'onctions   d'ingénieur  des   constructions 

'■    Les  Iriiis  premiers  Mémoires  ont  été  nuirilimes,  les  îles  Ioniennes. 
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sur  toute  l'étendue  des  surfaces.  —  5^  Mémoire.  Géométrie  ana- 
lytif[ue.  Théorie  des  trajectoires  orthogonales  appliquée  à  la  déter- 
mimition  des  lignes  de  courbure. 

On  voit  que,  dans  cet  ensemble  de  recherches  parfaitement  coor- 
données, M.  Dupin  se  proposait,  ce  qui  était  une  tâche  bien  hardie 
à  cette  époque,  de  traiter  par  les  ressources  de  la  Géométrie,  aussi 
bien  que  par  l'Analyse,  les  questions  relatives  à  la  courbure  des 
surfaces,  que  l'on  regardait  alors  comme  devant  appartenir  exclu- 
sivement aux  méthodes  analytiques. 

L'importante  théorie  des  tangentes  conjuguées  et  de  Yindicatrice 
de  la  courbure  d'une  surface  en  chaque  point  résumait  et  élucidait, 
sous  un  aspect  nouveau  et  très-heureux,  les  premiers  résultats 
d'Euler^''  relatifs  aux  rayons  de  courbure  des  sections  normales 
d'une  surface,  et  se  prêtait  aux  applications  et  aux  développements 
les  plus  féconds. 

Passant  de  la  courbure  en  un  point  à  la  courbure  sur  toute 
l'étendue  de  la  surface ,  M.  Dupin  introduit  la  considération  de  deux 
systèmes  de  courbes,  qu'il  nomme  tisymptolùpies ,  parce  qu'une  telle 
courbe  a  pour  tangente  en  cliaque  point  une  asymptote  de  l'indica- 
trice de  la  surface.  De  là  naît  la  propriété  caractéristique  de  ces 
courbes  :  que  leurs  tangentes  ont  toutes  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  surface.  Ces  courbes  asywptotlques,  qui  ont  tardé 
longtemps  à  fixer  l'attention  des  géomètres,  se  retrouvent  mainte- 
nant dans  la  plupart  de  leurs  travaux  sur  la  théorie  des  surfaces. 

Mais  nous  avons  hâte  de  citer  surtout  ce  beau  théorème  :  Trois 
séries  de  surfaces  orthogonales  se  coupent  toujours  suivant  leurs  lignes 
de  courhire,  qui  est  devenu  la  base  d'une  foule  de  recherches  re- 
latives aux  surfaces,  soit  que  l'on  étudie  leurs  propriétés  générales, 
soit  que  l'on  ait  à  considérer  leur  intervention  dans  les  questions 
de  Physique  mathématique. 

M.  Dupin  montre   ensuite,  comme  application  pailiculière  du 

'''   Mémoires  de  l' Académie  de  llerliii ,  lydo.  |i.  i  k). 
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tliéorènie  général,  (|ue  :  Les  surfaces  du  second  ordre  dont  les  seclions 
principales  ont  les  mêmes  foyers  forment  un  tel  système  de  trois  séries  de 
surfaces  orthogonales.  Il  l'etrouve  dans  ce  système  triple  les  deux 
coniques  dont  cljacune  est  le  lieu  des  foyers  de  l'autre ,  coniques  que 
lui  avait  offertes  en  premier  lieu  la  question  de  l'enveloppe  des 
sphères  tangentes  à  trois  autres. 

Ces  coniques  se  présentent  ici  tout  à  la  fuis  comme  les  limites  des 
surfaces  du  second  ordre  dont  un  axe  diminue  et  devient  nul,  et 
comme  le  lieu  des  ombilics  de  ces  surfaces. 

Considérées  indépendamment  du  système  de  surfaces  orthogo- 
nales, non-seulement  ces  deux  courbes,  ellipse  et  hyperbole,  sont 
telles,  que  la  somme  des  distances  de  deux  points  de  l'hyperbole  à 
chaque  point  de  l'ellipse  est  constante,  et  que  la  différence  des  dis- 
tances de  deux  points  de  l'ellipse  à  chaque  point  de  l'hyperbole  est 
aussi  constante;  mais  elles  jouissent  encoi-e  de  cette  propriété,  recon- 
nue par  M.  Dupin  :  que  chaque  courbe  est  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  de  révolution  qui  passent  par  l'autre  courbe,  et  que  les  axes 
de  ces  cônes  sont  les  tangentes  à  la  courbe  lieu  de  leurs  sommets. 

Le  théorème  sur  le  système  triple  de  surfaces  orthogonales,  et  ses 
applications  aux  surfaces  du  second  ordre,  se  recommandaient  à 
un  double  titre,  d'abord  par  leur  importance  au  point  de  vue  de  la 
théorie  des  surfaces,  puis  aussi,  on  peut  le  dire,  parla  merveilleuse 
facilité  des  démonstrations  de  l'auteur,  qui  offraient  un  exemple  bien 
propre  à  inspirer  confiance  aux  jeunes  géomètres,  et  à  les  encou- 
rager dans  cette  voie  sinqile  et  naturelle  de  la  pure  Géométrie. 

,8._j.j.  Dans  un  second  ouvrage,  intitulé  :  AppUcalions  de  Géoniétrieel  de 
Méchaniqne^^\  M.  Dupin  a  fait  diverses  applications  des  théories  ex- 
posées dans  les  Développeinciils  à  des  questions  importantes,  telles 
que  :  la  stabilité  des  corps  foltanls^-^;  la  tliéorie  des  déblais  et  desrem- 

'"'  In-/i",  1823;  Ijacbelier.  lyse  de  ce  Mémoire  a  ])aru  dans  la  Cor- 

'"'  Prësenli'  à  la  première  classe  de  rcspoiulancesurrEcolePoliiierliiiiipic .  \.\U, 
rinstilut  le   lojaMvier   181 '1.  Une   aiia-  1 81  i  ,  p.  5  13-22/1. 
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blais^^^  ;  les  routes  de  la  lumière,  dans  les  phénomènes  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction^'^\  etc. 

Dans  le  Mémoire  sur  les  corps  flottants,  fauteur  étudie  deux 
classes  de  surfaces,  cju'il  nomme  surface  de  flottaison  et  surface  des 
centres  de  carène.  Il  fait  connaître  des  propriétés  élégantes  qui  per- 
mettent de  déterminer  les  plans  tangents ,  les  directions  des  lignes  de 
courbure  et  les  rayons  de  courbure  principaux  de  ces  surfaces '''. 

Le  Mémoire  sur  les  routes  de  la  lumière  renferme  la  générali- 
sation importante,  et  dont  on  avait  pu  douter,  de  ce  théorème  de 
Malus  :  Des  raijons  de  homère  partis  d'un  même  point  se  réfléchissent  sur 
une  surface  quelconque  dans  des  directions  toutes  normales  à  une  même 
surface,  M.  Dupin  démontre  généralement  que  des  rayons  normaux  à 
une  surface  se  réfléchissent  ou  se  réfractent  suivant  des  directions  nor- 
males à  une  surface. 

Ce  tliéorème,  général  à  un  double  point  de  vue,  puisqu'il  s'étend 
à  la  réfraction,  a  été  reproduit  souvent  dans  diverses  recherclies. 

On  trouve  dans  ce  Mémoire  la  théorie  complète  des  surfaces 
cyclides.  L'auteur  appelle  ainsi  les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de 
courbure  sont  des  cercles.  11  prouve  que,  outre  la  sphère,  le  cône 
et  le  cylindre  de  révolution,  il  existe  une  autre  surface  cyclide,  qui 
est  l'enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  autres.  C'est,  comme 
on  voit,  la  belle  découverte  par  laquelle  M.  Dupin  avait  débuté 
dans  la  carrière  des  sciences,  et  que  l'on  ne  connaissait  encore  que 
par  la  mention  qu'en  avait  faite  Hachette,  comme  nous  l'avons 
dit  précédemment  (§  5),  et  par  une  analyse  que  l'auteur  lui-même 
en  avait  donnée  longtemps  après'*'.  De  là,  M.  Dupin  passe  natu- 

'''  Ce  Mémoire  est  un   des  premiers  pages   d'analyse  à  la  démonsiralion   de 

travaux  de  l'auteur,  car  on  en  trouve  plusieurs  des   importants  théorèmes  de 

une  analyse  étendue  dans  le  premier  vo-  M.  Dupin.  (Voir  Aniiali  ili  scicnze  maic- 

lume  de  la  Correspondance  polytechnique,  maliche  ejlsiclie,  de  M.  Tortolini.  t.VllI, 

vu'  cahier,  janvier  1807,  p.  218-295.  18,57,  p.  ;îo()-32/i  :  Inlorno  ad  alcunileo- 

'''   Présenté  h  l'Académie  le  a 2  janvier  remi  di  Dupin.) 
1 8 1 C.  '''  Voir  Correspondance-  xur  l'Ecole Poli/- 

'')  M.  (loilazzi  a  consarn'  de  savantes  leclinique.  I.  Il,  i8i-,>,  p.  V.>o-.'i2.5. 
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relleineiit  à  la  considération  des  deux  coniques  dont  Tune  est  le  lieu 
des  foyers  de  l'autre;  puis  il  démontre  plusieurs  propriétés  nou- 
velles des  surfaces  du  second  ordre  de  révolution;  par  exemple, 
que  deux  tangentes  conjngue'es  en  un  point  d'une  surface  sont  vues  d'un 
foyer'  de  la  surface,  sous  un  angle  droit;  c^uxine  section  'plane  de  la 
surface  est  vue  d'un  foyer  suivant  un  cercle;  en  d'autres  termes, 
que  les  sections  planes  ont  pour  foyers  ceux  de  la  surface. 

Tous  les  résultats  principaux  des  recherches  sur  lesquelles  s'est 
fixé  l'esprit  actif  de  M.  Dupin  se  retrouvent  constamment  depuis 
dans  les  travaux  des  géomètres.  C'est  que  les  conceptions  de  l'au- 
teur ne  se  portaient  pas  sur  des  questions  prises  au  hasard  et  sans 
avenir;  le  sentiment  du  beau  et  de  l'utile  et  un  enthousiasme  in- 
telligent pour  la  science  n'ont  jamais  cessé  de  l'inspirer. 

Après  avoir  accompli  les  beaux  travaux  théoriques  que  nous 
venons  déliasser  en  revue,  M.  Dupin  a  reporté  ses  rares  facultés 
sur  les  applications  directes  de  la  théorie  aux  travaux  de  construc- 
tion des  services  publics  ;  et  les  leçons  (ju'il  a  résumées  sous  le  titre 
de  Géométrie  et  Méchanique  des  arts  et  métiers  et  des  beaux-arts  '''  sont 
devenues  la  base  d'un  enseignement  nouveau,  qui  s'est  développé 
aussitôt  en  France  et  adonné  lieu  aux  grandes  écoles  industrielles. 

18/18.  Cependant,  l'illustre  géomètre,  conduit  depuis  à  des  recherches 
de  pure  tliéorie  dans  une  question  concernant  la  courbure  des  bois, 
en  a  fait  le  sujet  de  deux  communications  à  l'Académie,  sous  le 
titre  de  Mémoire  sur  les  éléments  du  troisième  ordre  de  la  courbure  des 
lignes^'^K  Dans  ce  travail  M.  Dupin  s'est  proposé  de  donner  une  re- 
présentation géométrique  nouvelle  de  la  courbure  des  courbes 
planes.  lAIaclaurin ,  dans  son  Traité  des  propriétés  générales  des  courbes 
géométriques,  avait  déjà  traité  cette  question.  Mais  le  point  de  vue 

'"'  3  vol.  in-8°,  1825.  séances  de  r  Académie  des  sciences,  \.\\\'\. 

'■'  Comptes  rendus  hebdomadaires  des         i8i8.  p.  Sa  1-.325 ,  373-898. 


DE  LA  GÉOMÉTRIE-  27 

sous  iequel  M.  Dupin  l'envisage  le  conduit  ;i  une  représentation 
plus  générale  et  plus  féconde. 

Que  sur  la  tangente  à  la  courbe  en  un  point  P  on  prenne,  de 
part  et  d'autre  de  ce  point,  deux  longueurs  égales  infiniment  pe- 
tites, PQ ,  PR ,  et  que  par  leurs  extrémités  Q,  R  on  mène  deux 
droites  parallèles  de  direction  arbitraire,  terminées  à  la  courbe 
en  M  et  N,  la  figure  formée  des  trois  droites  MQ,  QR,  RN  sera 
ce  que  l'auteur  nomme  un  lélégraphe géomélviquc .  La  corde  MN  ren- 
contre la  tangente  en  P,  en  un  point  F,  appelé /o?/er  des  rayons  dé- 
viateurs.M.  Dupin  calcule  les  expressions  générales  des  coordonnées 
de  ce  point  remarquable,  expressions  qui  le  conduisent  à  une  dis- 
cussion intéressante  des  différentes  circonstances  que  peut  présen- 
ter la  courbure  de  la  cour])c  au  point  P.  Ce  point  coïncide  avec 
P,  lorsque  la  courbe  a  une  inflexion  en  ce  point.  Il  est  à  l'infini, 
lorsque  les  bras  du  télégraphe  sont  parallèles  à  la  droite  diamé- 
trale de  l'arc  de  courbe  dont  la  direction  se  trouve  déterminée  par 
les  formules  de  l'auteur.  M.  Dupin  examine  aussi  le  cas  dans  le- 
quel les  bras  du  télégraphe  sont  perpendiculaires  à  la  tangente  : 
il  remarque  qu'alors  le  foyer  se  construit  fort  simplement,  et  que, 
si  le  foyer  se  trouve  à  l'infini,  le  rayon  de  courbure  en  P  satisfait  à 
la  condition  de  maxinuim  ou  de  minimum. 

VII.  —    LlVET. 

Livet,  dans  un  Mémoire  intitulé:  Formules  pour  passer  d'un  sijs-  180G. 
tème  de  coordonnées  rectangulaires  àun  système  de  coordonnées  ohliques''^\ 
a  démontré  le  premier  ces  deux  propriétés  des  diamètres  conjugués 
des  surfaces  du  second  degré,  savoir  :  1°  que  la  somme  des  carrés 
de  trois  diamètres  conjugues  est  constante;  \>°  que  le  volume  du  paralh- 
lipipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  est   aussi   constant  <-  ; 

'')  Jotinwl  (le  l'École  Potiikcluiique ,  cées  primitiveniont  sans  (l(<iii(mslralion, 
xiii°  caliier,  180G,  p.  ayo-a^G.  clans  la  Correspomlutice  sur  l'Ecole  Polij- 

™  Ces  propositions  avaicnl  ('■!(' (<aoti-         technique,  I.  I.  iSo'i.p.  -^8. 
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généralisaliou,  coininc  on  le  voit,  des  théorèmes  sur  les  sections 
coniques,  connus  d'Apollonius. 

\  III.  —  Bni/VivnBioN. 

1806.  Diverses  recherches  de  Brianchon,  qui  aujourd'hui  sont  en- 
trées dans  les  éléments  de  la  science,  méritent,  à  ce  titre  même, 
d'être  citées  ici.  Nous  dirons  donc  que  c'est  dans  un  Mémoire  sur  les 
surfaces  courbes  du  second dc[rrc'-^^  que  se  trouve  le  premier  exemple 
d'un  théorème  conclu  d'un  autre  par  la  simple  considération  des 
polaires  réciproques,  considération  qui  depuis  s'est  dévelopjiée  et 
a  pris  une  si  haute  importance  dans  les  travaux  de  Poncelet.  L'au- 
teur conclut,  du  théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  à  une 
conique,  cette  proposition  non  moins  utile,  et  qui  porte  le  nom 
de  théorème  de  Brianchon  :  Dans  toul  (juadnlatère  circonscrit  à  une  co- 
nique, les  trois  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  passent  par 
un  même  point.  H  prouve  aussi  que  la  surface  polaire  d'une  surface 
du  second  ordre  est  une  surface  du  second  ordre. 

1817.  Dans  un  opuscule  intitulé:  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre 
(in -8",  1817),  Brianchon,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de 
Desargues,  d après  lequel  une  transversale  coupe  une  conique  et 
les  quatre  côtés  d'un  quadrdalère  inscrit  en  six  points  en  involu- 
tion,  résout  d'une  manière  fort  simple  les  différentes  questions  sur 
la  construction  dune  conique  déterminée  par  cinq  conditions,  de 
passer  par  des  points  et  de  toucher  des  droites. 

Ces  ouvrages  ont  notablement  contrihué  à  incuhjuer  aux  élèves 
le  goût  des  recherches  de  pure  Géométrie. 

IX.  —  Malus. 

1807.  Malus,  auteur  dune  des  j)lus  importantes  découvertes  du  siècle, 

''   Jdiinidl  ili'  I'I'JcdIc  Piiliflcclniuiiii' ,  \iii"  l'iiliipr.  iSoli.  p.  -jy^-.")!!. 
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celle  (le  la  polarisalion  de  la  lumière,  a  débuté  dans  cette  branche 
de  la  Physique  par  la  publication  d'un  Trailé  d'Optique'-^''  qui  con- 
(ient  des  recherches  géométriques  du  plus  haut  intérêt. 

Le  premier  chapitre  de  cet  ouvrage  est  consacré  à  l'étude  des 
propriétés  générales  des  faisceaux  de  rayons  ou  de  droites. 

Malus  considère  d'abord  les  droites  partant  de  tous  les  points  de 
l'espace  dans  une  direction  déterminée,  tout  à  fait  quelconque  : 
c'est  ce  qu'il  appelle  un  système  général  de  droites.  Il  prouve  que, 
si  l'on  prend  une  droite  A  du  système,  partant  d'un  point  0, 
toutes  les  droites  infiniment  voisines  qui  rencontrent  A  partent 
de  points  situés  sur  un  cône  du  second  ordre  ayant  le  point  0 
pour  sommet  et  la  droite  A  pour  l'une  de  ses  génératrices.  Se 
bornant  ensuite  aux  droites  du  système  général  qui  ont  leur 
point  de  départ  sur  une  surface  déterminée  quelconque,  il  montre 
que  ces  droites  peuvent  toujours  se  grouper  de  manière  à  former 
deux  séries  de  surfaces  développables,  ou,  en  d'autres  termes, 
([u'elles  sont  toujours  le  lieu  de  l'intersection  de  deux  systèmes 
de  surfaces  développables.  Deux  surfaces  développables  de  sys- 
tème différent  se  coupent,  en  général,  sous  un  angle  quelconque; 
mais  si  les  droites  considérées  sont  normales  à  une  surface  et  par 
suite  à  une  infinité  de  surfaces  parallèles,  cet  angle  devient  droit; 
et  réciproquement,  lorsque  des  droites  sont  le  lieu  de  l'intersection 
de  deux  systèmes  de  surfaces  développables  orthogonales,  elles  sont 
normales  à  une  série  de  surfaces  parallèles.  Ces  deux  théorèmes 
avaient  déjà  été  donnés  par  Monge,  et  avaient  conduit  l'illustre 
auteur  de  ï Analyse  appliquée  à  la  théorie  des  lignes  de  courbure. 

Le  deuxième  chapitre  de  l'ouvrage  de  Malus  traite  de  la  Catop- 
Irique,  c'est-à-dire  de  la  théorie  des  phénomènes  de  la  réllexioii. 
On  y  trouve  ce  beau  théorème,  généralisé  depuis  par  M.  l)n|)in  : 

'''  Pi-f-senlé  à  la    première  classe  de  de  l'École  Polulcclmif/uc,  xn'cahun:  iSoH, 

ilnstitut  le  90  avril  1807,  et  inséré  dans  p.  i-/ii  et  8/1-199,  sont  la  reprndudion 

le  recueil  des  Savants  étrangers,  l.  II.  de  cr  Imité,    nveç  (|uel(ines  n|)plicatiotis 

Deux  Mémoires  insérés  dans  le  .Itniniul  iiinl(''rr>s;iiil  ipir  l;i  l'li\>ii|iii'. 
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Si  les  rayons  incidents  émanent  d'un  point,  les  rayons  réfléchis  sur 
une  surface  donnée  sont  le  lien  de  F  intersection  de  deux  systèmes  de  sur- 
faces dévelojipables  orthogonales,  et  sont  par  conséquent  normaux  à  une 
série  de  surfaces  parallèles.  Les  rayons  incidents  correspondanls  aux 
rayons  réllécliis  situés  sur  une  même  surface  iléveloppable  forment 
deux  séries  de  cônes  ortliogonaux. 

Dans  le  troisième  chapitre,  l'auteur  s'occupe  de  la  Dioptrique, 
c'est-à-dire  de  l'étude  des  phénomènes  de  la  réfraction.  Il  démontre, 
comme  dans  la  Catoptrique,  que  les  rayons  réfractés  sont  le  lieu 
de  l'intersection  de  deux  séries  de  surfaces  développables  orthogo- 
nales. Mais  ici  les  rayons  incidents  correspondants  aux  rayons'ré- 
fractés  situés  sur  une  même  surface  dévelopjiable  ne  forment  plus 
deux  systèmes  de  cônes  orthogonaux,  lorsque  la  surface  de  sépara- 
tion des  milieux  est  quelconque.  Cherchant  dans  quel  cas  cette  der- 
nière condition  est  satisfaite,  Malus  trouve  que  la  surface  de  sépa- 
ration des  milieux  doit  être  l'enveloppe  d'une  surface  de  révolution 
de  forme  invariable  dont  l'axe  décrit  un  cône  quelconque.  Pour 
une  telle  surface,  les  lignes  de  courbure  se  confondent  avec  les 
lignes  de  réflexion  et  de  réfraction;  par  conséquent,  les  normales,  les 
rayons  réfléchis  et  les  rayons  réfractés  sont  tangents  à  un  même 
cône,  qui  est  h  la  fois  surface  des  centres  de  courbure,  surface 
caustique  par  réflexion,  et  surface  caustique  par  réfraction. 

Malus  a  été,  comme  Lancret''',  enlevé  bien  jeune  encore  aux 
sciences,  qui  avaient  tant  à  attendre  de  son  génie  pénétrant  :  il  est 
mort  en  i  8 1  2  ,  à  l'âge  de  trente-sept  ans. 

X.  BiNKT. 

1811.         Mémoire  sur  la  théorie  des  axes  conjugués  et  des  moments  d'inertie 
des  corps  ('-'.  —  Sans  qu'il  y  ait  lieu  de  rappeler  ici  la  généralisation 

'''  I/iin  et  l'autre,  entres  à  l'Ecole  Po-        Malus  comme  officier  tlii génie,  etLancret 
iytecbnique  lors  de  sa  fondation  en  1 79^  .         comme  ingénieur  des  ponts  et  cliausse'es. 
avaient  fait  partie  de l'cxpëditiou  d'Egypte:  *■'  Mémoire  présenté  à  l'Institut  en  mai 
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que  Binet  introduit  dans  la  théorie  des  moments  d'inertie  d'un  corps 
par  rapport  à  un  plan,  et  ce  qu'il  appelle  axe  conjugué  au  plan, 
nous  dirons  seulement  que ,  en  cherchant  le  lieu  des  origines  pour 
lesquelles  l'un  des  moments  d'inertie  principaux  a  une  valeur  don- 
née, il  est  conduit  à  cette  belle  propriété  des  surfaces  du  second 
ordre,  à  laquelle  M.  Ch.  Dupin  était  aussi  parvenu  par  des  consi- 
dérations directes,  et  qui  consiste  en  ce  que  les  surfaces  dont  les 
sections  principales  ont  les  mêmes  foyei-s  forment  trois  systèmes  de  sur- 
faces qui  se  coupent  deux  à  deux  orthogonalement  et  suivant  leurs  lignes 
de  courbure''^''.  L'auteur  rattache  d'une  manière  très-remarquable  ce 
triple  système  orthogonal  à  la  théorie  des  moments  d'inertie.  11 
prouve  que  les  trois  axes  principaux  d'inertie  d'un  corps  relatifs 
aux  différents  points  de  l'espace  sont  les  normales  aux  trois  sur- 
faces passant  par  ces  points,  qui  font  partie  d'un  même  système 
de  surfaces  du  second  degré  homofocales,  et  que  les  moments 
d'inertie  principaux  dépendent  aussi  d'une  manière  simple  des 
axes  majeurs  des  mêmes  surfaces. 

C'est  dans  ce  travail  que  se  trouvent  pour  la  première  fois  l'é- 
quation du  troisième  degré  ([ui  détermine  la  grandeur  des  axes 
d'une  surface  du  second  ordre  rapportée  à  des  axes  de  coordon- 
nées obliques <->,  et  cette  propriété  des  mêmes  surfaces,  faisant  suite 
aux  deux  propositions  dues  à  Livet,  savoir,  que  la  somme  des  cairés 
des  aires  des  faces  du  paraUélipipède  construit  sur  trois  diamètres  con- 
jugués est  constante  ^^K 

1811;  inséré  dans  le  Journal  de  l'École  part  et  d'autre  n'a  fait  aucun  doute  dans 

Polytechnique,  xvi°  cahier,  i8i3,  p.  /u-  l'esprit  d'aucun  géomètre,  et  particuiière- 

(3y .  mont  des  deux  auteurs.  On  trouve  à  ce  su- 

i')  La  date  de  181 1  du  Mémoire  actuel  jet  une  note  intéressante  dans  l'ouvrage 

étant  antérieure  à  celle  de  l'ouvrage  de  de  M.  Dupin  (p.  3o.5). 
M.  Dupin  (181 3),  nous  devons  rappeler  ''    Vers  le  même  temps.  M.  IJret  a  aussi 

que  la  partie  même  de  cet  ouvrage,  le  donné  cette  éipation  dans  les  Annales  de 

5°  Mémoii-e ,  où  se  trouve  le  théoi'ème  dont  Mathématiques  de  Gergonne ,  t.  II ,  1 8 1 1 , 

il  s'agit,  avait  été  déposée  en  1809  à  l'Aca-  p.  3.8-87. 

demie  royale  de  Naples.  Mais,  du  reste,  '''  Proposition   reproduite,   ainsi   que 

la  parfaite  indépendance  des  recherches  do  l'équalion  qui  détermine  les  axes  de  la 
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Ces  l'ésullals  se  concluent  immédiatement  d'une  interprétation 
particulière  de  certaines  équations  relatives  aux  moments  d'inertie 
d'un  corps.  L'auteur  bientôt  après  les  a  démontrés  directement  dans 
un  Mémoire  sur  un  système  de  formules  anaJtjliques ,  el  leur  apphcation 
à  des  considératmis  géométriques  (''. 

Nous  aurons  à  citer  ci-après  (chap.  m)  quelques  autres  résultats 
géométriques.  Mais  les  principaux  travaux  de  Binet  se  rapportent 
aux  difl'érentes  parties  de  l'Analyse  pure,  et  à  l'Analyse  appliquée 
aux  recherches  de  Mécanique  céleste. 

XI.  —  Calt.iiy. 

Le  Mémoire  de  Poinsot  sur  les  polyèdres  étoiles  doima  lien  à 
un  jeune  inoénieur  des  ponts  et  chaussées  de  révéler  au  monde 
savant  le  génie  mathématique  qui  devait  jeter  tant  d'éclat  sur  le 
nom  d'Augustin-Louis  Caucliy. 

Peut-il  exister  des  polyèdres  réguliers  dont  le  nombre  des  faces 
soit  autre  que  k,  6,8,  12  ou  20?  cr Voilà  une  question,  avait  dit 
tr Poinsot,  qui  mériterait  d'être'  approfondie,  et  qu'il  ne  parait  pas 
T  facile  de  résoudre  en  toute  rigueur,  n 

C'est  cette  question  (pie  Cauchy  parvint  à  traiter  complètement 
dans  deux  Mémoires  sur  les  polygones  et  les  polyèdres. 

1811.  Dans  le  premier'-',  en  étendant  quelques  principes  empruntés 
au  travail  même  de  Poinsot,  Cauchy  fait  dériver  les  polyèdres 
réguliers  d'espèces  supérieures,  de  ceux  de  première  espèce  :  il  lui 
suffit  de  prolonger  les  arêtes  ou  les  faces  de  ceux-ci,  ainsi  que 
Poinsot  avait  fait  à  l'égard  des  polygones.  Celte  remarque  impor- 

suifacc,  dans  In   Correspondance  sur  F  E-  '''   Reclierclies  snr  les  polyèdres  :  i"  Mé- 

role  Poljjlecliniipic ,  l.  II ,  1 8 1 9  ,  p.  Sao.  moire,  lu  h  la  première  classe  de  l'Instilut 

''' Lu  à  rinslitut  le  3o  novembre  181 -2  ;  en    lévrier   1811;   inséré  dans  le  Jour- 

inséré  dans  le  Jmirnat  de  l'Ecole  Poli/lcrli-  nul  de  l'Ecole  Polijtcçlmuiuc  ,  wi'  rallier. 

nique,  \\\'   caliiei'.     iSi.*?.  |i.   2  8()-.'i.")/i.  p.  r>8-8(). 


DE  LA  GÉOMÉTRIE.  ;{;! 

tante  permet  à  l'auteur  de  conclure  que  l'on  ne  peut  former  d'au- 
tres polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures  que  les  quatre  dé- 
crits par  Poinsot  ''l 

Ce  même  Mémoire  contient  une  généralisation  du  théorème 
d'Euler,  d'après  lequel,  (lans  tout  polyèdre,  le  nombre  des  sommets, 
ajouté  à  celui  des  faces,  surpasse  de  deux  unités  le  nombre  des  arêtes. 
Cette  généralisation  consiste  en  ce  que  :  Si  l'on  décom/pose  un  polyèdre 
en  tant  tï autres  que  l'on  voudra,  en  prenant  à  volonté,  dans  V inté- 
rieur, de  nouveaux  sommets,  la  somme  faite  du  nombre  des  sommets  et 
de  celui  des  faces  surpassera  d'une  unité  la  somme  faite  du  nombre  des 
arêtes  et  de  celui  des  polijèdres. 

Dans  le  second  Mémoii'e '-',  entrepris  sur  les  encouragements  i8n 
de  Legendre,  Cauchy,  réalisant  les  espérances  de  ce  juge  éininenl. 
démontre  cjue  deux  pohjèdres  convexes  sont  égaux,  lorsqu'ils  sont 
comprts  sous  un  mente  nombre  de  polygones  égaux  chacun  à  chacun  et 
disposés  entre  eux  de  la  même  manière;  proposition  admise  par  Eu- 
clide  dans  les  définitions  de  ses  1X%  X"  et  X^  livres,  et  qui  laissait 
dans  les  Eléments  une  lacune  regrettable.  Voici  les  paroles  mêmes 
de  Legendre  dans  son  rapport  à  l'Institut  sur  le  travail  dont  il 
s'agit  :  crNous  voulions  ne  donner  (pi'une  idée  de  la  démoiistra- 
cc  tion  de  M.  Cauchy,  et  nous  avons  rapporté  cette  démonstration 
cf  presque  tout  entière.  Nous  avons  ainsi  fourni  une  preuve  ])lus 
fc  évidente  de  la  sagacité  avec  laquelle  ce  jeune  géomètre  est  par- 
avenu  à  vaincre  une  difficulté  qui  avait  ari'èté  des  maîtres  de  l'art, 
tf  et  qu'il  était  important  de  résoudre  pour  le  ])eifectionnemenl  de 
cria  théorie  des  solides*^'.  •« 


'''  Nous  aurons  h  dire  [iliis  lard  (jiio  tinslilut  le  ao  janvier  i8ia  ;  ins(?rd  dans 

M.  Berlrand  esl  parvenu,  il  y  a  quelques  leJouiiinldcfEcolc  Pnli/lrchniqiie ,  xvi'ca- 

anndes,  à  une  ddmonstralion  plus  simple  hier,  p.  87-98. 
de  ce  Ihdorènie  inipoituiit.  '''  Voir  Corrcspoiidancc.  sur  l'Ecole  Pvlij- 

''  9.'  Mémoire  sur  les  polygones  et  les  Irclmiqiic .  I.  II.  p.  'MSfi. 
polyèdi'os.    lu    à   la    preujière   fiasse   de 
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L;i  (Iriiionslialion  du  tliéorèine  d'Euclide  donna  lieu  à  Lagrange 
de  leiiianjuor  que  le  ])roblème  de  la  défornialion  d'une  surface  sans 
déchirure  ni  dupiicature  est  insoluble  toutes  les  fois  que  la  surface, 
étant  convexe  ou  fermée,  devra  rester  telle  après  la  déformation. 

(laucliy  évoque  ce  souvenir  de  1812  dans  son  rapport  sur  un 
Mémoire  de  M.  Ossian  Boiniet,  concernant  quelques propvirlés  fféné- 
rales  des  siirjaces  et  des  lignes  tracées  sur  les  surfaces  ^^\ 

Si  un  début  aussi  brillant  semblait  promettre  à  la  pure  Géomé- 
trie un  esprit  vigoui'eux,  qui  certainement  aurait  liàté  ses  ])rogrès, 
hienlùl  on  a  reconnu  que  les  prédilections  du  jeune  géomètre  ét^iient 
|)our  TAnalyse  :  et  nous  n'aurons  malheureusement  que  quelques 
occasions  rares  de  signaler  un  nom  devenu  si  illustre. 

XII.  —  Galltikr,  de  Tours. 

La  (juestion  de  construire  une  sphère  tangente  à  (juatre  sphères 
données  a  lixé  ratteiition  d'un  grand  nombre  de  géomètres.  Des- 
cartes dit,  dans  une  de  ses  lettres  à  Mersenne,  qu'il  l'a  résolue  par 
la  ligne  droite  et  le  cercle  '-'.  Fermât  en  a  fait  le  sujet  d'un  tra- 
vail, dans  lequel  il  l'amène  la  solution  cherchée  à  celles  de  plu- 
sieurs autres  problèmes  qu'on  peut  regarder  comme  des  cas  parti- 
culiers de  celui  des  quatre  sphères'^'.  Ce  travail  laissait  donc  à 
désirer  une  solution  générale  et  directe,  de  laquelle  se  pourraient 
conclure  au  contraire  celles  des  cas  particuliers.  Depuis,  de  telles 
solutions  directes  avaient  été  obtenues,  mais  toujours  par  le  calcul, 
d'abord  pai'  Euler,  ([ui  en  communiqua  deux,  en  1779.  ^  l'Aca- 

'''   Cmnpics  irnihs  des  sàiiiccx  de  l'Acti-  r-i'^gie  et  le  compas:  Iiircnirc  diamctrum 

demie  des  .icieiires ,  I.  \\I.  p.  564,  anii.  nspherœ  tanffciitis  alias  f/uatuor  positione  et 

I  8  /i  .^ .  rr  magnitudinc  datas... -n  (  Voir  Œuvres  de 

'''  Leltie  (lu  I.')  avril  i  (ioo:  rr Pour  les  Descartes,  éd.  Cousin,  t.  VI,  p.  99.) 

ff problèmes j'en  mettrai  ici  trois,  '''  Ce    Iraitd    a  été  traduit  par   Ha- 

"qun  j'ai  autrefois  trouvés  sans  aidefpic  clietle,  et  inséré  dans  h  .loiinml de  rEenle 

"la  «féoniétrie  sim|)le.  c'esl-à-dire  avec  la  Pid^teeliiiicpie .  vu"' cahier,  p.  -^79. 
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demie  de  Saint-Pétersbourjj''';  par  Carnot,  dans  sa  Géoméiric  tlo 
position^'^;  par  J.  Français*^',  Poisson  ('*',  Binet*-''  et  Hachette ''''. 

M.  Gaultier,  ancien  élève  de  i'EcoIe  Polytechnique  et  professeur 
de  Géométi'ie  descri])tive  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers, 
donna  le  premier  une  solution  géométrique  générale  du  problème. 
Le  beau  travail  qui  contient  cette  solution  est  intitulé:  Mémoire  sur 
les  moijeiis  généraux  de  construire  graplnquemeut  un  cercle  déterminé  par 
Irois  conditions,  et  une  splière  déterminée  par  quatre  conditions.  11  fut 
présenté  en  181  •?.  à  la  première  classe  de  llnslitut,  qui  en  ordonna 
l'insertion  dans  le  recueil  des  Savants  étrangers^''. 

C'est  dans  ce  Mémoire  que  se  trouvent  pour  la  première  fois  les 
expressions  axe  radical,  centre  radical,  etc.  qui  se  sont  conservées. 


XIII. 


So 


PIIIF,   (lERMAIN. 


Nous  avons  à  citer  ici  un  fait  bien  rare  dans  l'histoire  des 
sciences,  une  savante  mathématicienne,  M"°  Sophie  Germain,  rem- 
portant un  grand  prix  de  l'Institut,  sur  une  des  questions  de  Phy- 
sique mathématique  les  plus  nouvelles  et  les  plus  ardues  :  la  théo- 
rie des  surfaces  élastiques^^K  M"'  Sophie  Germain  avait  développé  ses 


181; 


'''  Ces  deux  solutions  ndiit  [liini  qu'au 
commencement  de  ce  siècle ,  dans  le  Re- 
cueil de  l'Académie  de  Saint-Potcrsbourg , 
1807-1808  (imprimé  en  1810). 

'''  Géométrie  déposition  ,  p.  4 1  (5. —  Cai- 
not  se  propose  de  déterminer  le  rayon  de 
la  sphère  ctierclièe .  par  un  calcul  trigono- 
métri([ue  d'une  exposition  fort  simple, 
mais  d'une  longueur  pénilile. 

'■''  Voir  Correspondance  sur  l'Ecole  Poli/- 
technique,  t.  Il,  1810,  p.  63;  et  Annules 
de  Mathémaliques  de  Gergonne.  t.  III, 
1819,  p.  i53. 

'*'  Bulletin  de  In  Société  pliilomdlhiijfie . 
1819  ,  p.  l 'i  1 . 


''"  Journal  de  l'Ecole  Poli/trcliiii/jiie, 
x\n'  cahier,  1 8 1 ,5 ,  p.  1 1  3. 

'*  Journal  de  l'Ecole  Poli/lcrliiiiqiie , 
wii'  cahier,  p.  1  29. 

"'  Mémoire  imprimé  dans  le  Journal 
de  l'Ecole  Pohiterhniqur,  xvi'  rahier,  1  8 1  3. 
p.   i->.h—i.ih. 

'"''  La  question  proposée  dans  la  séance 
du  5  avril  1809  était  de  :  Donner  ta  théo- 
rie matliématique  des  vibrations  des  surfaces 
élastiques,  et  la  comparer  h  l'expérience. 
Le  prix  devait  èlre  décerné  dans  In  séance 
pnhliquedupreraierlundidejanvier  1819. 

Dans  la  séance  publique  du  fi  janvier 
i8i9.  le  concours  fui  prorogé  au  1"  oc- 
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licnreiisos  disposilioiis  j)Our  les  Wnlliéniatiqucs  [)ar  réliulc  des  oii- 
vrn<;('s  de  Lagraujje,  de  Legendre,  de  Gauss,  de  Fourier,  et  dans  ses 
eiidclieiis  avec  ces  grands  géomèlres.  Bien  f[n"elle  ne  connut  pas 
peisonncllenienl  Gauss,  elle  corres])ondait  avec  lui,  sous  le  nom 
(ictil  d'ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique.  Elle  fut  plus  profon- 
dément, mathématicienne  que  la  marquise  du  Chastellet  et  que 
M"''  Agnesi.  et  elle  avait  l'esprit  philosophique  de  cette  dernière. 

M.  Terc[Hem  a  consacré  à  M""  Sophie  Germain  un  intéressant 
ailicle  hiogi'aphicpie  dans  ses  NoiivelJrs    \nimJcs  de  Affillinnatùiucs  '^^K 

XIV.  OlINDE   lloDHKHES. 


0.  Rodrigues,  après  s'èti'e  signalé  très-jeune  encore,  en  181/1, 
])ai'  (pielques  travaux  relatifs  à  la  Mécanique  analytique,  insérés 
dans  la  Correspondance  svr  J'EcoJe  Polyle<hniqnp,  publia  vers  le  même 
if^iT».  temps  un  Mémoire  fort  remarquable,  renfermant  des  Recherches  sur 
hi  ihcorie  nnahjhqiie  des  lignes  et  des  rayons  de  courhure  des  sm faces, 
et  sur  la  transformation  d'une  classe  d'intégrales  doubles  qui  ont  un 
rapport  direct  avec  les  formules  de  cette  théorwA'-\ 

Dans  la  première  partie  de  ce  travail,  l'auteur  exprime  pour  la 
première  fois  les  équations  qui  déterminent  les  lignes  et  les  rayons 
de  courbure  des  surfaces,  au  moyen  des  cosinus  X,  Y,  Z  des 
angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes  coordonnés.  Les  formules 


uAn-c  181  3;  le  prix  devait  être  décerné  le 
])reiiiier  lundi  fie  181  i.  Un  Mémoire (c'ëlail 
celui  de  M"'  Sopliie  Geimain)  ol)linl  alnrs 
une  mention  tionnratAe;  et  la  même  ques- 
tion fut  de  nouveau  proposée ,  pour  le  prix 
à  décerner  le  premier  lundi  de  janviei- 
i8i(i. 

Le  prix  a  élê  décerné,  dans  la  séance 
(lu  8  janvier  1 8 1 6 ,  à  M"°  Sophie  Germain. 

Commissaires:  MM.  Poisson ,  I^ajiiace , 
I>ejTeii(lrc,  Poinsot.  15iot.  —  Piapporl.  \c. 
•.>l)  déiiMulii'e  I  81  ô. 


'''  T.  XtX,  i8(k),  p.  9-1  ■.!  (lu  Ihdletin 
(If  Inhliogrnplùe ,  d'histoire  et  de  liiogrnpliie 
iiiKtlicmatiqiies.  On  trouve  encore  dans  le 
tome  XX ,  p.  1  i-i  6 ,  une  analyse  de  l'ou- 
vrage laissé  par  M""  So[)liie  Germain ,  sous 
le  litre  de  :  Considérations  sur  l'état  des 
sciences  et  des  lettres  aux  diverses  époques 
de  leur  culture,  publié  deux  ans  après  sa 
mort;  in-8"  (le  loa  pages,  i834. 

''  Voir  Correspondance  sur  l'Ecole  Po- 
lijteclmique ,  3°  volume  (n°  a  .  mai  181 5). 
n.  if.2-i8a. 
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élégantes  cl  simples  que  Ton  obtient  ainsi  ont  été  depuis  employées 
bien  souvent  dans  les  recherches  analytiques  relatives  à  la  théorie 
des  surfaces.  Rodrigues  montre  combien  elles  facilitent  les  intégra- 
lions  et  l'interprétation  géométrique  des  résultats,  en  lesapjdiquant 
à  la  solution  des  questions  suivantes  :  i°  détermination  des  sur- 
faces dont  un  des  rayons  de  courbure  principaux  est  intini;  i!°  dé- 
termination des  surfaces  dont  un  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux est  constant;  3°  détermination  des  surfaces  dont  une  des 
lignes  de  courbure,  en  chaque  point,  doit  être  parallèle  à  un  plan 
donné.  Ces  questions  avaient  été  traitées  par  Monge  dans  Y  Analyse 
appliquée,  mais  par  des  considérations  beaucoup  plus  conqiliquées. 

La  seconde  jiartie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  d'une 
classe  d'intégrales  doubles.  L'expression  de  l'inverse  du  produit  des 
rayons  de  courbure  principaux  d'une  surface,  en  fonction  des  co- 
sinus X  et  Y,  donnée  dans  la  première  partie,  a  un  rapport  mani- 
feste avec  la  formule  qui  sert  à  transformer  les  intégrales  doubles. 
Cette  reniai'que  est  le  point  de  départ  des  recherches  de  Rodrigues. 
Parmi  les  résultats  obtenus  par  l'auteur,  nous  citerons  le  suivant, 
qui  est  le  plus  remarquaJile  :  Si  l'on  mulliplic  cliaque  élément  d'une 
surface  S  par  l'inverse  du  produit  des  rayons  de  courhure  principaux  en 
un  point  de  cet  élément,  et  que  l'on  fasse  la  somme  des  produits  relatifs  à 
tous  les  éléments  contenus  dans  un  contour  fermé  C ,  on  aura  l'expression 
de  la  portion  de  surface  d'une  sphère  de  rayon  i .  tœminée  au  contour  lieu 
des  extrémités  des  rayons  respectivement  parallèles  aux  normales  de  la 
surface  S  menées  par  les  différents  points  du  contour  C . 

Cette  proposition,  que  Binet  démontra  aussitôt  par  une  consi- 
dération géométrique  fort  sinq)le*' ,  ne  dilfère  pas  du  beau  théorème 
donné  plus  tard  par  Gauss,  et  dont  l'illustre  géomètre  a  déduit 
la  notion  si  importante  de  la  courbure  totale  en  chaque  point  d'une 
surface. 

La  thèse  de  Itodrigues  poiu' le  doctorat,  ayant  pour  snjcl   I  al- 

'     \iiw  lliilliiiii  lie  1(1  Siirirlr  jiliiloiiKilliiiiiic .  niinéo  i8i.),   |>.  ■il). 
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tivicliuii  (les  spliéroïdes ''',  est  un  travail  important,  qui  se  dis- 
tinj'uc,  comme  le  précédent,  par  l'originalité  et  l'élégance  de  la 
marche  suivie  par  l'auteur.  Toutefois  cette  marche  était  en  partie 
semblable  à  celle  que  Gauss  avait  suivie  deux  ans  auparavant  dans 
cette  même  question '-'.  Comme  Gauss,  Rodrigues  est  amené  à  in- 
troduire l'intégrale  qui  exprime  la  somme  des  éléments  d'une  sur- 
face fermée,  multipliés  chacun  par  le  cosinus  de  l'angle  que  la 
normale  à  la  sui'face,  dirigée  de  dedans  au  dehors,  fait  avec  le 
rayon  mené  au  point  attiré,  et  divisés  par  le  carré  de  ce  rayon. 
Et  il  prouve  que  cette  somme  est  nulle  ou  égale  à  Un ,  selon  que  le 
point  attiré  est  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  la  surface.  C'est  ce 
qu'avait  fait  déjà  Gauss,  en  démontrant  en  outre  que  l'intégrale  est 
égale  à  27r  lorsque  le  point  attiré  est  sur  la  surface.  Mais  Rodrigues 
s'écarte  d'une  manière  fort  heureuse  de  ce  travail  (qu'il  ne  con- 
naissait probablement  pas).  Il  introduit  l'idée  de  la  couche  infini- 
ment mince  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiques,  con- 
centriques. Il  regarde  le  volume  élémentaire  (h,  dy,  dz  comme 
appartenant  à  une  telle  couche;  et  ce  mode  de  décomposition  de 
l'ellipsoïde,  employé  pour  la  première  fois,  lui  procure  une  solu- 
tion nouvelle  de  la  question.  Cette  considération  l'a  conduit  immé- 
diatement à  la  démonstration  généi'ale  du  théorème  de  Maclaurin 
sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  de  mêmes  excentricités, 

La  couche  ellipsoïdale  n'avait  point  été  remarquée  dans  le  tra- 
vail de  Rodrigues,  parce  (ju'elle  est  introduite  tacitement  en  quel- 
que sorte.  On  sait  que  Poisson  y  a  été  conduit  de  son  côté  dans 
son  Mémoire  de  i833  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes'^'. 

'''  Correspondance  pnli/iccliniiiuc ,  t.  III.  de  la  Société  royale  de  Goeltiiigue,  vol.  II, 

p.  3(M-38r).  181:}.) 

'''  Tlieorin  aUrnctionis  corporuiii  npliie-  '''   Mémoires  de  l'Académie  des  sciences, 

roidicorum  elUplicnntnn  lionmgcneorum  inr-  t.  XIll,  i835,  p.  4 97-545. 
ihodd  iioi'ii  trocUtld.  (Nouveaux  Méiimires 
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XV.   PONCELET. 


Le  général  Poiicelet,  alors  capitaine  du  génie,  a  fait  connaître,  1^*17. 
en  1817,  par  quelques  articles  insérés  dans  les  Annales  de  Mathé- 
matiques de  Gergonne,  et  par  des  réflexions  sur  l'usage  de  l'Ana- 
lyse algébrique,  sa  prédilection  bien  prononcée  pour  les  recherches 
de  pure  Géométrie.  11  était  bien  inspiré,  car  cette  voie  la  conduit 
à  de  brillantes  découvertes. 

En    i82'-î  il   mit  au    jour  le  Traité  des  propriétés  projeetives  des    iS-2-2. 
figures,  qui  marque  un  pas  considérable  dans  la  science. 

L'objet  principal  de  ce  grand  ouvrage  est  d'établir  certaines  re- 
lations entre  deux  figures  qui  sont  la  pers])ective  l'une  de  l'autre; 
ce  qui  permet  de  ramener  la  recherclie  des  propi'iétés  d'une 
figure  à  celle  des  propriétés  d'une  figure  plus  simple;  par  cxem])le, 
des  propriétés  d'un  système  de  deux  coniques  à  celles  de  deux 
cercles.  Dans  la  perspective,  les  deux  figures  sont  situées  dans 
deux  plans  différents;  si  l'on  fait  tourner  le  plan  de  l'une  au- 
tour de  l'arête  commune,  elles  sont  encore  en  perspective,  c'est- 
à-dire  que  les  droites  qui  joignent  les  points  homologues  concou- 
rent encore  en  un  même  point  de  l'espace.  Et  cela  a  lieu  même 
lorsque  le  plan  tournant  vient  coïncider  avec  le  plan  resté  fixe. 
C'est  dans  cette  position  relative  que  Poncelet  considère  les  deux 
figures  :  il  les  appelle  homologiques ;  le  point  de  concours  des  droites 
qui  joignent  les  points  correspondants  est  le  centre  d'homohgic,  et 
l'arête  commune  des  deux  plans,  Xaxe  d'homologie. 

Une  figure  étant  donnée,  Poncelet  construit  dans  le  même  plan 
une  figure  homologique,  au  moyen  du  centre  et  de  Xaxe  d'ho- 
mologie. Cette  théorie  des  figures  homologiques  l'a  conduit  ;\  de 
nombreuses  propriétés  des  sections  coniques  et  à  quelques  notions 
nouvelles,  telles  que  celle  des  foyers,  qui  se  sont  étendues  plus  tard 
aux  courbes  d'ordre  (pieh'ou(|ue. 


/,0  li APPORT  SU  H  LliS  PUOtll'.KS 

(Jiiaiid  deux  coiiituios  ont  ui!  lurine  foyer,  ce.  point  est  un  centre 
d'Iiomologie.  Il  s'ensuit  qu'une  ("onicjue  el  un  cercle  qui  a  son  centre 
en  un  des  foyers  ont  pour  centre  d'Iiomologie  ce  foyer.  Par  consé- 
(|uent,  les  tangentea  d'une  conique  menées  par  un  foyer  sont  les  asym- 
ptotes d'un  cercle.  En  d'autres  termes  :  Les  foyers  d'une  conique  sont  les 
points  de  rencontre  des  tangentes  menées  à  la  conique  par  les  deux  points 
imaginaires  d'un  cercle  situés  à  l'infini. 

On  |)eut  encore  dire  que  :  Les  foyers  d'une  conique  sont  des  points 
qu'on  peut  considérer  comme  des  cercles  de  rayon  nul,  ayant  un  double 
contact  avec  la  conique^'\ 

Ces  considérations  ont  permis  de  généraliser  la  notion  du  foyer, 
connue  nous  venons  de  le  dire,  et  de  l'étendre  à  des  courbes  d'ordre 
quelconque.  C'est  à  M.  Plûcker  que  l'on  doit  cette  généralisation '^l 
M.  Salmon  l'a  leproduite  dans  son  excellent  Traité  sur  les  courbes 
d'ordre  supérieur. 

On  distingue  surtout,  dans  le  Traité  des  propriétés  projecttvcs,  ce 
heau  théorème,  qui  a  fixé  l'attention  des  analystes,  et  dont  Jacobi  a 
iail  une  application  utile  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques *''  : 

Lorsque  plusieurs  coniques  ont  mêmes  sécantes  communes,  si  l'on  insent 
dans  l'une  de  ces  courbes  un  polygone  dont  tous  les  côtés,  moins  un,  soient 
tangents  aux  autres  courbes,  puis  que  l'on  déforme  le  polygone,  en  fai- 
sant glisser  ses  somnicis  sur  la  première  conique,  et  ses  côtés  sur  les 
autres  coniques,  le  côté  libre  et  toutes  les  diagonales  du  polygone  rou- 
leront sur  d'autres  coniques  ayant  mêmes  sécantes  communes  avec  les 
proposées. 

Outre  la  théorie  des  figures  homologiques,  l'ouvrage  de  Pon- 
celet  renfei'nie  une  autre  méthode  de  transformation  des  figures, 
dans  laquelle  ce  sont  des  droites  qui  correspondent  à  des  points 

'''    TritiU:    iIcK    jn-opriclcs    prnjrrfivrs .  (Voir  Jouniid   dp    Crelio,    L    \.    i833. 

art.  Z157.  |>.  8i-()i.)  • 

'"'  Uber  sotclic  Puncte ,  die  hei  Cwven  '''  .hurnul  de   Creile,   t.   III,   1828, 

ciner  liôlicrii  Ordnioiff  als  drr  tweilen  deii  p.  37()-."589.  —  Journal  de  Mathhmùqucs 

llmiiijiiinrli'ii  dn-  h'rijrlxrliiillle  nilsprecticii.  i\o  M.  Lioiivillo.  I.  \  ,  i  8'ir).  p.  /i;>.')-'i  Vi. 
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et  des  points  à  des  droites.  C'est  la  théorie  des  polaires  réciproques, 
figures  construites  à  l'aide  d'une  section  conique  prise  arbitraire- 
ment. 

Quelques  exemples  de  ce  proc(klé  de  transformation  des  figures 
se  trouvaient  déjà,  d'abord  dans  un  Mémoire  de  i  806,  de  Brianchon, 
comme  nous  l'avons  dit,  puis  dans  les  Annales  de  Mathénattques  de 
Gergonne^'';  mais  Poncelet  l'a  mis  en  usage  avec  un  grand  succès 
dans  le  Traité  des  propriétés  projectives,  et  bientôt  après  en  a  fait 
le  sujet  d'un  Mémoire  important,  sous  le  titre  de  Théorie  générale 
des  polaires  réciproques^-^.  Cette  théorie  en  se  répandant  donna 
lieu  à  un  grand  nombre  de  recherches  qui  enrichirent  notamment 
la  Géométrie  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre 

La  correspondance  qu'otïrait  ainsi  la  théorie  des  polaires  récipro- 
ques reçut  de  M.  Gergonne  le  nom  de  principe  de  dualité^^K  Toute- 
fois il  est  juste  de  dire  que  la  théorie  des  polaires  était  alors  le  seul 
jH'océdé  connu  pour  faire  les  transformations  qui  constituent  aujour- 
d'hui ce  principe  de  dualité. 

Nous  citerons  ici  un  théorème  du  Traité  des  propriétés  projeclices, 
fort  simple,  mais  oîi  l'on  peut  reconnaître  le  point  de  départ  d'une 
autre  méthode  de  transformation  des  figures,  qui  a  donné  lieu  à 
des  applications  fort  utiles. 

Voici  ce  théorème  :  Etant  données  deux  coniques  et  une  droite  quel- 
conqtie,  le  lieti  du  point  d'intersection  des  polaires  de  chaque  point  de 
cette  droite  relatives  aux  deux  coniques  est  une  conique  qui  passe  par  les 
trois  points  d'intersection  des  trois  couples  de  cordes  communes  aux  deux 
coniques  proposées  (*'. 

On  transforme  ainsi  une  droite  en  une  conique,  et  l'on  peut 
reconnaître  immédiatement  qu'une  courbe  d'ordre  m  produit  une 
courbe  d'ordre  2m,  ayant  trois  points  multiples  d'ordre  m,  qui  sont 
les  points  de  concours  des  trois  c()U])les  de  cordes  conjuguées  coni- 

<■'  T.  I,  1810-1811,  p.  laa  et  190,  '''  Awiales  de  Malhémuliqucs .  l.  XVI, 

.irticles  de  MM.  Encontre  et  de  Slainville.        i8a5-i8a6,  p.  ao(j. 
<')  ./oHr».deCrcll.'.(.IV,[).  1-71.  i8-..y.  «  W  198,  arl.  .-i;». 
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niuiies  aux  deux  coiiiques.  On  pout  iiièiue  remplacer  les  deux  co- 
niques par  deux  de  ces  trois  couples  de  cordes,  c'est-à-dire  par 
deux  couples  de  droites  quelconques;  en  d'autres  ternies,  par  deux 
angles  rectilignes,  par  l'apport  auxquels  on  prend  les  polaires  de 
chaque  point  de  la  figure  que  l'on  veut  transformer  (''. 

Le  Traité  des  propriélés  projectivcs  est  précédé  d'une  préface  fort 
instructive,  dans  laquelle  l'auteur  a  rappelé  avec  beaucoup  de  soin 
et  un  esprit  de  justice  bien  louable  toutes  les  recherches,  tous  les 
résultats  de  ses  prédécesseurs. 

L'ouvrage  se  termine  par  un  Supplément,  où  Poncelet  étend 
aux  figures  à  trois  dimensions  son  principe  des  iîgures  homî)lo- 
giques.  11  appelle  ce  mode  de  transformation  des  figures  :  perspec- 
live-reliof.  Il  l'applique  à  la  déformation  d'une  et  de  deux  sphères, 
qui  deviennent  des  surfaces  du  secoiul  ordre,  et  il  démontre  ainsi 
quelques  propriétés  de  ces  surfaces,  notamment  ce  beau  théorème, 
qui  se  présente  maintenant  dans  beaucoup  de  recherches,  savoir  : 
Par  les  courbes  d'inlcrscclion  de  deux  surfaces  du  second  ordre  passent, 
en  général ,  quatre  cônes  du  second  ordre. 

A  ce  théorème  correspond  le  suivant,  que  Poncelet  a  démontré 
dans  son  Mémoire  sur  les  polaires  réciproques,  savoir  :  La  surface  dé- 
veloppable  circonscrite  à  deux  surfaces  du  second  ordre  a  quatre  lignes 
de  striction  qui  sont  des  coniques. 

L'auteur  appelle  ligne  de  striction  la  courbe  lieu  des  points  de 
rencontre,  deux  à  deux,  des  génératrices  de  la  développable. 

''*  Celte    construction    ;iii    moyen   do  tion    des    ligures,    qui    conduisent   aux 

deux  couples  de  droites  a  été  employée  raômesrésultats,  savoir:  que,  à  une  courbe 

par  M.  H.  A.  Newton,  de  New-Haven  (si  d'ordre  m,  correspond  une  courbe  d'ordre 

connu  des  astronomes  par  ses  éludes  sur  am,  douée  de  trois  points  multiples  d'or- 

les  [)liénomènes  des  bolides  et  des  étoiles  dre  m.  Nous   aurons  à   en  parler  ullé- 

(llantes),  dans  un  Mémoire  Ou  ihe geoiiic-  rieurement  (cb.  m),  et  à  citer  diverses 

tricnicotisiriiclion  of certain curvcst/y points.  métbodes,  soit  analytiques,  soit  géomé- 

(Voir  Tlic  Matliemnlical  Montliltj,  t.   111,  lri(jues,  de  M,M.  Magnus,  Sleiner,  Scbia- 

p.  •2',]ï)--2fil>,  268-279;  Candjridge. )  parelli,  Transon,  Hirst  et  Darboux. 

Il  existe  d'autres  modes  de  transforma- 
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Le  Traité  des  propriétés  projcctivcs  lul  suivi  presque  aussitôt  de    182A. 
deux  Mémoires  également  fort  importants  : 

1°  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques,  pour  faire  suite 
au  Traite  des  propriétés  projectives  des  figures  et  servir  d'introduc- 
tion à  la  théorie  générale  des  propriétés  projectives  des  courbes  et  surfaces 
géométriques  '''. 

2°  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques,  pour    1826. 
faire  suite  au  Mémoire  sur  les  centres  des  moijcnnes  harmoniques^'^''. 

Dans  le  INîémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  récipro- 
ques, Poncelet  considère  surtout  le  cas  où  la  surface  auxiliaire 
par  rapport  à  laquelle  on  prend  les  plans  polaires  des  points  de 
l'espace  est  une  sphère.  Il  transforme  ainsi  les  relations  métriques 
projectives  qui  existent  entre  des  segments,  en  relations  entre  des 
sinus  d'angles,  et  parvient  à  de  nombreux  théorèmes  nouveaux. 

Poncelet  a  remarqué  que,  dans  ce  système,  la  transformée 
polaire  d'une  sphère  est  une  surface  du  second  ordre  de  révolu- 
tion, ayant  un  foyer  au  centre  de  la  sphère  directrice  :  ce  qui 
permet  de  transporter  les  propriétés  connues  d'un  système  de 
sphères  à  un  système  de  surfaces  de  révolution  de  même  foyer. 

Un  troisième  Mémoire,  présenté  comme  faisant  suite  aux  deux    18/n. 
précédents,  a  pour  titre  :  Analyse  des  transversales,  appliquée  à  lu  re- 
cherche des  propriétés  projectives  des  lignes  et  surfaces  géométriques  i^'. 

L'auteur  part  d'un  théorème  de  la  Géométrie  de  position  de  C^ar- 
not,  sur  la  relation  qui  existe  entre  les  segments  formés  sui-  les 
côtés  d'un  triangle  par  une  courbe  d'ordre  quelconque.  11  lire  de 

<')  Lu  à  l'Académie    le  8  mars  i8ai.  i8;ii.  {Jniiniiil  ik  Crelle.  t.  VIII,  i8:i!, 

(Journal  de  CreWc,  t.  III,  1828, p.  2i3-  p.  21-ii,  1 17-137,  ai^-.iûs  ,  Syo-iio.) 

an -2.)  —  tles  trois  Mémoires  ont  été  reproduits 

<')  Lu  à  l'Académie  le  12  avril  182/1.  dans  le  second  volume   d'iuK!  nouvelle 

(Jownrt/deCrelle,t.IV,  1839,  p.  1-71.)  édition  du  Truite  des  prop-iétcs  projectives  : 

'''   Lu  à  r\c;idéiiiie   le    ."^o  seplemlire  ('.iiiilliier-Villars.  2  vnl.  in-'i",  i«f)(">. 
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là  (liv(M-scs  coiisé(|ueii(;('s,  doiil  il  double  iiiciue  le  iioiiil)i'(!  [tar  la 
lliéoiie  des  polaires  n!cipi'0(|ues. 
i8.'i-2.  Note  sur  qnelqucit  principes  généraux  de  la  Iransforinaiion  des  rela- 
tious  niélriques  des  figures,  el  spécialement  sur  la  transformation  des  re- 
lations métriques  projectives  orthogonalement  en  d'autres  qui  le  soient  co- 
niquemcnt^'K  —  Celte  Note,  fort  étendue,  se  rapporte  aux  Mémoires 
précédents,  et  a  pour  objet  principal,  comme  le  titre  l'indique,  de 
transformer  des  relations  projectives  ortliogonalement  en  d'autres 
qui  le  soient  d'une  manière  générale.  C'est  à  l'occasion  de  deux 
Mémoires  sur  les  transformations  paraboliques ,  publiés  dans  les  tomes 
V  et  VI  de  la  Correspondance  mathématique  de  M.  Quetelet,  dcTiit  il 
seia  question  plus  loin,  que  Poncelet  a  cberché  à  étendre  les  ap- 
plications de  la  méthode  générale  des  polaires  réciproques. 

Dans  le  Mémoire  sur  Y  Analyse  des  transversales,  de  i83i,  puis 
iH'i;').    dans  une  Note  insérée  au\  Comptes  rendus  de  l' Académie,  Poncelet 
a  généralisé  Xinvolution  de  Desargues,  en  établissant  que  : 

Trois  groupes  de  m  points,  en  ligne  droite,  sont  en  involution  lors- 
qu'ils appartiennent  à  trois  courbes  ou  trois  surfaces  d'ordre  m  qui  ont 
les  mêmes  points  ou  les  mêmes  courbes  d'intersection  '-'. 

Ce  sont,  comme  on  le  voit,  des  systèmes  de  points  représentés 
par  l'équation 

X+>.X'=o, 

dans  bupielle  X  et  X'  sont  des  polynômes  on  .r  d'ordre  m,  et  A,  un 
])araniètre  variable. 

l^nicelet  ajoute  (pie  :  Le  rapport  des  produits  des  distances  d'un 
point  du  premier  groupe  aux  points  des  deux  autres  est  constant,  quel 
que  soit  le  point  du  premier  groupe. 

C'est  cette  involution ,  formée  de  groupes  de  m  points  apparte- 
nant à  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  m,  que  M.  de  Jonquièrcs, 
dans  ces  derniers  temps,  a  nommée  iiiroliilion  du  m"""  ordre  ^^\ 

''  Cnrrespondance  mnllicnmlique  el  plnj-  ^''''  Comptes  rendus  de  l'Académie   dis 

si(jiir    de    l'Otiservatoire    de     linixcltcs .         sciences,  t.  W'\.  i8/i3,  p.  g.'JS. 
l.  Vil .  1  8;j-.> .  j).   II  H-i-T.'ii  cl  1  /|  1-1  .')8,  '"'    Géncralisniion  de  la  lliénric  de  t'iiiro- 
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La  théorie  des  polaires  servait  à  transformer  une  courbe  d'ordre 
([uelconque  en  une  autre  dont  l'ordre  était  égal  au  nombre  des 
tangentes  de  la  première  courbe  passant  par  un  même  point  quel- 
conque Ce  nombre  des  tangentes  d'une  courbe  fut  appelé  par 
Gergonnc  classe  de  la  courbe.  Ainsi,  dans  deux  courbes  polaires 
réciproqties ,  la  classe  de  l'une  était  égale  à  l'ordre  de  l'autre. 

Mais  quelle  était  la  classe  d'une  courbe  proposée  d'ordre  m.?  On 
savait  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  un  point  extérieur  se  trouvaient  sur  une  courbe  d'ordre 
(  ?H  —  1  )  ;  que  ce  nombre  était  donc  i«  (/»  — i)  au  plus.  Poncelet 
fit  la  remarque  que,  si  la  courbe  proposée  avait  un  point  double, 
la  courbe  d'ordre  (m— i)  passerait  par  ce  point,  qui  compterait 
même  pour  deux  dans  le  nombre  m  («i.  —  i  )  ;  qu'ainsi  un  point 
douille  diminuait  de  deux  unités  le  nombre  des  tangentes,  c'est- 
à-dire  la  classe  de  la  courbe  pi'oposée,  et  par  suite  l'ordre  de  la 
courbe  polaire.  Il  fit  remarquer  aussi  qu'à  un  point  double  d'mie 
courbe  correspondait  dans  ses  polaires  une  tangente  double,  et 
à  un  point  de  rebroussement  une  knigcnle  d'infexioii. 

Il  restait  encore  à  connaître  l'elTet  d'un  point  de  rebroussement 
et  d'un  point  multiple  d'ordre  quelconque,  relativement  à  la  classe 
d'une  courbe,  et  conséquemment  à  l'ordre  de  la  courbe  polaire. 

Ces  questions  firent  le  sujet  des  recherches  de  M.  Pliicker  :  ce 
géomètre  éminent  détermina  en  outi-e  le  nombre  des  tangentes 
d'inflexion  et  celui  des  tangentes  doubles  d'une  courbe  all'ectée  de 
points  de  rebroussement  et  de  points  multiples.  Les  formules  qui 
|)oi'tent  son  nom  sont  aujourd'hui  d'un  usage  continuel  dans  la 
théorie  des  courbes,  et  souvent  même  dans  cell(>  des  surfaces*". 

lutioii.  (  Voir /Iwm/i'  di   Mntemalim.  l.  tl,  des  coiii-hns,  ]).  io5-ioS.  —  Jminial  de 

,859,  p.  80-9/1.)  Mathéiiuitiqurs   de    M.    Liouville,    l.    11, 

"'  Journal  de  Malhémaliques  de  Crelle,  1 837  :  Sur  lespmnU  sinipiliers  des  courbes, 

t.  XIl,  xmi:  Solution  d'mie  question  fon-  p.   ii-iô.  —    Théorie  der  al-rchriiischci, 

damentak   conreriiiiut  la    théorie  générnte  Cuncii  :  \ionn.  1  S.ig.  ui-'i°. 
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XVF.  —  M.  Lamé. 


1818.  Dans  un  petit  volume  inlilulé  :  Ejcamen  des  différentes  méthodes 
employées  pour  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie''^',  M.  Lamé,  alors 
élève  au  corps  des  Mines,  a  présenté  des  réflexions  fort  justes  sur 
l'étude  des  Mathématiques  et  fait  connaître  des  résultats  nouveaux, 
qui  ont  donné  lieu  à  des  recherches  ultérieures. 

Voici,  d'après  le  jeune  auteur  lui-même,  les  points  qui  méri- 
taient surtout  de  fixer  laltention  des  géomètres  :  l'expression  ana- 
lytique de  la  communauté  d'intersection  des  lieux  géométrici^ies  ; 
la  détermination  complète  des  couches  et  surfaces  du  second  degré 
lorsqu'on  donne  un  nombre  suflisant  de  leurs  points;  la  théorie 
des  courhes  et  surfaces  repi'ésentées  par  les  équations 

.T^  y"  ^j;"  y"  .-a 

a''        t'  a"        b"         c" 

a  étant  entier  ou  fractionnaire,  ])ositif  ou  négatif. 

M.  Lamé  recommande  la  culture  simultanée  des  ressourses  que 
])euvent  olïrir  dans  chaque  question  la  Géométrie  pure  et  l'Analyse. 
Dans  un  jiassage  intitulé  :  Avantages  de  la  Géométrie,  il  dit  :  rt  Que 
cf  doit-on  le  plus  admirer,  ou  du  calcul  qui  commence  les  travaux 
rravec  confiance  et  finit  presque  toujours  par  répondre  ta  la  ques- 
rrtion,  ou  de  la  Géométrie  qui  part  sans  rien  promettre  et  revient 
cr  quelquefois  otfrir,  avec  la  solution  du  problème,  celle  de  plusieurs 
ff  autres  qu'on  ne  lui  demandait  pas  et  qu'elle  a  recueillis  sur  son 
repassage?  15  (P.  19.) 

C'est  dans  cet  ouvrage  que  se  trouve  l'équation  A  +  XB  =  o 
d'un  système  de  courbes  ou  de  surfaces  ayant  une  communauté 
d'intersection  deux  à  deux.  Pai-mi  les  applications  de  cette  équation, 
si  utile  dans  toutes  les  recherches  de  Géométrie,  nous  citerons  les 
théorèmes  suivants,  qui  alors  n'étaient  pas  sans  mérite  :  Lorsque  plu- 
sieurs surfaces  du  second  ordre  se  coupent  suivant  une  même  courbe,  les 
plans  diamétrmix  conjugués  à  des  diamètres  parallèles  de  ces  surfaces 
''■'   Paris.  1  S  I  8.  in-8°. 


DE  LA  GÉOMÉTRIE. 


47 


se  coupciU  tous  suivant  une  même  droite.  —  Lorsque  'plusieurs  surfaces 
du  second  ordre  passent  par  huit  points  donnés,  leurs  plans  diamétraux 
conjugués  à  des  diamètres  parallèles  passent  tous  par  un  même  point. 

Signalons  encore  ce  beau  théorème,  complété  si  élégamment 
par  M.  Hesse  :  Lorsque  des  surfaces  du  second  ordre  ont  sept  points  com- 
muns, elles  en  ont  un  huitième,  qui  se  déduit  des  sept  premiers  ^^'> . 

Tel  a  été  le  début  do  M.  Lamé,  dont  le  nom  se  retrouvera  dans 
lanalyse  des  travaux  les  plus  importants  de  notre  époque. 


XVII.  —  Fresnel. 
Surface  des  ondes. 

Les  questions  de  Physique  mathématique  donnent  souvent  lieu 
à  la  considération  de  surfaces  courbes  et  conduisent  ainsi  à  des 
résultats  qui  rentrent  dans  le  domaine  de  la  Géométi-ie. 

Les  grands  travaux  du  siècle,  dans  cet  ordre  de  recherches, 
prennent  leur  point  de  départ  dans  la  tliéorie  de  la  chaleur  créée 
par  Fourier'-',  et  surtout  dans  les  travaux  de  Fresnel  sur  la  double 
réfraction  et  sur  la  polarisation  de  la  lumière. 

Si  l'Analyse  est  redevable  à  Fourier,  qui  le  premier,  en  1807  '^', 


'■'  L'éminent  géomètre  de  Kœnigsberg 
n  donné  une  construction  linéaire  de  ce 
luûlième point.  (Voir /ownirt/  de  Matliémat. 
de  Grelle,  l.  XWI.  i8i3,  p.  1/17-1 54.) 

'^'  Les  phénomènes  de  la  chaleur  avaient 
fixé,  dès  173c,  l'attention  de  l'ancienne 
Académie,  qui  avait  proposé  comme  su- 
jet de  prix  YEttidc  de  la  naiure  et  de  la 
propagation  du  feu.  Il  y  eut  quinze  con- 
currents :  trois  furent  couronnés;  l'un 
était  Euier.  On  sut  que  parmi  les  autres 
se  trouvaient  Voltaire  et  la  marquise  du 
Chaslellet ,  qui  traduisit  le  grand  ouvrage 
des  Principes  mnlhémaliquex  de  la  l'Iiilo.w- 
pliie  naturelle,  de  Newton. 

C'est  à  Lamiierl .  second  l.eihnilz  pour 


la  variété  et  la  profondeur  de  ses  vues, 
qu'est  due  la  loi  de  la  propagation  de  la 
chaleur  dans  une  barre  métallique  mince 
exposée  par  lune  de  ses  extrémités  à 
l'action  constante  d'un  foyer  de  chaleur. 
L'expérience  confirma  ses  résultats  théo- 
riques, qui  devinrent  la  base  des  re- 
cherches ultérieui-es  et  de  l'importante 
théorie  de  la  chaleur,  qui  demandait  le 
génie  mathématique  de  Fourier. 

''  Théorie  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  tes  corps  solides.  Mémoire  envoyé  à 
rinstitut  à  la  fin  de  1807.  Fn  extrait  a 
|)aru,en  1808,  dans  le  Bulletin  delà  So- 
ciété philomathiipir ,  p.  119.  Ge  Mémoire. 
conronné  par  l'Iiisliliil  dans  la  sé.iiirc  du 


i8ai. 
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ii|i|tril  à  traiter  lY'({uatioii  qui  ex])rimo  la  loi  de  propagation  de  la 
clialeiii'  dans  un  corps  à  trois  dimensions,  c'est  à  Fresnel  que  la 
(jéomclrie  doit  la  connaissance  de  la  surface  des  ondes  lumineuses, 
que  son  génie  sut  déconvriv  dans  des  phénomènes  compliqués  et 
délicats  dont  l'élude  a  toujours  été  depuis  le  sujet  des  recherches 
d'un  grand  nondjre  de  géomètres. 

Les  premiers  travaux  de  Fresnel  furent  présentés  à  l'Académie 
des  sciences  en  i  8a  i ,  sous  le  titi'e  de  :  Mémoires  sur  la  doiihlc  réfrar- 
tion^^\ 

On  devait  à  Huygens'^'  la  connaissance  de  l'onde  ellipsoïdale,  par 
laquelle  le  grand  géomètre  expliquait  le  phénomène  de  la  double 


0  jaiiviei'  t8i9,  fait  partie  des  Mémoires 
lie  r Académie  des  sciences,  t.  IV,  1826, 
p.  185-565,  et  t.  V,  1826,  p.  i53-266. 

'"'  Voir  Mémoires  de  l'Académie  des 
sciences,  t.  VII,  1827,  p.  /iS-iyG. 

'^'  Le  noiu  d'IIuygeiis  est  écrit  ici  exac- 
tement, et  n'a  jaiiiais  été  llmjghens, 
comme  on  le  trouve  dans  quelques  ou- 
vrajjes,  notamment  dans  la  réimpression 
récente  des  OEurres  de  Fresnel,  qui  lui- 
même  cependant  n'avait  point  commis 
cette  erreiu'  dans  ses  Mémoii'cs  originaux 
insérés  dans  les  Mémoires  de  l'Acmlémie 
des  sciences  (t.  V  et  VII),  où  il  a  toujours 
écrit  Uuygcns. 

Il  n'existe  en  iiiit  aucune  signature 
d'Uuygens  qui  excuse  l'inadvertance  que 
nous  devons  signaler.  Ses  lettres  sont 
n  mibreuses  :  on  en  connaît  notamment 
une  vingtaine  adi'essées  c'i  Roulliau,  et 
deux  à  Coibert;  elles  sont  signées  Hmjgens 
de  Zni/lichcm.  Trois,  qui  appartiennent  à 
la  l)il)liotli(Vjue  de  l'Institut,  sont  signées 
llugens  de  ZuUcliem,  pai'ce  que,  pendant 
son  séjour  en  France  (de  i6()6  ;i  i(J8i), 
iliiygeris  a  parfois  supprimé  \'ij,  [lonr  se 
ciMiformci'  à   la   pioiioni-iatidii    fr-aiicaise; 


mais  sans  introduire  l'A  qui  constitue  l'er- 
reur actuelle. 

Dans  les  procès- verbaux  de  l'ancienne 
Académie  des  sciences,  ainsi  que  dans 
les  Pliitosophical  Transactions  de  la  Société 
royale  de  Londres,  on  a  toujours  suivi 
cette  ortliographe  de  convention,  en  écri- 
vant Huiiens.  C'est  celle  aussi  de  Leibnitz 
et  du  manpiis  de  Lbopital ,  dans  leur  cor- 
respondance publiée  par  M.  G.  I.  Gerhardt, 
sur  les  manuscrits  originaux  de  la  biblio- 
thè(pie  de  Hanovre  {Leibniz,' s  mathema- 
lische  Sclirifteii,  Berlin,  i85o).  On  sait 
que,  dans  tous  les  ouvi-agcs  latins  publiés 
par  Huygens  lui-même,  et  dans  ses  vo- 
lumes d'œuvres  posthumes,  son  nom  est 
toujours  écrit  Ihigenius. 

Les  journaux  littéraires  de  ce  temps, 
dont  plusiem's  s'imprimaient  en  Hollande 
et  flevaient  respecter  le  nom  du  grand 
géomètre,  s'accordaient,  en  effet,  à  écrire 
Hmjgens,  et  auraient  dû  servir  d'exemple. 
Tels  sont  :  la  Bibl.  universelle  et  historique 
(  Amsterdam)  ;  les  Nouvelles  de  la  Rèpuhli- 
qucdes  /e»res  (Amsterdam);  les  Mémoires 
de  mathématique  et  de  phijsiiiue,  tirés  des 
ri'gistres  de  l'Académie  i-ov  aie  des  sciences 
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lélraction.  Fresnel  reconnut  qu'une  surface  aussi  simple  était  insuf- 
fisante clans  le  cas  général  des  cristaux  à  deux  axes,  et  que  la  surface 
devait  alors  être  formée  de  deux  nappes  distinctes,  se  réduisant, 
dans  le  cas  des  cristaux  à  un  seul  axe,  à  l'ellipsoïde  de  révolution 
d'Huygens  et  à  une  sphère  concentrique;  qu'elle  devait  par  con- 
séquent s'élever  au  quatrième  ordre.  Quelques  circonstances  in- 
diquaient en  outre  qu'elle  ne  pouvait  pas  être  d'un  ordre  supé- 
rieur. Ces  considérations  suffirent  au  grand  physicien  pour  former, 
en  quelque  sorte  expérimentalement,  l'équation  d'une  surface  qui 
satisfaisait  à  tons  les  phénomènes.  C'était  la  véritable  équation  des 
ondes,  qui  fut  vérifiée  théoriquement,  quelque  temps  après,  par 
Ampère,  comme  nous  le  dirons  tout  à  l'heure.  Ajoutons  d'abord 
que  Fresnel  sut  reconnaître,  dans  l'équation  trouvée  par  lui,  une 
construction  élégante  de  la  surface,  qui  s'exprime  par  un  beau  théo- 
rème, devenu  le  point  de  départ,  en  Géométrie,  de  nombreuses 
recherches  depuis  près  d'un  demi-siècle,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Que  l'on  coupe  nu  ellipsoïde  (dont  les  trois  demi-axes  sont  propor- 
tionnels aux   racines    carrées  des  trois   élasticités  principales  du 

(Aiustordnra,   lyaS);  les  Mémoires  pour  prnjuiteen  iS'iS-i-,  Itii|)riinerieroyaIe); 

serrir  à  l'histoire  des  hommes  illustres  de  la  M.  Matliieu ,  ilans  l'Histoire  de  l'Astronomie 

republique  des  lettres  de  ^icéron  (L  XXX,  au  xr m' siècle  par  Uelaïubre;  Ainpèro, 

Paris,  1732);  le  Dictionnaire  historique  dans  son  Mémoire  sur  ta  surface  des  ondes 

(le  Ghauffepié  (Amsterdam,  1760).  {Annales  de  Chimie,  t.  XXXIX);  Fourier, 

L'altération  quant  à  Yh  s'est  rançon-  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  18a 4 

trée  parfois  dans  le  siècle  dernier,  et  a  (Éloge  de  Iferschel);  Arago,  dans  sa  No- 
dlé  le  sujet  d'observations  précises  (le  La-     .    lice   biographique  sur   Ampire,   dans  sa 

lande,  dans  les  Mémoires  de  lAcailémie  Carte  de  la  lune,  etc.  ont  écrit  llwjgens. 

des  sciences  de  1778,  et  de  Biot  dans  la  Dans  les  deux  volumes  d'œuvres  postlui- 

liiographie  universelle,    en    1818.   Aussi  mes  publiés  à  la  Haye,  en  i8.33,   par 

Montucla,  dans  son  Histoire  des  Mathé-  M.  P.  J.  IJylenbroek,  oîi  se  trouvent  de 

matiques;    Bailly,    dans  son   Histoire  de  nombreuses  lettres  adressées  à  Huygens 

l'Astronomie  moderne  (3'  édition,  178.^);  ou  écrites  par  lui,  son  nom  est  toujours 

Delandn-e,  dans  ses  Analyses  des  travaux  Hui/gens.  Enfin  lord  Biougham  et  sir  Da- 

de  l'Académie,  et  dans  son  Histoire  de  vid  Brewster,  dans  leurs  ouvrages  sur  la 

l'Astronomie  moderne;  Ijaplace,  dans  sa  vie  et  les  découvertes   de   Newton,  ont 

Mécanique  céleste  (édition  de   iSafi.  ro-  aussi  (oujoin-s  écril  Huijgens. 
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niilif'ii.  ou  bien  aux  vitesses  de  la  lumière  suivant  les  axes  de  ces 
élasLicilés)  par  des  plans  diamétraux,  cl  qu'on  mène  par  son  centre, 
prypendiruhiremmt  à  chaque  plan,  des  rayons  recteurs  égaux  à  cha- 
cun des  demi-axes  de  la  section  diamétrale,  les  extrémités  de  ces  rai/ons 
forment  la  surface  de  Tonde. 

Bientôt  après,  Ampère  et  Cauchv  obtinrent  directement  1  équa- 
tion de  la  surface  :  Ampère  d'abord,  par  un  calcul  très-pénible W; 
puis  Caucliy,  dans  le  Mémoire  fort  étendu  qui  a  pour  titre  : 
Application  des  formuhs  qui  représentent  le  mouvement  d'un  sijstthne  de 
tnoléculcs  sollicitées  par  des  forces  cï attraction  ou  de  répulston  mutuelle^-''; 
et  ensuite,  plus  simplement,  dans  un  Mémoire  sur  la  polarisation 
rectiligne  et  la  douhlc  réfraction^'^\ 

L'importance  du  sujet,  au  point  de  vue  géométrique,  nous  porte 
à  présenter  ici  une  analyse  rapide  de  divei'ses  rechercbes  auxquelles 
a  continué  de  donner  lieu  l'admii'able  ouvrage  de  Fresnel. 

\ersle  même  temps  qu'Ampère  et  Cauchy,  sir  John  W.  Herscliel 
parvint  aussi  à  l'équation  de  Fresnel,  par  un  calcul  assez  simple, 
dans  son  excellent  Traité  de  la  lumière,  écrit  pour  XEudjclopédie  mé- 
tropolitaine, traduit  aussitôt  en  IVançais  par  MM.  Verbulst  et  Quete- 
let,  et  accru  d'un  Supplément  étendu,  de  M.  Quetelet**'. 

Plus  tard,  deux  célèbres  géomètres  de  Dublin,  Hamilton'^'  et 
Mac  CuUagli  ''^',  soumettaient  les  phénomènes  si  compliqués  et  si 
délicats  de  la  lumière  à  de  nouveaux  procédés  d'investigation  em- 
pruntés de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie.  Mac  Cullagh  trouva  cette 
nouvelle  construction  de  la  surface  de  l'onde  :  Que  par  le  centre  0 

*''  Annales  de  Cliimie  et  de   Phiisiqne ,  grande  qucslioii.  {\ o\t  Comptes  rendus  de 

t.XXXlX,  aimée  i8q8,  p.  ii3-i65.  l'Aeadémie.  t.  XI.  i8ii.  |).  34i.  364. 

'^1  Exercices   de  Mathématiques,  l.  V,  4 17,  455;  t.  XII.  p.  i84.   188.  319. 

i83o.  p.  19.  —  Ce  volume  estresld  in-  ^98,  455,  487.) 
•oniplel,  ne  comprenant  que  trois  livrai-  >''  a  vol.  in-8°,  Paris.  1829  et  i833. 

sons,  XI.IX,  L  et  Li.  '*'    Ttie  Transactions  of  tite  Royal  irisk 

'''   Mémoires  de  r  Académie  des  sciences,  Academi/,  t.\\\,  i83o. 
.l.XVIII,  i84a,  p.  i53-9i(;.  — L'illustre  '>  Ihid.  I.  XVI.  pari  1:1.  Wll.  part  L 

jfi^oraètre  est  revenu   souvent   sur   eetle  et  t.  \ VIII.  pari  1. 
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d'un  ellipsoïde  on  mène  un  plan  passonl  par  la  nonnalo  en  un  poinl  M 
de  la  surface,  et  dans  ce  ■plan  un  rayon  OM,,  perpendiculaire  et  égal  à 
OM,  le  point  Ml  sera  sur  la  surface  de  l'onde.  De  cette  définition  de 
la  surface,  l'auteur  déduit  une  construction  élégante  de  la  nor- 
male en  chaque  point  Mi.  Il  démontre  que  cette  normale  est 
située  dans  le  plan  des  deux  rayons  OM,  OMi,  de  même  que  la 
normale  à  l'ellipsoïde  en  M;  et  que  les  deux  normales  sont  per- 
pendiculaires entre  elles. 

Hamilton  découvrait,  de  son  côté,  par  la  considération  seule  des 
propriétés  géométriques  de  la  surface  de  Tonde,  la  réfraction  conicjue, 
c'est-à-dire  ces  phénomènes  merveilleux,  f[u'un  simple  rayon  entrant 
dans  un  cristal  en  sort  sous  l'aspect  d'un  cône  lumineux,  cône  du 
second  ordre;  et,  en  outre,  qu'il  existe  une  infinité  de  rayons,  for- 
mant aussi  un  cône  du  second  ordre,  qui  donnent  lieu  à  un  seul 
rayon  réfracté;  phénomènes  vérifiés  aussitôt  par  l'éniinent  physi- 
cien M.  Lloyd. 

M.  Sylvester,  qui  consacre  ses  puissantes  facultés  plus  particu- 
lièrement à  la  culture  de  la  haute  Analyse,  avait  dirigé  néanmoins 
ses  premières  recherches  sur  la  théorie  de  Fresnel,  quand  elle  était 
encore  très-peu  connue.  Il  s'est  proposé  dans  une  étude  approfondie 
d'appliquer  les  ressources  de  la  Géométrie  à  l'étude  des  propriétés 
physiques  du  phénomène  de  la  double  réfraction  ;  et  dans  le  cours 
de  ce  travail  il  est  parvenu  à  une  démonstration  fort  simple  de 
l'équation  de  Fresnel  '''. 

M.  Archibald  Smith,  frappé  de  la  complication  de  la  méthode 
d'Ampère,  et  prenant  l'analyse  de  Fresnel  au  point  où  les  dillicultés 
d'élimination  l'avaient  arrêté,  parvint  aussi  dans  le  môme  temps, 
et  par  un  calcul  facile,  à  récpiation  de  la  surface'-'. 

'''  Annlytical   Development  of  Fresnel's  nel's  Wave  xiiifacc.  \m  h  h  Société  philo- 

optical  Tlworij  of  Crystals.  {Pldlosopliical  sophiqup  de  (;!inil)ii(l{>e,  on   niai  i835. 

Magazine,  t.  \I,  i  887,  p.  A  fi  1-/169,  53  7-  (^°'''  î'™""'  ofllieCamltridgcPliilosophical 

fi/ii;  t.Xll,  \).  .3/11-345.)  Snrirl;i.  I.  \'\ .  i83S.  p.  8.^)-8ç).) 

'"'  Invesliffalini}  ofthe  fiqunlinii  In  Frrs- 
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M.  Pliicker  ne  coiiiiaissail  t^iicorc  (jiie  raiiiionce  des  beaux  résul- 
tats de  MM.  Hainiltou  cl  Lloyd,  ([uand  il  se  livra  à  l'étude  de  la 
Forme  gétiévale  des  ondes  himineuses  '''.  Des  considérations  de  Géo- 
métrie analytique,  fondées  sur  la  théorie  des  polaires  réciproques, 
conduisirent  l'éniinent  géomètre  non-seulement  à  la  démonstration 
des  tliéorèmes  déjà  connus,  mais  à  diverses  propriétés  nouvelles, 
qui  établissent  des  relations  intimes  entre  la  surlace  de  l'onde  et 
l'ellipsoïde  (|ui  sert  à  sa  construction. 

Ainsi  il  vit  que  :  La  polaire  réci'proque  de  la  surface  des  ondes  par 
rapport  à  une  sphère  concentrique  est  utie  nouvelle  surface  des  ondes. 
(Art.  a 2.) 

Il  démontra  dune  manière  élégante  les  propriétés  des  points 
singuliers  et  des  plans  tangents  qui  touchent  la  surface  suivant  un 
cercle. 

Citons  encore  ce  beau  théorème  :  Une  des  nappes  de  la  surface 
est  la  polaire  réciproque  de  l'autre  nappe  par  rapport  à  un  certain  ellip- 
soïde. (Art.  A 6.) 

Blanchet,  ancien  inspecteur  général  de  l'Université,  a  appliqué 
avec  beaucoup  de  bonheur  et  de  talent  les  méthodes  de  Cauchy 
à  des  questions  importantes  de  Physique  mathématique,  particu- 
lièrement à  la  théorie  de  la  surlace  des  ondes,  au  double  point  de 
vue  analytique  et  physico-mathématique  ''-\ 

M.  Cayley,  dont  les  recherches  s'étendent  avec  succès  sur  toutes 
les  branches  des  Mathématiques,  a  fait  connaître  une  surface  gé- 
nérale du  f[uati"ième  ordre,  qu  il  nomme  télraédroïdc ,  dont  la  surface 
des  ondes  est  un  cas  particulier. 

Cette  surface  est  coupée  par  les  plans  d'un  certani  tétraèdre 
suivanl  des  couples  de  coniques  par  rapport  auxquelles  les  trois 
sonnnets   du  tétraèdre,  dans  chaque  plan,  sont  des  points  conju- 

"'  .lounmldc  Malliémaliques  de  Crollc  l.  XIII,  p.  i8,  SSg,  968,  1  i5-j  ;  t.  XIV. 

t.  XIX,  année  1889,  p.  \-lih.  p.  38,  63i;  t.  XXI,  t845,  p.  5o5;  — 

'"    Voir  ùnniiles  rendus  de  l'Académie  Joiirmd  de  Mnlliémathjiiex ,  t.  \'ll.  i8A-i. 

des    nciences .    t.   XII,    i84i.   p.    1  1  f).')  ;  p.   i.3-3/i. 
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gués.  Les  seize  points  trintersection  des  quatre  couples  de  coniques 
sont  des  points  singuliers  de  la  surface,  c'est-à-dire  des  points  où ,  au 
iiou  d'nn  plan  tangent,  il  existe  un  cône  tangent  du  second  ordre''*. 

De  Seuarniont,  admirateur  intelligent  des  découvertes  de  Fres- 
nel,  et  à  qui  ses  propres  découvertes  eu  Physique  générale,  en 
Cristallographie  et  en  Optique,  assignent  un  rang  distingué  dans 
l'histoire  des  sciences  physico-niatlu^matiques,  s'est  proposé  de 
commenter  et  de  compléter  par  des  démonstrations  faciles,  en 
s'écartant  à  peine  de  la  marche  (|ue  Fresnel  avait  adoptée,  les 
résultats  obtenus  par  le  génie  pénétrant  de  l'illustre  physicien- 
géomètre.  Ce  travail,  où  se  trouve  notamment  une  démonstration 
fort  simple  de  l'équation  de  la  surface  de  l'onde,  a  conduit  l'aufeui- 
à  diverses  conséquences  nouvelles,  fort  intéressantes*-*. 

On  doit  à  M.  Robert  Moon  un  résumé  très-instructif  des  tra- 
vaux de  Fresnel  et  des  divers  géomètres  et  physiciens  qui  l'ont 
suivi  dans  l'étude  des  phénomènes  de  la  lumière  '^ . 

M.  Lamé,  dans  son  bel  ouvrage  sur  la  Théorie  mathémaliquc  do 
l'clasticili'  des  corps  solides  (1862),  a  consacré  un  chapitre  à  l'élude 
des  proj)riétés  géométriques  de  la  surface  des  ondes,  dans  lequel 
i>n  distingue  cette  iiiqxtrtante  proposition,  qu  il  existe  sur  la  surface 
deux  séries  de  courbes,  les  unes  sphériques,  les  autres  ellipsoïdales ,  for- 
mant un  double  système  orthogonal.  Les  premières  courbes  proviennent 
de  l'intersection  de  la  surface  par  une  série  de  sphères  concen- 
triques, et  les  secondes  par  une  série  d'ellipsoïdes  concentricjues  et 
homothétiques. 

On  peut  dire  encore  que  les  deux  séries  de  courbes apparlieiinenl 

'■  Jo?/;h«/ r/e37«(/ié'H(.  de  M.  Liouville.  secours  dos  Amis  des  sciences   (séance 

I.  XI,  1866,  |).  291-296.  anuueile  de  i863),  a  parfailenient  fail 

'^'  Nule  xur  la  théorie  malliémaliqiio  de  apprécier  l'étendue  cl  le  mérite  des  Ira- 

la   tlouhle    réfraction.    (Voir   Journal   de  vaux  de  Témiiient  plijsirieii. 
Malhèmatiquex ,    t.  Vill,  iB'JS,    p.   .'jOi-  ^"1  Fresnel  and  hisfolkmcrs.  A  Criticism, 

378;  — Journal  de  l'Ecole  Polulcclmif/ue.  to  ivliiclt  are  appended  Oullines  of  théories 

Kxw'  «iliier.  )  —  M.  Bertrand,  dans  un  of  dif -action    and    Iransicrsal  vibration; 

éloge  de  Scnainioiil .  lu  à  la  Sociélé  d(;  tlambi'idge,  i8'i().  iii-8°. 
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à  deux  séries  de  cùnes  qui  onl  les  mêmes  lignes  focales,  el  se 

coupent  conséquemment  à  angle  droit'''. 

M.  W.  Walton  a  fait  connaître  une  génération  de  la  surface  des 
ondes  par  deux  séries  de  cylindres  du  second  ordre,  qui  se  coupent 
deux  ;\  deux  suivant  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  ap- 
partenant à  la  surface.  Il  a  reconnu  en  outre  une  certaine  propriété 
physique  de  ces  courbes''^'. 

M.  W.  Boberts  a  exprimé  l'équation  de  la  surface  des  ondes  en 
coordonnées  elliptiques,  et  les  volumes  des  deux  nappes  de  la  sur- 
face, par  des  fonctions  elliptiques  complètes  des  deux  premières 
espèces  ''. 

Enfin ,  plusieurs  jeunes  géomètres  ont  pris  pour  sujet  de  thèse 
du  doctorat,  depuis  peu  d'années,  la  théorie  de  la  surface  des  ondes, 
en  y  introduisant  quelques  découvertes  particulières.  Nous  citerons 
dès  ce  moment  MM.  Galopin  (i858),  Massieu  (1861),  Durrande 
(i86/i),  et  nous  indiquerons  plus  tard  les  progrès  accomplis  par 
M.  Mannheim  dans  la  théorie  géométrique  de  cette  surface,  en 
construisant,  outre  les  normales,  ce  qu'on  savait  déjà  faire,  les  di- 
rections des  lignes  de  courbure  et  les  rayons  de  courbure  pi'in- 
cipaux  en  chaipie  point. 

XVIII.  —  Gkbgonne. 
Aminlcs  de  Mathématiques. 

Les  Annales  de  Mathématiques,  fondées  en  1810  par  Gergonne, 
ancien  oflicier  d'artdlerie ,  professeur  alors  au  lycée  de  Nîmes,  puis 
au  lycée  de  Montpellier,  ont  rendu  de  grands  services,  en  offrant 
aux  géomètres  un  recued  périodique  qui  leur  manquait,  au  grand 
préjudice  de  la  science;  car  le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  et  la 

''  Leçons  sur  la  Théorie  tnathémiitiquc  licaUuurnal,  t.  VII,  i8.52,  p.  io5-iio, 

(le  l'éluslicilé  (les cor})s solides,  m-?:\iH!):'.,  et   I.   VUI,  p.  33-34.  —  '^'  Annali  di 

p.  liGi-aOy.  Malematica,    t.  IV.   18G1.  ]^.  ?th'^i-'M\- : 

'■"'    TheCiuuhridijcaiid  l)n/iliii  \liilhriiiii-  Cuhaliire  de  la  .surface  des  ondes. 
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Coirespondance  de  Hachette,  ainsi  que  le  Bulletin  de  la  Société  phi- 
lomathique  ''',  ne  paraissaient  qu'à  des  époques  peu  rapprochées, 
et  avaient  des  destinations  spéciales. 

La  publication  mensuelle  des  Amiales  de  Mathématiques,  qui  pon- 
dant quinze  ans  fut  la  seule  de  ce  genre,  se  prolongea  avec  une 
régularité  parfaite  jusqu'en  i83i,  époque  oii  les  fonctions  de  rec- 
teur de  l'Académie  de  Montpellier,  confiées  au  savant  et  respectable 
Gergonne,  réclamèrent  tous  ses  soins. 

C'est  dans  ce  recueil  que  plusieurs  géomètres  étrangers,  notam- 
ment Steiner  et  Pliicker,  ont  révélé  par  leui's  premières  recher- 
ches leur  génie  mathématique,  et  continué  leurs  importantes  pu- 
blications, jusqu'à  ce  que  l'exemple  de  Gergonne  donnât  naissance 
à  de  pareils  recueils  dans  leurs  propi'es  pays'^'. 


'"'  La  Société  phiiomathicjne ,  fondée 
sui'la  fin  de  1788,  a  complé  au  nombre 
de  ses  membres,  depuis  cette  époque,  les 
hommes  les  plus  illustres,  dont  les  noms 
ont  honoré  aussi  les  diverses  sections  de 
l'Académie  des  sciences. 

'^'  Ces  recueils  furent  :  la  Correspon- 
dance mallicmalique  et  physique  de  M.  Que- 
telet,  publiée  à  Bruxelles,  dont  onze  vo- 
lumes ont  paru  de  iSaS  à  iBSg;  et  le 
Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma-' 
ihemalik,  publié  h  Berlin  en  18-26.  par 
M.  Crelle  jusqu'en  i855  (5i  vol.  in-i°),  et 
que  continue  l'éminent  géomèlre  M.  Bor- 
chardt. 

Il  faut  citer  aussi  \e  Bulletin  des  sciences 
mutlicnialiques ,  astroiiuiniques ,  plii/siques 
et  chimiques ,  publié  par  le  baron  do 
Férussac,  de  1826  à  i83i,  destiné  à 
faii'e  connaître  par  des  analyses  dévelop- 
pées ou  de  simples  mentions,  selon  l'im- 
portance des  matières ,  les  productions 
renfermées  dans  les  recueils  académiques 
et  les  journaux  scientifiques  de  tous  les 
pays.  On  a  regrelté  vivemeiil  que  cetle 


belle  entreprise,  secondée  par  des  colla 
boraleurs  d'un  grand  mérite .  parmi  les- 
(pieis  il  suffit  do  citer  Sturm  et  M.  Cournot . 
pour  la  partie  mathéraaticpie ,  n'ait  pas  été 
contiimée. 

Maintenant  surtout  que  les  sciences 
mathématiques  sont  cultivées  avec  tant 
d'émulation  et  de  succès  à  l'étranger,  fa 
publication  d'un  pareil  Bulletin  devient 
d'une  nécessité  absolue.  Puisse  l'expres- 
sion de  notre  conviction  et  de  nos  vœux 
n'être  pas  vaine  ! 

Une  publication  hebdomadaire .  le  jour- 
nal l'Institut,  qui  a  commencé  en  i833 
et  se  continue  fort  régulièrement,  quoique 
ti'ès-utiie  assiu'ément,  ne  comporte  pas 
un  plan  aussi  étendu,  puisqu'il  a  pour 
objet  de  rendre  compte  plus  spécialement 
des  travaux  des  Académies  et  Sociétés 
scientifques,  et  non  de  toules  'es  autres 
publications. 

Les  géomètres  regrettaient  vivement 
d'être  privés,  depuis  la  cessation  des 
Annales  de  M.  (icrgomie,  d'un  secours 
nécessîiire  à  leurs  travaux  cl  aux  ])ro{rrès 


i8io. 
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Les  preiniei'S  essais  dans  ])liisieurs  ordres  de  reclierclies  dépure 
Géoméirie  se  trouvent  dans  les  Annales  de  Matiu'iiialtqnes.  Ainsi  : 

Encontre  et  de  Stainville  s'y  servent  de  la  considération  des^w- 
Jaircs  réciproques ,  comme  avait  déjà  fait  tacitement  Brianchon,  pour 
ramener  la  solution  d'un  problème  à  celle  du  problème  corréla- 
tif"; et  aussitôt  après,  Servois  et  Gergonne  emploient  les  expres- 
sions pôle  et  ])olaire^-\ 

Bret  donne  ré([nation  du  troisième  degré  cjui  détermine  la 
grandeur  des  axes  (riin  ellipsoïde  dont  on  connaît  trois  diamètres 
conjugués'^'. 

Bérard  démontre  la  même  équation  et  les  trois  propriétés  *xles 
systèmes  de  diamètres  conjugués  des  surfaces  du  second  ordre, 
avant  de  connaître  le  Mémoire  de  Binet,  cité  précédemment,  qui 
avait  été  piésenté  à  l'Institut,  mais  qui  n'était  pas  encore  publié '''. 


(le  la  science,  lorsque  M.  Lioiiville  fonda, 
en  i8?>& , h  Journal  de  Math,  pures  et  appli- 
quées, recueil  mensuel,  dont  un  volume  .i 
paru  chaque  année,  sans  discontinuité. 

Une  publication  d'un  oriti'e  moins 
élevé ,  et  accessible  aux  premiers  essais  des 
jeunes  mathématiciens ,  était  indispensable 
aussi.  L'enthousiaste  et  infatigable  Ter- 
quem ,  et  le  savant  professeur  M.  Gerono , 
qui  en  conçut  l'idée,  fondèrent,  en  i84-3  , 
les  Nourclles  Atmalen  de  Malliématiques , 
journal  des  candidats  aux  Ecoles  Polytech- 
nique et  Normale. 

(jCtte  utile  publication,  à  la  mort  du 
vénérable  Ter([neni ,  en  1 862  ,  s'est  con- 
tinuée sous  la  direction  de  M.  Gerono  et 
de  l'érudit  et  zélé  M.  Proubet,  répétiteur 
d'Analyse  à  l'Iicolc  l'olytechniqne,  dont 
do  nombreux  amis  déplorent  la  perte  ré- 
cente. M.  lîonrgel,  le  savant  ])rofesseur 
de  la  Faculté  des  sciences  de  Clermont, 
auteur  de  beaux  Mémoires  de  Physique 
niathén)ati(]ue  et  de  Mécanique  céleste. 


est  venu  s'associer  à  l'œuvre  si  utile  de 
M.  Gerono,  et  combler  le  vide  que  laissait 
le  savant  et  excellent  Proubet. 

Le  volume  de  i8Ga  des  Nouvelles  An- 
nales renferme  une  Notice  sur  la  vie  et 
les  travaux  d'O.  Terquem,  par  Proubet, 
et  le  volume  de  i863 ,  un  Rapport  sur  les 
travaux  mathématiques  d'O.  Terquem,  lu 
devant  le  conseil  de  la  Société  de  secours 
des  Amis  des  sciences,  par  M.  Chasles. 

Un  nouveau  recueil,  fondé  en  i864 
sous  le  titre  d'Annales  scientifiques  de 
l'Ecole  Normale  siipè'icurc  (1  vol.  in -4" 
par  année,  en  6  livraisons),  renferme  no- 
Innnuent  d'excellents  Mémoires  de  hautes 
Mathématiques. 

"1  T.  I,  i8]o-i8ii.p.  1-22  et  190. 

'^'  T.  I,  p.  337,  et  t.  m,  p.  297. 

'■^'  T.  II.  i8ii-i8i-j.  p.  3;!;  t.  IV, 
p.  fjf,. 

">  T.  tll,  i8ia-i8i3,p.  io5-it3. 
L'équation  des  trois  axes  d'une  surface  du 
second  ordre  a  été  donnée  aussi  dans  le 
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Des  théorèmes  rchxiiïs  au\  poli/gones  réguliers,  dus  à  feu  Français    181  i. 
(ancien  professeur  aux  Ecoles  d'artillerie),  r|ui  les  avait  envoyés  à 
Legendre,  en  1806,  sont  insérés  dans  le  tome  V  des  Annales. 

Fregier  démontre  que.  Si  un  angle  solide  Irirectangle  tourne  aulour    1816. 
de  son  sommet  situé  sur  une  surface  du  second  ordre,  le  plan  des  trois 
points  où  SCS  arêtes  rencontrent  la  surface  passe  toujours  par  un  même 
point  de  la  normale''^K 

C'est  aussi  dans  les  Annales  que  l'on  trouve  pour  la  première  fois    i8aC. 
l'équation  de  la  caustique  par  réfraction  dans  le  cercle,  équation 
du  sixième  degré,  duc  à  M.  Thomas  de  Saint-Laurent''^'. 

Gergonne,  qui  était  très-versé  dans  les  différentes  branches  des  1816. 
Mathématiques,  a  traité  lui-même  des  questions  très-variées.  Nous 
citerons  parmi  celles  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie:  première- 
ment les  problèmes  du  cercle  tangent  à  trois  autres,  et  de  la  sphère 
tangente  à  quatre  sphères,  dont  l'auteur  a  donné  les  constructions 
qui  sont  encore  maintenant  les  plus  simples'^'  et  qu'il  a  su  tirer  d'une 
Analyse  claire  et  instructive.  Quelques  années  après,  Durrande  résol- 
vait ces  mêmes  questions  par  des  considérations  de  pure  Géométrie 
et  était  conduit  brièvement  aux  mêmes  solutions  '*'. 

Dans  deux  Mémoires,  intitulés  :  Démonstralion  des  principaux  théo-    t8i3. 
rèmes  de  M.  Dupin  sur  la  courbure  des  surfaces^^\  et  Théorie  éléinen-    1818. 
taire  de  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces  courbes^^'\  Gergonne  initie 
ses  lecteurs  à  la  théorie  des  tangentes  conjuguées  et  de  Yindicatrice , 
et  aux  beaux  résultats  qui  en  avaient  été  déduits  dans  les  Dévelop- 
pements de  Géométrie.  Le  savant  géomètre  a  consacré  plus  tard  à  la    i83o. 

niêmo  (cmps  par  HacheUe  et  par  Petil.  Mention  (ibid.  l.  XVI,   1867,  p.   221). 
(CorirsjHmiltince  sur  l'Ecole  Polyteclinique,  '''  T.  VI,  1810-1816.  p.  22(j  l'I  3-j  1  ; 

i.  II,  1819,  p.  826,  3  2  7.) -^Depuis,  elle  a  (.  Vil,  p.  91. 

(•té  démontrée  dans  diverses  recherches  et  '"'  T.  XVII.  i82(i-i827,  p.  2i'i. 

sous  des  points  de  vue  différents ,  par  plu-  '^*  T.  VII,  1810-1817,  p.  289. 

sieiu's  géomètres ,  M.  S'-Guilhcni  {Journal  ''  T.  XI,  1820-1821,  p.  1. 

de  Mailwvi.  1. 1 , 1 83r, .  p.  3 1 7  )  ;  Lebesgue  <"'  T.  IV,  1 8 1 3- 1 8 1 'i ,  p.  368. 

(/V'oNiW/c«/lHnffl/c4-,t.  VII,i8'i8,p.  'loti);  "'  T.  IX,  i8i8-i8u).  p.  127-196. 
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même  lliroiic  de  la  roni-htire  des  ligiwn  et  des  surfaces  douxMômowc.s 
(rAïuiIyso  forl  élendiis'''. 
i<S27.  Dans  un  travail  sur  (jiielques  lois  générales  qui  régissent  les  lignes 
et  les  surfaces  algébriques^'^',  Gergonne  a  fait  connaître  les  théorèmes 
sin'vants,  nouveaux  alors,  et  qu'on  peut  regarder  comme  le  ])oint 
de  départ  d'un  genre  de  recherches  fort  importantes,  de  Pliicker 
et  de  Jacobi,  continuées  par  MM.  Cayley  et  G.  Salmon  : 

I.  Si  deux  courbes  d'ordre  m  ont  mp  points  d'intersection  stir  une 
courbe  d'ordre  ]),  leurs  m  (m  — p)  autres  points  d'interseclion  se  trouvent 
sur  une  courbe  d'ordre  (m  —  j))  ; 

II.  Si  trois  courbes  d'ordre  m  ont  mp  points  communs  situés  sur  une 
courbe  d'ordre  |),  les  trois  courbes  d'ordre  (m  — p)  sur  lesquelles  sont  les 
m  (m— p)  points  communs  aux  courbes,  prises  deux  à  deux,  passent 
par  (m— ]))^  points  communs; 

Et  des  théorèmes  analogues  |)our  les  surfaces. 

C'est  dans  les  Annales  que  Pliickei'  a  fait  connaître  bientôt  après 
(t.  XIX)  ses  beau\  théorèmes  sur  les  courbes  et  les  surfaces  assu- 
jetties à  |)asser  par  des  points  donnés,  que  nous  signalerons  suf- 
fisamment par  l'énoncé  d'un  seul,  le  plus  simple  de  tous,  savoir: 

T                I         V      I                      ■  ,.•       ^                           (m  m +  5)  •   , 

Les  rourties  d  ordre  m  assujetties  a  passer  par  - — ; •  i  p(nnts  ont 

toutes  m'-  points  communs. 

iH-j'i.  Gergonne  a  pris  part  aux  recherclies  concernant  les  caustiques 
dans  le  cercle,  et  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  d'un 
sjsième  de  rayons  lumineux  à  la  rencontre  d'une  surface,  questions 
aux(|uelles  avaient  donné  lieu  les  beaux  Mémoires  de  Malus  et  de 
M.  (jharles  Dupin  (''. 

18-^7.  Il  a  démontré  ce  théorème  de  Statique,  dont  l'énoncé  lui  avait 
été  connnuni(pié,  et  qui  a  été  le  point  de  départ  de  développe- 
ments ultérieurs  sui'  les  systèmes  de  forces  :  De  quelque  manière  qu'on 

'    T.    \.\1.    i8.3o-i.Sn,,    11.    .-/m,  '■•'   T.    \1V,     i8-2;3-i8-j/i,    |).     i2(,; 

9.i7-.'7i8.  t.  \v,  p.  28;i;  (.  XVI.  i».  1.  (;:>.  •./17. 

'"  T.  Wtl  .  i8-2f)-i8u7,  |).  ai'i-a.'io.        :îo7. 
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réduise  à  deux  toutes  les  forces  d'un  système,  le  tétraèdre  construit  sur 
les  droites  qui  représentent  ces  deux  forces  a  un  volume  constant.  La  dé- 
moiistraiiou  de  Gergonne  repose  sur  l'emploi  des  coordonnées  (''. 
M.  Môbius  donna  aussitôt  une  démonstration  simplement  géomé- 
trique, en  ajoutant  ce  théorème,  que,  Si  plusieurs  forces  se  font  équi- 
libre, la  somme  des  tétraèdres  construits  sur  ces  forces,  prises  deux  à 
deux,  est  nuUe^^'>;  proposition  reproduite  dans  le  traité  de  Statique 
de  l'éminent  géomètre  '^'. 

Clierchant  tous  les  moyens  de  contribuer  aux  progrès  de  la 
science  et  de  provoquer  chez  les  jeunes  géomètres  une  louable 
émulation,  Gergomie  proposait  souvent  dans  les  Annales  des  ques- 
tions à  résoudre.  Ces  questions  donnaient  lieu  à  des  recherches 
utiles;  et,  si  dans  le  moment  quelques-unes  présentaient  de  ti'op 
grandes  difficultés,  de  nouveaux  eiïorts  devaient  néanmoins  en 
triompher  avec  le  temps.  Voici  quehpies-unes  de  ces  questions  :  Dé- 
montrer que  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à  sept  plans  ont 
leurs  centres  sur  un  plan^'*\  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  qui  passent  pur  six  points  ^^\  —  Quel  est  le  nombre  des  co- 
niques tangentes  à  cinq  coniques  données  '''  ?  Question  reproduite  trois 
ans  plus  tard'"',  et  qui  na  été  résolue  que  dans  ces  derniers  tem])s. 

C'est  Gergonne  qui  a  émis  l'idée  du  principe  de  dualité  en  Géo- 
métrie, idée  inspirée,  on  peut  le  croire,  par  les  beaux  résultats 

'■'  Aimâtes,    I.   XVIII;  démonstralion  les  appliquer  îi  la  démonstration  de  cetlc 

J'imthéorèmedeM.Chasles,p.372-377.  proposition    et   d'un   autre  passage   du 

'^'  Journal  de  Mathématiques  de  Crelle  ,  traité  de  Stalicpie  de  Môbius,  sur  les  axes 

i.  IV,    1899,  p.    l'jq-iSk:  Beweis  cincs  d'écpiililire.    {The    Quartcrly  Journal   of 

nciien,    von  Herrn  Chastes    in    dcr  Sta-  pure  apj/licdÈIalhematics,  1.1,185"],  [t. 'iH- 

lllc  entdeckten  Satz.es,  nebst  eitiigen  Zusàl-  ho.) 

zen.  —  Bulletin  des  sciences  mathémaliques  "'   T.  XVII ,  |i.    200;   proposilion  dé- 

dc  Férussac,  t.  \II,  1829,  p.  901.  montrée  par  M.  Bobillier  {itnd.  p.  IJGd). 

(''  Lehrimch  dcr  Statik,  von  A.  F.  Mo-  '=■'  T.  XVIII,  p.  i84.  —  Voir  Aperçu 

hius,  Leipzig-,  1887,  2  vol.  in-8°.  historique,  etc.  p.  ho'i  ,  cl  Comptes  rendus 

M.  W.  Spolliswoode,  à  qui  toutes  les  de  l'Académie,  t.  LVII,  p.  iiûij. 

ressources    des    nouvelles    théories    de  '"'  T.  VIII,  [>.  flS^i. 

l'Analyse  sont  si  l'amilières.   s'est  plu  à  ''  T.  XI,  p.  220. 
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do  lii  lliroiio  il(!s  polaires  rériproqucH  ilo  Poncelet,  seule  mélliodc 
(|iio  Ion  coiinûl  alors  pour  les  translormations  de  cette  nature.  Sur 
la  liu  de  sa  carrière,  le  vénérable  géomètre  s'est  plu  à  reveuir  sur 
cel  ((!  partie  de  ses  travaux ,  dans  les  Mémoires  de  T Académie  des  sciences 
et  lellres  de  Montpellier.  Nous  extrairons  de  ce  dernier  travail  une 
plii'ase  qui  montre  couibien  était  grande  sa  sollicitude  patriotique 
pour  l'avenir  scientifique  de  notre  pays  : 

crDans  le  siècle  et  dans  le  pays  oiî  nous  vivons,  tout  ce  qui  peut 
«contribuer  à  dévelop|)er  et  à  fortifier  l'intelligence  ne  saui-ait 
ttètre  regardé  av(!C  indilTérence;  et  il  est  bien  connu  d'ailleurs 
r  qu'une  nation  qui  ne  cultiverail  les  sciences  que  sous  l'unique  point  de 
r.nue  de  leurs  applications  pratiques  et  immédiates,  et  de  leurs  résultats 
cr  matériels ,  ne  saurait  se  flatter  de  les  voir  longtemps  fleitrir  au  milieu 
iT  d'elle,  -n 

Nous  doutons  «pi'on  ait  jamais  émis,  sur  le  vrai  caractère  des 
sciences  et  le  })oint  de  vue  princi[)al  sous  lequel  elles  doivent  être 
considérées,  une  pensée  plus  pi'ofonde  et  qui  méi'ite  plus  d'èlre 
médilée  et  j)ratiquée. 

XIX. 
Nouvelle  doclriiie  des  Imtiginaircs. 

Les  Annales  de  Matliématiques  renferment  plusieurs  arlicles  sur 
les  symboles  imaginaires,  qui  ont  provoqué  plus  tard,  mais  cepen- 
dant sans  en  être  les  premières  lueurs,  la  nouvelle  tbéorie  des 
quantités  imaginaires,  si  cultivée  depuis  une  vingtaine  d'années,  et 
dont  les  travaux  de  Cauchy  et  de  ses  disciples  ont  montré  toute 
l'importance  et  la  fécondité. 

Nous  n'avons  pas  à  entrer  dans  le  développement  d'une  doc- 
Irine  qui  a  surtout  profilé  aux  progrès  de  l'Analyse.  Mais  iu)us 
croNoiis  devoir,  en  rappelant  les  titres  des  ouvrages  successivenuMit 
publiés,  indiquer  la  part  <pii  revient  ù  cbacun  dans  la  conceplioii  l'I 
l'élaboralion  lente  de  ceihî  iuq)ortante  découvei'le. 

Kii   iS()()  j»arun'ul    diMi\  écrils  dans  lesquels  re\|U'('ssi()ii  \ —  i 
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élait  regardée  coiuiiie  an  signe  on  une  condition  de  perpendicu- 
larité;  de  sorte  que  les  ex])ressions  ±a\/—i  représentaient  des 
lignes  perpendiculaires  aux  directions  suivant  lesquelles  étaient 
comptées  les  quantités  réelles. 

L'un  de  ces  ouvrages,  dû  à  Robert  Argand,  a  pour  titre  :  Essai 
sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  imaginaires  dans  les  cons- 
Iructions  géométriq ues. 

L'autre,  de  l'abbé  Buée  (retiré  alors  en  Angleterre),  fut  com- 
muniqué à  la  Société  royale  de  Londres,  le  20  juin  i8o5,  sous  le 
litre  de  Mémoire  sur  les  quantités  imaginaires,  et  inséré  dans  les 
Transactions  philosophiques  de  la  Société,  pour  1806,  p.  28-88'". 

Ces  deux  ouvrages,  quoique  renfermant  une  idée  neuve  et  heu- 
reuse, étaient  restés  ignorés,  lorsque  J.  F.  Fi'ançais,  ancien  élève 
de  l'École  Polytechnique,  professeur  alors  à  l'Ecole  d'artillerie  et 
du  génie,  publia  dans  les  Annales  de  Mathématiques  '"^^  un  article 
intitulé  :  Noxiveaux  'principes  de  Géométrie  de  position,  et  interpréta- 
tion géométrique  des  symboles  imaginaires,  dans  le(|uel  il  expose  les 
mêmes  vues,  mais  en  prévenant  que  le  fond  des  idées  qu'il  émet 
ne  lui  appartient  pas;  qu'd  l'a  trouvé  dans  une  lettre  ancienne 
adressée  à  feu  son  frère  (l'ancien  professeur  aux  Ecoles  d'artillerie, 
cité  précédemment,  p.  By)  par  Legendre,  qui  en  parle  comme 
d'une  communication  curieuse  qui  lui  a  été  faite  autrefois.  Fran- 
çais exprime  en  même  temps  le  désir  que  le  premier  auteur  de  ces 
idées  nouvelles  mette  au  jour  son  travail. 

Argand  répondit  aussitôt  à  cet  ap])el  (^>,  et  cita  l'ouvrage  qu'il 
avait  publié  en  1806  sous  le  titre  d'Essai,  et  qu'il  avait  etïective- 
ment  communiqué  à  Legendre  en  manuscrit.  Cela  doima  lieu  à 
plusieurs  autres  articles  de  Français,  d'Argand,  de  Servois  et  de 
Gergonne,  insérés  dans  les  Annales  ^^\ 

^'' OnlrouvedanalaRevued'Edinéonr/r,  ''^'  T.  IV,  1  8i.'i ,  |).  (li-yi . 

vol.  XII,  1808,  p.  3o6-3i8,  une  analyse  '''  Ihid.  [).  KÎ.'î-i/iy. 

critique,  l'oit  dtcnilue,  de   cet  ouvrage  '*'  T.  IV,  p.  aaa,  aaS.   'MMi;  l.  V, 

(duc    an    célèbre    professeur    Playfair).  p.  i()7  ;  anndes  181  3-i  81  5. 


(ri  r.AiM'oirr  suh  les  progrès 

(',(!])('ii(laiil  la  nouvelle  doctrine  semblait  ne  pas  avoir  Ijeancoiip 
lixé  lalleMlion  des  jjéonièti'es,  (|uaii{|  elle  rcpaiMil  en  i8t>.8  dans 
deux  éciits,  I  un  de  C.  V.  Mourey,  en  France,  et  l'autre  de  John 
VVarrcn,  en  Anjfleteri'e. 

L  ouvi'a<j(!  de  Mourey  a  pour  litre  :  frZ«  vime  théorie  des  quantités 
^négatives  et  des  quantités  frélendues  imaginaires.  Dédié  aux  amis  de 
ff  l'évidence (''.  ■»  L'auteur  ji[énéralisc  les  idées  d'Argand  et  de  Buée. 
Il  ap|)elle  iionilires  directifs  les  nombres  qui  expriment  à  la  l'ois  une 
lonifueur  et  une  direction,  et  (jui  correspondent  au  symbole  géné- 
l'al  des  imajjinaires  a-{-h\J —  i. 

L'ouvrage  de  John  Warren,  fellow  à  l'université  de  Cambridge, 
est  intitulé  :  A  Trealise  ou  the  Geometrical  Représentation  of  the  Square 
Roots  of  Négative  Quanlities  '-'.  Cet  écrit  a  été  suivi  de  deux  articles 
insérés  dans  les  Pliilosopirical  Transactions  de  i^ay,  on  l'auteur  cite 
les  ouvrages  de  Buée  et  de  Mourey  '^'. 

Quelques  années  après,  vers  1882,  le  savant  pi'ol'esscur  de  Pa- 
doue,  M.  Bellavitis,  employa  des  considérations  sendjiables  dans 
sa  Mélliode  des  équipollcnces,  méthode  qu'il  a  développée  depuis  et 
dont  il  a  fait  des  applications  heureuses  à  diverses  questions  de 
Géométrie,  dans  deux  ouvrages  assez  étendus'*'. 

M.  Vallès,  en  adoptant  les  mêmes  principes  dans  ses  l'Audcs  phi- 
losophiques sur  la  science  du  calcul  (in-8",  18/11),  a  présenté  néan- 
nu)ins  quelques  réllexions  criti([ues  sur  les  divers  articles  des  Annales. 

'''  Uno  soconde  (•(lilinn  a  paiii  en  i  SG 1  tbdorie  des  imaginaires.  —  On  trouve  luie 

( Mallet-Racbelier,  in-i  «  ).  Notice  succincte  de  M.  Thomas  Steph.  Da- 

'"'   In-oclavode  i5i  pages, Gandjiidgc,  vies  sur  les  premiers  auteurs  de  cette nou- 

1  Hu8.  velie  doctrine .  dans  le  Mnllirmntical  Repo- 

'■''   Consideralionx  ofllie  objectiunsraised  silory  de  Tli.  I^eybeurn.  vol.  VI,  partit, 

against  Oie  jjcnmcirkal  rcjircsenlation   of  i835,p.  fi-i. 

tite  scjuare   roots  of  ncffativc   quanlities,  '*'  Metodo  dette  equipoltcnic.  (Voir  .hi- 

]).  îiii-254.  —  On  tlie  ffcometricat  repre-  nali  dette  scienze   dcl  regiio    Lombardo- 

sentalionofltie  poa:  ers  of  quanlities ,  wliose  Veneto,  I.  VII,  iS.'Sy.)  —  Sposiiionn  det 

indices  involve  the  square  roots  of  négative  metodo  dette  cquipotlenze.  (T.  \XV  dosMr- 

quantuics ,  |i.  liSg-Sôj).  morie  delta  Socielà  llaliann  dette  xrienzr, 

M.  IVapock  s'est  aussi  occupe  de  celle  Modena,  )8.5/i.) 
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En  i8A5,  M.  A.  Faure,  professeur  éniérite  du  lycée  de  Gap, 
a  développé  et  étendu  la  doctrine  nouvelle  dans  un  Essai  sur  la 
théoi'ie  et  ïinlerprétaùon  des  quantités  dites  imaginaires. 

Enfin,  et  bientôt  après,  Cauchy,  qui  avait  varié  pendant  long- 
temps sur  l'interprétation  des  quantités  imaginaires,  adopta  cette 
théorie  dans  un  Mémoire  de  18/17,  intitulé  :  Sur  les  quantités  géo- 
métriques^^, où  il  cite  ses  prédécesseurs,  l'abbé  Buée,  Robert  Ar- 
gand,  Français,  Mourey,  Faure,  Vallès '^'.  L'illustre  géomètre  n'a 
point  tardé  à  faire  d'importantes  applications  analytiques  de  cette 
doctrine  féconde ,  dans  laquelle  il  a  été  suivi  aussitôt  par  des  dis- 
ciples tels  que  MM.  Puiseux,  Briot,  Bouquet,  Em.  Martin. 

M.  de  Saint-Venant  a  aussi  développé  les  mêmes  principes  dans 
un  Mémoire  sur  les  sommes  géométriques'^^. 

Citons  encore  M.  Transon,  qui,  après  avoir  donné  une  analyse 
succincte  des  diverses  recherches  de  ses  prédécesseurs  (*',  en  a  fait 
lui-même  des  applications  nouvelles  à  de  nombreuses  questions 
d'Analyse  et  de  Géométrie,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Application 
de  l'Algèbre  directive  à  la  Géométrie ''^\  L'auteur  démontre  notamment 
comment  certaines  propositions  relatives  à  des  points  situés  en 
ligne  droite,  concernant,  par  exemj»le,  la  section  déterminée  d'Apol- 
lonius ou  les  divisions  homographiques,  s'appliquent  à  des  points 
placés  d'une  manière  quelconque  sur  un  plan. 

'"'  Exercices  d'Anut>ise  et  de  Pliysiquc  nales  de  Mathématiques,  2'  série,  t.  VII, 

matliêmatique ,  t.  IV.  18/17,  p.  iSy-iSo;  p.  iai,  pour  signaler  particulièrement 

reproduit  dans  les   Mémoires   de   l'Acn-  l'étendue  et  l'importance  de  ia  Méthode 

demie  des  sciences,  t.  XXII,  p.  i3t-i8o ,  des  équipollences  de  M.  Bellavitis. 

i85o.  '''  Comptes   rendus,   t.   XXI,   i845, 

'''  M.  Houel,  dans  son  ouvrage  iuli-  p.  620-6-25. 

luIé  :    Théorie   élémentaire   des   quantités  '*'  Bulletin  de  la  Société  phihmathique , 

complexes,  in-8°,  1867,  a  consacré  un  année  i864,  p.  6i-65. 

paragraphe  à  Y  Histoire  de  lu  théorie  géo-  •''   Nouvelles  Annales  de  Mathématiques , 

métrique  des  quantités  imaginaires.  11  re-  9' série,  t.  VII,  1868,  p.  i.'i5-t57.  igS- 

vienl  sur  ce  sujet  {lans  les  Nouvelles  Ati-  ao8  et  9/11-264. 
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XX.  —  Stiiîm. 

i.s-.i'i.         Pai'ini  l(\'^  sa\aiits  dont  lo  nom  se  remarque  dans  les  Annales  de 
Matliémaliques,  nous  distinguerons  Sturm  et  Bobillier. 

Nous  ne  citerons  pas  tous  les  nombreux  articles  que  Ton  doit  à 
Sturm,  et  qui  furent  le  prélude  de  recherches  ultérieures  d'une  plus 
haute  importance.  Nous  nous  bornerons  à  dire  que  l'éminent  géo- 
mètre a  [)ublié  des  Recherches  sur  les  caustiques  '"',  où  il  prouve  que  : 

i"  Pour  im  faisceau  de  rayons  émanés  d'un  point,  la  caustique  par 
réfraction  sur  une  droite  est  la  développée  d'une  conique  ayant  un  foyer 
an  point  lumineux;  c'est-à-dire,  suivant  l'expression  introduite  par 
M.  Quclelet,  ([ue  la  caustique  secondaire  est  une  conique  ; 

9°  Dans  la  réfraction  sur  un  cercle,  hi  caustique  secondaire  est  une 
courbe  dont  les  distances  de  chaque  point  à  deux  points  fixes ,  multipliées 
par  deux  constantes,  ont  leur  somme  constante;  c'est-à-dire  que  cette 
courbe  est  une  ovale  de  Descartes. 

Ce  beau  théorème  était  aussi  démontré  dans  le  même  temps, 
])ar  M.  Quetelet  (-'. 
i8û/j.  Au  sujet  d'un  théorème  sur  les  polygones  réguliers,  énoncé  par 
Lhuillier,  de  Genève,  Sturm  en  démontre  plusieurs  autres  du 
même  genre,  dont  nous  citerons  le  suivani,  à  raison  du  caractère 
de  généralité  qu'il  présente  :  Le  lieu  géométrique  des  points  du  plan 
d'un  pohjgone  régulier  tels,  qu'une  fonction  symétrique  rationnelle  et 

'''  Annales    de  Matlicmnlii/iics ,  I.  XV.  des  caustiques,  suivi  de  différentes applicu- 

182^-1895,  p.  9o5-2i8.  lions  à  la  théorie  des  projections  stéréogra- 

'■*  Mémoire  sur  une  nouvelle  maniire  jjliii/ucs ,  présenté  à  l'Académie  ie  5  no- 
de  considérer  les  catistiques,  prësentd  à  vpiiihre  1825.  (Voii"  t.  IV  des  Nouveaux 
l'Acadétnie  de  Bruxelles  en  1828.  (Voii"  Mémoires  de  l'Académie.)  —  'î°  Démons- 
Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  tration  et  développement  des  principes  fon- 
des sciences  de  liruxelles,  t.  III,  1826,  damenlaux  de  la  théorie  des  caustiques 
p.  89-1/10.) —  M.Qiieleiela  donné  suite  h  secondaires.  (Voir  t.  V  des  Nouveaux  Mé- 
(■!•  iiri'iiiiiT  li-nvail  dans  deux  autres  Mé-  moires  de  l'Académii-  roi//ilc  des  .tclences  de 
iiidiri's:  r   llisuinr  d'une  nouvelle  théorie  Bruxelles.) 
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entière  de  forme  quelconque  des  longueurs  des  perpendiculnires  abaissées 
de  chaque  point  sur  les  côtés  du  polygone  ait  une  valeur  constante,  est 
une  circonférence  concentrique  au  polygone,  toutes  les  fois  du  moins  que 
le  nombre  des  dimensions  de  la  fonction  est  inférieur  an  nombre  des  côtés 
du  polygone  ^^\ 

Nous  signalerons  encore  un  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  i8a5. 
ordre'^-\  où  l'on  trouve  la  généralisation  du  théorème  de  Desargues 
relatif  à  Yinvolution  des  six  points  dans  lesquels  une  conique  et  les 
quatre  côtés  d'un  cjuadrilatère  inscrit  coupent  une  transversale  quel- 
conque. Sturni  prouve  que  l'involution  a  lieu  aussi  entre  les  trois 
couples  de  points  dans  lesquels  trois  coniques  circonscrites  à  lui 
quadrilatère  rencontrent  une  droite. 

XXI.    BOBILLIER. 

On  doit  des  recherches  l'ort  reinarc[uahles  à  Bohillier,  géo- 
mètre distingué,  qui  donnait  de  grandes  espérances  aux  sciences 
mathématiques,  auxquelles  il  a  été  enlevé  en  1882,  à  lâgc  de 
trente-cinq  ans. 

Dans  un  Mémoire  intitulé  :  Essai  sur  un  nouveaxi  mode  de  recherche  1817. 
des  propriétés  de  l'étendue^'^\  l'auteur  propose  de  représenter  par 
de  simples  lettres  certaines  fonctions  des  coordonnées,  que  foui- 
nissent  les  données  d'une  question.  11  arrive  ainsi  à  des  résultats 
fort  simples,  par  exenqde,  qu'une  conique  circonscrite  à  un  triangle 
est  représentée  par  l'équation 

^/BC  +  />GA  +  rAB  =  o, 

A  ,.B,  C  désignant  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  x,  y,  telles , 
que  les  équations  A  =  o,B=o,C=  o  soient  les  équations  des  trois 
côtés  du  triangle,  et  a,  b,  c,  des  constantes  indéterminées. 

■'  Annales  ilr  MaOu'iunliqnc^  .  t.  \\ ,  1  8'.),')- i8aG.  p.  9.05;  I.  WII,  p.  i;."). 
|).  aôo-aofi.  "'   ////(/.  I.  WIII.  jiniiiVs  1S07-189.8, 

'■'   Aim/ilns:  lie    M(itlii')i)nliqiic^ .  I.  \\I.  p.  ;!•.>  1 . 


0(;  li  \I'1M)UT  Slili  LES  IMiOCHÈS 

l'aniii  les  iioiiil)!  rii\  lliroirines  obtenus  dans  ce  travail  se  trouve 
le  suivanl  :  Ldisijii'ini  lélmèdir  ckI  iiiscnl  ddiis  une  surfnre  dit  second 
ordre,  les  plans  lanp^enls  en  ses  sommets  renrontrenl.  les  plans  des  faces 
opposées  suivant  quatre  droites  qui  appartiennent  à  un  hijperholoïde  à 
une  nappe;  tlK'orrnie  drinontré  aussi,  dans  le  même  temps,  par 
iM.  iMiihius. 

Un  second  Mémoire  renierme  de  nouvelles  applications  de  la 
même  méthode  '. 

L'idée  heureuse  du  jeune  'jéomètre  s'est  propagée  depuis  et  a 
contribué  d'une  manière  notable  aux  proorès  de  la  Géométrie  ana- 
lytique. 

Bobillier  s'est  ensuite  occupé  de  la  théorie  des  polaires  succes- 
sives des  courbes  d'ordre  quelconque.  Monge  avait  démontré,  dans 
Y  Application  de  l' Analyse  à  la  Géométrie,  que  la  courbe  de  contact  d'une 
surlace  d'ordre  m  et  d'un  cône  est  située  sur  une  surface  d'ordre 
(w  — i);  et,  par  suite,  que  les  tangentes  menées  d'un  point  à  une 
courbe  plane  d'ordre  ni  ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe 
d'ordre  (m— i).  C'est  cette  courbe  que  l'on  a  appelée  la  polaire  du 
point;  expression  introduite  jtar  Bobillier. 

Dans  une  suite  de  Mémoires  '-'  Bobillier  a  démontré  que  : 

1°  Les  polaires  d'une  série  de  points  en  ligne  droite  passent  par 
(m  — i)'-  points  communs; 

9."  Les  polaires  d'un  point  P,  relatives  à  un  faisceau  de  courbes 
d'ordre  m,  forment  un  faisceau  d'ordre  (m  —  i);  c'est-à-dire  que  ces 
polaires  passent  par  (m  — i)-  points  communs; 

.3°  iSV  le  point  V  décrit  une  droite,  ces  (m  — i)-  points  décrivent  une 
courbe  d'ordre  9(m  -i). 

(lonsidéranl  les  polaires  successives  d'un  même  point,  lesquelles 
ont  leurs  équalions  de  degrés  (w—  i).  (m  — 2), .  .  . ,  9.  et  1 ,  l'auteur 
est  conduit  à  ce  théorème  important  : 


'      iinialrsilc    ]I„tt,rWHlii',rs,[.\\\\\,  '     //W.   I.    Wlll .    p.  S() .    L-Sy.  -2.^3: 

1827-1838.  p.  :\^Q.  I.  \1\.  [).  loG.  l38.  ;!o-3. 
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Si  l'on  prend  la  polaire  d'ordre  n  d'un  point  P,  relalire  à  une  courbe 
C„,  d'ordre  m,  puis  la  polaire  d'ordre  (m — n)  d'un  point  Q  de  celle 
polaire  d'ordre  n,  relative  à  la  même  courbe  (_!„,,  celle  polaire  d'ordre 
(m— n)  passe  par  le  point  P. 

En  d'autres  termes  :  La  polaire  d'ordre  n  d'un  point  P  est  le  lieu 
des  points  dont  les  polaires  d'ordre  (m  — n)  passent  par  le  point  P'". 

On  a  appelé,  depuis,  axe  harmonique  la  dernière  polaire  diin 
point,  laquelle  est  une  droite;  le  théorème  donne  donc  en  parti- 
culier cette  double  relation  entre  Taxe  harmonique  et  la  première 
polaire  d'un  point  : 

La  première  polaire  d'un  point  P  est  le  lieu  des  points  dont  les  axes 
harmoniques  passent  par  ce  point; 

Et,  réciproquement,  l'axe  harmonique  d'un  point  P  est  le  lieu  des 
points  dont  les  premières  polaires  passent  par  le  point  P. 

Bobillier  établi!  aussi  les  mêmes  théorèmes  ])our  des  surfaces 
d'ordre  m. 

Cette  théorie  des  polaires  des  courbes  et  des  surfaces,  dont  nous 
trouvons  ici  l'origine  et  un  développement  très-étendu,  a  été,  de- 
puis, le  sujet  des  recherches  de  difféi-ents  géomètres  et  s'est  intro- 
duite dans  plusieurs  ouvrages. 

Bobillier  avait  comjjosé  un  Mémoire  sur  les  lois  géométriques  du 
mouvement,  dont  un  extrait  seulement  a  paru  dans  une  des  éditions 
de  son  Cours  de  Géométrie '■-K  On  voit  par  ce  travail  que  : 

1°  Tout  mouvement  d'un  triangle  dans  son  plan  peut  être  produit  pur 
le  roulement  d'une  certaine  ligne  sur  une  ligne  fixe  ;  la  première  ligne 
est  le  lien  des  centres  instantanés  de  rotation  successils; 

9.°  Lorsque  deux  côtés  d'un  triangle  glissent  sur  deux  circonje- 
rences,   l'enveloppe  du  troisième  coté  est  aiisxi  une  circonférence;  et  les 

'>  M.  Pliicker  avait  adressé  un  lliôo-  '    lo'édilinn.  i<S/)i).  —  Cet  ouvrage, 

rèine  spiiibinlile.  sans   démonstrafion  ,  à  écrit  pour  les  Ecoles  d'iirts  et  mélicrs ,  où 

M.  Gergonne.  (Voir  Annales  de  Mathémo-  lUiliiliirr  était  piol'csspin-  ilr  Mérani(|iir. 

lir/iies.  I.  \1\.  p.  3oô.'l  f'sl  fort  l)inn  l'ail. 


es  liAIM'OUT  Slili   l.KS  l'KOCHKS 

(Tiilrrs  (le  ri'x  Irins  /■irfoitlirriici's  ni  (Ictcnnivenl  ton-  (jiKiinniic  qm  esl 

Ir  Uni  (1rs  iriilrcs  iiisidiilinirs  ilr  roliilion  fie  Ui  figure  mobile. 

Kiiliii,  ('■liiiil  (loiiiirs  Icn  ccnlres  de  coiirhure  dos  deux  cnurbi's 
sur  lcs([iicll('s  ijlissciil  deux  soinnicls  diiii  tnaiijjlc,  hnilciir  déler- 
iiiiiic  le  (•('iilic  de  coiiilim'o  do  la  coiiilx'  drnitc  par  le  troisième 
soimiH'l. 

XXII.    —    Tu.     (ll.lVlKR. 

iS^jô.  On  ddil  à  Oliviei'  de  nonihieiix  érrils  sur  la  (léomélrie  descri])- 

live  el  sur  les  a])plications  de  ce  mode  de  représentation  des  figures 
de  l'espace. 

On  doit,  distinjjner  principalement  ceux  (jui  se  rapportent  à  la 
théorie  géométrique  des  engrenages.  Dans  un  Mémoire  présenté  à 
l'Académie  des  sciences  le  5  décembre  iSaT)''',  Olivier  a  démontré 
pour  la  premièi'e  fois  que  Yengrenage  de  Wliilc  n'a  pas  de  frottement 
de  fdissement  comme  les  engrenages  ordinaii'cs,  mais  seulemeut  un 
IroltemenI  de  roulement.  On  sait  queA\liite  avait  énoncé  cette  pro- 
priété, mais  sans  la  démontrer,  dans  nn  travail  destiné  au  concours 
pour  les  prix  décennaux  décernés  en  1810. 

Un  auti-e  Mémoire,  présenté  aussi  à  l'Académie  des  sciences  en 
décendne  iSfîB,  est  consacré  à  l'étude  générale  dî^^  engrenages  dans 
lesfjiieh  les  axes  des  deiiac  rones  dentées  ne  sont  pas  dans  un  même  plan , 
el  qui  ne  présentent,  connne  celui  de  Wliile,  qunn  frottement  de  roule- 
rnent^-K  L'auteur  doune  plusieurs  solutions  du  |)rol»lème. 

i<S-">i.  Plus  tard,  Olivier  a  fait  exécuter  un  engrenage  particulier  dans 
lequel  les  axes  des  roues  ne  sont  pas  dans  le  même  plan.  La  cons- 
ti'iicli(ui  en  est  très-ingénieuse  et  très-sim])le  :  les  dents  de  la  pre- 

'''   Im|)riiiié  diuis  lo  Juunml  de  MiiIIh'-  M.  t)el;iuii;iy  sur  la  Tlirorir  ilc  l'ni/j-reii'iffr 

7»«//V/»r,v  ijp    M.  Ijiouviile,   t.   IV.  iSSg,  de  Whitc  {.louniut  (te  Miillicwiilii/ucs.  [.  \. 

]).  y.(Si-.'i(i;). —  Olivier  est  revenu  sur  ce  p.  ;î8-/ii). 

sujet  [.loiiriKit    de   Matlicinaliijues ,    I.    \.  <"'  Jtuniuil    de  MolIti'iiKtliqiies- .    I.   I\  . 

|i,    1 'i(l-i,").'il.  |i,ir   suile   iliitic   Noir    ilr  p.  .'id.")-,"' i  (i. 
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luièrc  roue  sont  cylindriques  et  oui  pour  prolil  des  développantes 
de  cercle,  taudis  ([ue  les  dents  de  la  seconde  roue  sont  des  héli- 
çoïdes  '''  développables.  Mais  cet  engrenage  donne  lieu  à  un  frotte- 
ment de  glissement. 

Des  modèles  de  cet  appareil ,  construits  d'après  les  dessins  de 
Fauteur,  existent  dans  les  collections  de  macliines  de  i'Écoie  Pol\- 
leclinique  et  du  (Conservatoire  des  arts  et  métiers. 

Des  j)ro{)néU'S  osciildlnces  de  deux  tnif/dcos  en  conlact  par  itii  point''-'.  iHAi. 
—  Les  propositions  dont  1  auteur  doinie  ici  des  démonstralions  di- 
rectes et  analytiques  se  peuvent  conclui'e  la  plupart  de  la  théorie 
des  indicatrices  de  M.  Dupin.  Nous  citerons  celle-ci:  Les  taiigcnles 
aux  deux  brauclies  de  lu  courbe  d'mlerseclioii  d'une  surface  quelconque  cl 
d'une  sphère  langenle  à  la  surface  en  un  point  sont  égalenienl  inclinées  sur  ' 
la  tangente  à  l'une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  en  ce  point.  D'où 
il  suit,  comme  corollaire,  que  les  tangentes  au.v  deux  sections  circu- 
laires d'une  surface  du  second  ordre  en.  un  point  sont  égalcuicnl  incli- 
nées sur  les  lignes  de  courbure  de  la  surface. 

Olivier,  dans  ses  Développements  de  Géométrie  descriptive^^\  a  dé-  "Silî. 
montré  (p.  636),  par  des  considérations  sinqjles  de  Géométrie 
pure,  que  la  surface  de  la  vis  à  fdets  carrés  est  la  seule  surlace 
gauche  ayant  en  chacun  de  ses  points  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  égaux  et  de  sens  contraires,  proposition  dont  M.  Cata- 
lan venait  de  donner  une  démonstration  analytique,  comme  nous 
le  dirons  ci-après  (chap.  m). 

On  doit  à  Olivier  la  construction  de  [jlusieurs  appareils  ingé- 
nieux, entre  autres  de  divers  modèles  représentant  la  double  géné- 
ration de  l'hyperboloïde  et  du  paraboloïde  par  une  droite,  où  l'on 
peut,  pai-  des  changements  de  position  des  courbes  dii-ecti'ices, 
varier  les  formes  des  surlaces  (pii  en  résultent. 

'''  C'est  pur  erieur  que,  ci-dessus  p.  (),  on  a  évnl  lirtiamtc  —  '  JoiiiikiI (te  Mii/lir- 
maliqiies,  (.  VI,  |i.  '2()7-!5o8.  —   ''  In-V',  i8^i."?. 
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\X1II.    —     M.    DUUAMEL. 


Les  aucii'iis  iiuvaieiit  résolu  le  prulilèmc  des  tangeules  que  poui' 
quelques  courbes  particulières.  Roberval,  le  premier,  donna  une 
méthode  générale,  qui  s'a])])liquail  à  une  classe  très-nombreuse  de 
courbes,  et  dont  le  ])iincipe  même  pouvait  encore  se  généraliser 
et  se  transporter  à  une  infinité  d'autres  cas.  En  ell'et,  cette  mé- 
thode est  simplement  le  principe  de  la  composition  des  mouve- 
ments rectilignes.  Roberval  l'énonce  ainsi  :  Règle  générale.  Par  les 
propriétés  spécifiques  de.  la  ligne  courbe  [qui  vous  seront  données^, 
examinez  les  divers  mouvements  qti'a  le  point  qui  la  décrit,  la  ligne  de 
direction  du  mouvement  composé  est  la  touchante  de  la  ligne  courbe  ^^K 
Il  lait  l'application  de  cette  règle  à  treize  courbes (^'.  Montucla, 
en  exposant  cette  méthode,  l'a  applicpiée  à  d'autres  courbes'^';  et 
Monge,  dans  sa  Géométrie  descriptive,  l'a  même  étendue  à  des  courbes 
décrites  dans  l'espace  '*'. 

11  avait  échappé  à  tous  les  géomètres  que  (piehpies-unes  de  ces 
diverses  recherches  sont  empreintes  d'erreur.  Le  principe  énoncé 
par  Pioberval  est  sans  nul  doute  juste  et  général;  et,  dans  toutes  les 
a])plicalions  qu'il  en  a  faites,  les  résultats  sont  incontestables.  Néan- 
moins le  raisonnement  par  lef[uel  il  fait  la  composition  des  mou- 
vements n'est  pas  exact  dans  plusieurs  cas;  et  c'est  ce  raisonnement 


'     Oljscrtxilidiis  sur  tu  ruiiipositidii  (la  parabole   de   Descartes  (courbe  du  troi- 

iiwiwemeiits ,  et  sur  le  mcnjen  de  trouver  les  sièiiie  ordre,  queDescartes  engendrait  d'un 

touchantes  des  lignes  courbes.  (Voir  Me-  mouvement   continu,  et    dont  il    faisait 

Motres  de  l'Acad.roijak  des  sciences  ,i\epuh  usage  dans  sa  Géométrie,  pour  la  cons- 

idlJGjusquaiGgg,  t.  VI,  1780,  p.  1-89.)  truclion  des  équations  du  sixième  degré). 

■'  La  pai'abole,   rhy[)erbole,  rdlipse;  '''  Histoire  des  Malliciiialiques ,  t.   II, 

la  conciioide  de  Nicomède;  diverses  au-  p.  iy-Zir)  et  100. 

très  ccnclioïdcs ;  le  limaçon  de  Pascal;  la  *''   Ai'l.  (S/1-87  •  Méthode  de  Roberval 

spirale  d'Arcliimède;  la    qiiadratrice   do  pour  mener  une  tangente  à  une  courbe  qui 

Diuostrate;  la  cissoïde  de  Diodes;  la  cy-  est  donnée  par  lu  loi  du  inouremcnl  d'un 


cloïdc;la  compagne  de  la  cycloïde  et  la         -point  générateur. 
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qui,  reproduit  j)ar  Moiitucla  et  par  Monge,  a  conduit  ces  géonièti'es 
t\  des  conséquences  erronées. 

Les  erreurs  dont  il  s  agit,  restées  loiiglenips  inaperçues,  ont  été    i8-2[ 
signalées,  pour  la  première  ibis,  dans  une  Noie  présentée  à  l'Aca- 
démie le  16  avril  1829''',  par  M.  Duhamel,  dont  l'esprit  l'igoureux 
et  réellement  géométrique  ne  se  porte  jamais  sur  une  question 
sans  en  approfondir  toutes  les  dillicultés. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  l'ellipse,  défi- 
nie par  cette  propriété  :  que  la  somme  des  distances  de  chaque 
point  de  la  courbe  aux  deux  loyers  est  constante.  Roberval  re- 
marque que  l'accroissement  d'un  rayon  vecteur  est  égal  à  la  di- 
minution de  l'autre;  et  il  prend  pour  les  mouvements  du  point, 
dans  le  sens  des  deux  rayons,  deux  éléments  égaux,  l'un  sur  un 
rayon,  et  l'autre  sur  le  prolongement  de  l'autre  rayon.  La  diago- 
nale du  parallélogramme  constiuit  sur  les  deux  éléments  est  la 
tangente.  Roberval,  comme  on  voit,  lait  abstraction  de  la  l'otation 
de  chaque  rayon  autour  de  son  foyer;  il  fait  donc  une  lausse  dé- 
composition de  mouvement. 

Voilà  l'erreur  de  raisonnement  acceptée  jusqu'ici  dans  fhistoire 
de  la  science*-',  et  que  M.  Duhamel  a  remarquée  et  parfaitement 
expliquée,  en  faisant  voir  pai'  quelles  circonstances  particulières  à 

'''  Note  sur  la  méthode  des  tangentes  de  vrages  de  Mathématiques  etde  Physique,  par 

Roberval,  insérée  dans  les  Mémoires  des  Messietirs  de  l'Académie  royale  des  sciences. 

Savants  étrangers,  t.  V,  1 838,  p.  267-2 6G.  Dans  ce  volume,  la  méthode  des  tangentes 

'*'  11  est  à  propos  de  dire  ici  que  l'on-  par  la  composition  des  mouvements  est 

vrage  de  Roberval,  qui  avait  fait  le  sujel  précédée  de  cet  .'U'e/((.s.swHeH«:,  qu'on  a  omis 

de  leçons  jjarticulières  données  à  un  jeune  dans  le  tome  VI  des  Mém.  de  l'Académie: 
homme,  a  été  rédigé  par  l'élève  même  rrOn  a  trouvé,  escrit  de  la  raaindeM.de 

et  non  par  le  maître.  r Roberval,   au   commencement  du   nia- 

Les  ouvrages  de  Holieival,  reproduits  n-nuscrit d'où  cet  ouvrage  a  esté  pris,  que 

dansle  tomeVIdesanciens:Uc™o(Vesrfe/'yl-  rrrinvention  en  est  de  luy,  mais  qu  il  ne 

cadêmie  des  sciences,  en  lyiJo,  avaient  dcyà  trl'a  pas  mis  en  Testât  qu'il  est;  queç  a  esté 

été  j)ubliés  dans  le  beau  volume  donné  en  «un gentilhomme  lioui-delois,  àqaiilavoit 

1  fiQ.i ,  in-l'olio  ,  sous  le  titre  :  Divers  ou-  frdonné  des  levons  en  particulier,  qui .  les 
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(•l);i(|iii'  (incslioii  liolxTval  (''lail  parvenu  à  une  (létermiiialioii  exacte 
(le  la  laiiffculc  cIici'cIm'c. 

M.  DuliaiiK'l  inoiiire  ensuite  ([ue  le  beau  théorème  donné  par 
Foiiisot  dans  son  Mémoire  s\ir  l' équilibre  el  le  mouvement  des  systèmes, 
et  sur  l('([u('l  rej)ose  la  méthode  générale  des  normales  aux  surfaces 
dont  les  points  sont  déterminés  par  leurs  distances  à  des  centres 
lixes,  s'applique  à  la  détermination  des  tanjfentes  à  la  courbe  d'in- 
tersection de  deux  surfaces. 

Le  travail  de  M.  Duhamel  a  été  le  sujet  dun  de  ces  rapports 
lumineux  et  instructifs  dans  lesquels  excellait  l'illustre  géomètre 
(pie  nous  venons  de  nommer'''. 

XXIV.  — M.  C11ASLK.S. 

L'ordre  chioiiologique  marque  ici  la  place  de  quelques  résultats 
obtenus  par  l'auteur  dans  diverses  cjuestions  qui  depuis  ont  pris 
une  certaine  extension.  Ses  premiers  essais  avaient  paru  dans  la 
Correspondance  sur  l'Ecole  Polytechnique,  lors  de  son  séjour  à  cette 
école. 


Quelques  propriétés  du  triangle ,  de  l'angle  trièdre  et  du  tétraèdre,  consi- 
dérés par  rapport  aux  lignes  et  aux  surfaces  du  second  ordre  '--.  —  Parmi 
les  propositions  que  renferme  ce  travail,  se  trouve  celle-ci  : 

Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux  pôles  des  faces 


tfayiint  iTiligécs  par  escrit,  en  n  composé 
rrce  Iraitd  à  sa  manière.  Il  est  vray  qu'en 
ir  1(168  M.  de  Rnberval  revit  cet  ouvrage 
rravanl  (jue  deleiiredansl'Acaflémie royale 
ffdcs  sciences;  mais  il  n'y  mit  pas  la  der- 
rcnière  main,  s'estant  conlenté  descrire 
tr seulement  en  divers  endroits  quelques 
rremai'qucs,  que  l'on  Irouvera  à  la  niai'go 
ftdoce  livre. 'i 

l'arini    ces   remarques  se   Irouve,  par 
exemple,  celle-ci.  relative  au  limaçon  de 


Pascal  :  rr  Cette  proposition  est  vraye, 
irmais  elle  est  expliquée  en  ce  lieu  avec 
rr  beaucoup  de  confusion.  1  Plusieurs  fois 
il  est  fait  mention,  dans  le  texte,  de  M.  de 
Pioberval;  ce  qui  indique  que  la  rédaction 
n'est  pas  de  lui. 

''  Ce  rapport  a  été  inséré  dans  le 
Ihdklin  des  sciences  matliêmntiqucs  du 
baron  de Férussac,  t.  XV,  i83i,  p.  1-9. 

'''  Annales  de  MaOïcmnliqucs .  I.   XIX, 

iS:?K-iS-j9,  p.  fir)-«r.. 
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opposées,  relalijs  à  une  surface  du  second  ordre ,  sont  quoire  génératrices, 
d'un  même  système,  d'un  lujperboJoïde;  et  les  droites  d'intersection  des 
faces  du  tétraèdre  et  des  plans  polaires  des  sommets  opposés  sont  quatre 
génératrices  d'un  second  hyperboloïde. 

Lorsque  les  plans  des  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  tangents  à  la 
surface,  on  retrouve  un  théorème  déjà  démontré  par  Bobillier  et 
par  M.  Môbius  <". 

Recherches  sur  les  projections  stéréographiqties  et  sur  diverses  pro- 
priétés générales  des  surfaces  du  second  ordre^-\  —  Ce  travail  contient 
cette  proposition  générale  : 

Lorsque  des  surfaces  du  second  ordre  sont  inscrites  dans  une  même  sur- 
face du  même  ordre  A,  l'œil  étant  placé  en  un  point  de  celle-ci,  et  le  plan 
du  tableau  étant  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point:  i"  les  perspec- 
tives des  contours  apparents  de  toutes  les  surfaces  sont  des  coniques 
homothétiques ;  2°  les  centres  de  ces  coniques  sont  les  perspectives  des 
pôles  des  plans  des  courbes  de  contact  de  ces  surfaces,  relatifs  à  la  sur- 
face A. 

Les  surfaces  circonscrites  à  la  surface  A  peuvent  être  infiniment 
aplaties,  c'est-à-dire  se  réduire  à  des  sections  planes  de  cette 
surface.  Alors  la  seconde  partie  du  théorème  exprime  que  les  cen- 
tres des  coniques,  perspectives  des  sections  planes  de  la  surface  A,  sont 
les  perspectives  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  A  suivant  ces  sec- 
tions. 

De  là  résulte  une  troisième  propriété  de  la  projection  stéréo- 
graphique  d'un  cercle  de  la  sphère,  savoir  :  Le  centre  du  cercle, 

''>  Aimâtes  de  Mathématiques,  t.  XVIII,  cas  do  l'espace  deux  démonstralions  ana- 

p.326. — Derbarycentrische Calcul,?)' sec-  lytiques  {ibid.  t.  I,  p.  igS  et  aii),  et 

tion,  c.  :i.  M.  Biiosclii,   dans  le  même  temps,  une 

M.  Cayley  ayant  démontré  analytique-  d(îmonstration  fondée  sur  la  théorie  des 

inentlethéorèmerelatifautriangle,eldit  déterminants,  d'une  simplicité  bien  re- 

(pTil  s"ap|)liquait  au  tétraèdre  {The  Quar-  manpiable.  {Ibid.  t.  I,  |).  ■!<)()•) 

Icrly  Journal  0/  Mathematics ,  t.  1,  iS.Sy,  ''     UmaJe^  de  Mathématiques,  t.   \\\  . 

\i.  7-10),  M.   Ferrers  a  donné  pour  ce  iS-jS-iSiig,  p.  i.^y-i-.). 
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projrclion  (l'un  cercle  de.  la  sphère,  est  la  projection  du  sommet  du  cône 

circonscrit  à  la  si>lière  suivant  le  cercle  ^^K 

Ail  (lirorèmc  {j(''ii(''rnl  ci-dessus  en  correspond  corrélaliveinenl 
un  autre,  dont  nous  citerons  ce  cas  particulier  :  Lorsque  de ilx  sur- 
faces du  second  ordre  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre,  le  plan  lancent 
à  l'une  en  un  de  ses  ombilics  coupe  l'autre  suivant  une  conique  qui  a 
tin  foqer  en  ce  point  et  pour  directrice  correspondante  la  trace  du  plan 
de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces  sur  le  plan  coupant.  Dans  le 
cas  dune  splière  et  d\iii  cône  circonscrit,  ou  retrouve  le  théorème 
de  MM.  Dandelin  et  Quetelet,  cjui  en  ont  fait  un  utile  usage  pour 
la  théorie  des  coni(jues. 

i8-j').  Transfonnalion  parabolique.  —  En  prenant  une  parabole  pour 
courbe  ^//ccc^rtVe,  dans  la  théorie  des  polaires,  on  transforme  iunné- 
diatement  la  grandeur  d'un  segment  rcctiligne;  ce  qui  conduit  avec 
une  grande  facilité  à  de  nombreux  résultats.  Ce  procédé  de  trans- 
formation des  figures  a  été  le  sujet  de  deux  Mémoires  qui  ont  paru 
dans  la  Correspondance  mathématique  et  plujsique  de  i\I.  Quetelet'-'. 

C'est  là  que  se  trouve  démontrée,  en  premier  lieu ,  cette  propriété 
cur'ieuse  des  courbes  géométriques  :  Le  centre  des  motjennes  dis- 
tances des  points  de  contact  d'une  courbe  géométrique  et  de  ses  tangentes 
(^réelles  ou  imaginaires)  parallèles  entre  elles  est  un  point  fixe,  quelle 
qucsoil  la  direction  commune  des  tangentes;  tbé'orème  étendu  aux  sur- 
faces par  voie  de  transformation  et  par  une  démonstration  directe'^'. 


'"'  CpIIo  propriété  de  la  projection  sté- 
réojjTapliiijue  avait  été  coniniiiniquée  an- 
térieurement à  Hachetle,  et  insérée  dans 
ses  Eliiiinuts  do  Gcniiiétrie  à  trois  diiiicii- 
.■iiuiis,  i>arlie  algél)rique,  p.  ayo.lîlleaélé 
(léiniiiilrée  aussi  depuis  [)ar  Dandelin. 

On  Irninc  dans  le  Miillicmatical  Ucjxi- 
silnnj  (vol.  V,  paît  11,  i83o,p.  lilî- 
i5(3,  et  vol.  \I,  part  II,  i835,  p.  4i- 
53)  de.s  Noies  historiques  intéressantes  de 


Th.  S.  Davics,  sur  la  Projeclion  slnro^ra- 

pIliljKC. 

'^'  Premier  Mémoire  sur  la  transforma- 
lion  inctrir/ue  des  figures.  (  Voir  Corres- 
pondance matlièmulique ,  etc.  t.  V,  1829, 
]i.  •281-394.)  — Second  Mémoire  sur  la 
Innisforniatiiin  parabolique  des  relations 
métriques  dcxf/pircs.  [lliid.  t.  VI,  l83o, 
p.   1-0.5.) 

>')   Ihid.  I.  VI.  p.  8i-8'i. 
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Ces  Mémoires  sur  les  traiislbnuations  paraboliques  ont  donné 
lieu  à  des  observations  et  à  des  développements  de  la  part  de 
M.  Poncelet,  publiés  dans  le  même  recueil ''. 

Côni's  et  6iiif<icfS  du  second  ordre  de  révolution.  —  Coniques  sjjliénques. 

On  peut  s'étonner  que,  jusque  vers  la  fin  du  jiremier  tiers  de  ce 
siècle,  on  nait  eu  l'idée  d'étudier  ni  les  propriétés  des  cônes  du  se- 
cond ordre,  qui  servent  à  engendrer  les  coniques,  ni  celles  des 
courbes  qui  tiennent  sur  la  spbère  le  rang  des  coniques  sur  le 
plan. 

Les  anciens  formaient  les  coniques  dans  le  cône  à  base  circulaire. 
La  question  inverse  se  présentait  naturellement  :  Le  cône  mené  par 
une  conique,  et  ayant  pour  sommet  un  point  quelconque  de  l'espace,  est-il 
à  base  circulaire;  en  d'autres  termes,  peut-on  couper  ce  cône  suivant 
un  cercle?  C'est  Descartes  qui,  le  premier,  se  posa  cette  question, 
qu'il  résolut  atlirmativement,  comme  on  le  voit  dans  le  recueil  de 
ses  lettres  (- . 

C'était  là  peut-être  la  seule  propriété  des  cônes  du  second  ordre 
que  l'on  connût,  quand  M.  Magnus,  dans  le  tome  X\ldes.4?j- 
naks  (le  Matliématiques  de  Gergonne,  démontra  l'existence,  dans 
ces  cônes,  de  deux  droites  analogues  aux  loyers  des  coniques, 
qu'il  appela  lignes  focales,  lesquelles  jouissent  de  ces  deux  pro- 
priétés :  1°  La  somme  des  angles  que  les  arêtes  du  cône  font  avec  les 
deux  lignes  focales  est  constante;  2°  Les  plans  menés  par  une  arête  et  par 
les  deux  lignes  focales  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  langent  au 
cône  suivant  l'arête. 

M.  Magnus  fit  observer  que  ces  propriétés  du  cône  impliquaient 

'■'  Notes  .sur  (jueliine.t  principes   nmê-  ('orrcspnndancc  jnutliémutiiiiie  ri  pln/.sniue 

raux  de  trnnsforwalion  des  relations  mé-  de  M.  Quetelet,  t.  Vil,    iS3-.'.  ]i.  118- 

triques  des  figures  et  spécialement  des  rcla-  1  a  3,  et  1  '1 1  - 1  58.  ) 

tions  métriques  projcctives  orllwgonalement ,  "'   Édition    in-12,    17  au,    tome    VI, 

en  d'autres  qui  le  soient  coniquenient.  (Voir  p.  328. 
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(le  pareilles  j)iopriél6s  d;iiis  les  coniques  spli criques,  et  ijue  la  pie- 
niiôre  s'accordail.  avec  un  tliéoi'èine  donné  par  Fuss  dans  le  tome  III 
des  A'om  Acla  PelropoUkina,  sur  le  lieu  des  sommets  des  triangles 
sphériques  ayant  même  hase  et  la  somme  de  leurs  côtés  constante. 

Telles  étaient,  je  crois,  les  seules  propriétés  des  cônes  et  des 
coniques  sphériques  (luelon  comu'it ,  il  y  a  une  cjuarantaiue  d'années. 
Il  semhiait  cependant  que  l'étude  des  cônes  dût  donner  lieu  à  d(; 
nondjreuses  questions  analogues  à  celles  que  l'on  résolvait  déjà 
sur  les  coniques  planes,  et  en  outre  (ju'elle  dût  être  une  introduc- 
tion nécessaire  à  l'étude  générale  des  surfaces  complètes  du  second 
ordre. 

La  théorie  des  cônes  lut  ulors  le  sujet  de  deux  Mémoires  qui, 
sous  les  auspices  de  l'illustre  et  zélé  secrétaire  pei-pétuel  de  l'Aca- 
démie royale  de  Bruxelles,  M.  Quetelet,  très-versé  lui-même  dans 
les  recherches  de  pure  Géométrie  ,  parurent  dans  les  Mémoires  de 
cette  Académie. 

'^"'J-  Le  premier,  intitulé:  Recherches  (h'  Géométrie  pure  sur  h's  h<>iies  el 
les  surfaces  du  second  degré''^\  conqtrend  trois  parties.  Dans  la  pi'e- 
mière  on  considère  un  cône  du  second  ordre  comme  la  surface 
polaire  d'une  conique,  relative  à  une  sphère;  ce  qui  conduit  à  di- 
verses |)roj)riétés  du  cône.  La  deuxième  partie,  ohjet  principal  du 
Mémoire,  reni'erme  d'assez  nondn'euses  propriétés  des  suriaces  du 
second  ordre  de  révolution.  Dans  la  troisième  partie  se  trouvent 
(piehpies  propriétés  des  surfaces  générales  du  second  ordre,  ([ui  se 
rapportent  notamment  à  la  direction  de  leurs  lignes  de  coiirhui'e 
en  chacpie  point. 

Le  second  Mémoire''^'  est  spécial  aux  cônes  du  second  ordre;  et 
c'est  par  des  considérations  dii'ectes,  indépendantes  des  transfor- 
mations ])olaires,  que  l'auteur  traite  ce  sujet.  Néanmoins  toutes  les 
|H(i|)iiétés  des  cônes  s'y  coi^rcsitondenl  deux  à  deux,  connue  dans 

''  \i(ir  Noiiicmi.vMcmoiicsde  l'Aca-  nritrellex .  I.  V,  iH-nj.  —  '"  lliiil.  I.  \i, 
ilriiiir   (les    sciences    el    hclles-lcllra    de         i83o. 
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la.lliéurie  des  polaires.  Par  e\em])le.  au.\  liijiies  focales,  déjà  défi- 
nies par  M.  Magiius.  correspondent  deux  certains  plans  diamé- 
Iraux,  appelés  plans  cycliques,  parce  que  c'est  à  ces  plans  que  sont 
|)arallèles  les  plans  des  sections  circulaires  d'un  cône. 

Ce  Mémoire  donnait  lieu  naturellement  à  un  traA'ail  analogue  re- 
latil'  aux  coni(|ues  sphériques.  Les  deux  Mémoires  ont  été  traduits 
en  anglais  par  un  savant  professeur  de  l'université  de  Dublin,  le 
Hev.  Charles  Graves,  qui  a  joint  à  sa  traduction  despotes  et  Addi- 
tions fort  importantes,  et  un  Appendice  contenant  la  méthode  ana- 
l\  tique  propre  à  la  Géométrie  sphérique  ''. 

}iOte  sur  les  propriétés  générales  du  sijstème  de  deux  corps  semblables,  1829. 
placés  d'une  manière  quelconque  dans  Yespace,  et  sur  le  déplacement  fini 
ou  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre  '-'.  —  Considérant  dabord 
deux  polygones  égaux  placés  dune  manière  quelconque  dans  le 
même  plan  (dont  lun  soit  regardé  comme  résultant  du  dépla- 
cement de  l'autre,  qui  a  glissé  dans  le  ]ilan),  l'auteur  démontre 
(ju  il  existe  un  certain  point  aulour  duquel  il  sullit  de  faire  tour- 
ner un  des  deux  polygones  pour  1  amener  à  coïncider  avec  1  autre. 
Conséquemment,  tout  dépincement  d'une  Jigure  dans  son  plan  n'est 
antre  qu'une  rotation  autour  d'un  point  qui  reste  Jixe. 

Méthode  des  tangentes. —  Si  l'on  suppose  le  déplaceraeul  «j^H»««n< 
petit,  il  en  résulte  une  méthode  pour  mener  les  normales,  et  con- 
sé((uemment  les  tangentes,  aux  points  d'une  courbe,  quand  on 
peut  considérer  celle-ci  comme  décrite  par  quelque  point  (ruiie 
ligure  en  mouvement,  ce  dont  il  existe  beaucoup  d'exemples,   \ussi 

'     Tiro  frcomctricnl  Memoirti  ou  tlicprn-  tpge,  comme  éliiiit   ])ropi'e  ii  guider  les 

pertiesof  Coiws  ofilic  second  dcgrec  a)id  on  jeunes  sous-'frafliiés  dan»  la  culture  des 

tlie.ipliericnlConicSyby  M.  Chastes.  Tniiis-  niétliodes  de  la  Géonie'trie  pure,  a  fail 

laledfrom  the  french,  rvith  Notes  and  Ad-  partie  depuis  lors  de  renseignement  dans 

ditionsand  an  Appendi-r  on  the  Application  luniversitt'  de  Dublin. 

of  Analysis  lo  spherical  Geomein/,  by  the  '■    Bulletin  des  sciences  mathématiques            / 

iîev.  Cliarles  Graves.  Dublin.  1 84  i.in-8°.  du  baron  de  Fénissac  t.  \1V  (novend.r  ■ 

Cet  ouvrage,  édité  par  le   Trinili/  Cul-  i8i?()).  p.  3-3i-.iaG. 
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ce  lli('-()i'èiiic  siii'  le  conlie  imlanUtné  de  rnlahuii  (Iiiik;  Hijure  plane, 
cl,  la  iiirlliode  des  laiifjentes  qui  sCiisuil,  oui -ils  été  reproduits 
cl.  a[»j)li(|ués  souvent  dans  diverses  l'cclH-rclies.  Ils  se  prêtent  aussi 
à  la  détermination  des  centres  de  courbure,  dans  beaucoup  de 
([uestions,  comme  on  le  verra,  notamment,  au  sujet  des  travaux 
de  MM.  Transon,  Bresse  et  Mannbeim,  et  au  chapitre  iv. 

Lorsque  les  deux  polygones  construits  dans  le  même  plan  ne 
sont  plus  égaux,  mais  semblables,  il  existe  encore  un  point  qui, 
considéi'é  comme  appartenant  à  l'un,  coïncide  avec  son  homologue 
dans  Fauti-e. 

Passant  aux  lijjures  à  trois  dimensions,  un  démontre  que,  deux 
corps  sendjlables  étant  placés  d'uue  manière  quelconque,  il  existe 
encore  un  certain  ]»oint  0  qui,  considéré  comme  ajipartenantà  l'un 
des  corps,  est  lui-même  son  homologue  dans  l'autre  corps,  et  en 
outre  une  certaine  droite  X,  passant  par  ce  point,  qui,  regardée 
connue  a|)])artenant  à  l'un  des  corps,  coïncide  avec  son  homo- 
logue de  l'autre  corps.  Il  sulfit  de  faire  tourner  l'un  des  corps  autour 
de  cette  droite  pour  l'amener  à  être  lioiiiolliélique,  c'est-à-dire  sem- 
blableiiient  placé  par  lapport  à  1  autre. 

Lorsque  les  deux  corps  sont  égaux ,  le  point  0  est  à  l'infini,  et  la 
droite  X  subsiste.  Il  s'ensuit  que,  par  une  rotation  autour  de  cette 
droite,  puis  une  translation  dans  le  sens  de  la  di'oite,  on  amène 
un  des  coi'ps  à  coïncider  avec  l'autre.  En  d'autres  termes  :  Tout  dé- 
plnccmcnl  fini  d'un  corfs  dans  l'esparr  peul  s'effcclacv  par  te  nionrcmeiH 
d'une  vis  dans  son  écrou. 

Ce  théoième,  aujourd'hui  bien  connu,  complète  celui  du  centre 
instantané  des  figures  planes;  l'un  et  I  autre  forment  la  base  pre- 
mière des  traités  de  Cinémaliqne  introduits  depuis  quelques  an- 
nées dans  l'élnde  de  la  Mécani([ue. 

Nous  citerons  encore  celle  proprM'Ié  du  système  de  deux  coi'ps 
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égaux  :  Les  milieux  des  ronles  (jm  joignent  les  points  correspondants  des 
deux  corps  forment  un  troisième  corps,  qui  peut  recevoir  un  mouvement 
infiniment  petit,  dans  lequel  les  trajectoires  de  ses  points  seront  les  cordes 
elles-mêmes. 

Ces  questions  du  déplacement  d'un  corps  dans  l'espace  sont  sus- 
ceptibles de  nombreux  développements  et  d'applications  à  la  tbéorie 
des  surfaces ,  comme  à  celle  des  courbes  planes.  Elles  ont  été  le 
sujet  de  deux  nouveaux  Mémoires  de  l'auteur,  relatifs:  l'un  au  dé- 
placement infiniment  petit,  et  l'autre  au  déplacement  fini  quel- 
conque, dont  il  sera  parlé  ultérieurement  (chap.  u  et  iv). 

Construction  graphique  des  tangentes  et  des  rayons  de  courbure  des    i83o. 
courbes  géométriques  ^^\ 

La  double  construction  dont  il  s'agit  est  toute  géométrique,  et 
par  conséquent  rigoureuse.  Elle  est  dite  grafhique,  parce  qu'on 
suppose  (jue  la  courbe  est  tracée;  mais  elle  s'exprime  analytique- 
ment  si  l'équation  de  la  courbe  est  donnée.  Cette  construction  re- 
pose sur  la  propriété  suivante,  énoncée  par  Newton  dans  son  énu~ 
mération  des  courbes  du  troisième  ordre,  et  étendue  depuis  aux 
courbes  de  tous  les  ordres  dans  la  Géométrie  de  position  de  Carnot  : 
rcSipar  un  point  0,  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  d'ordre//;,  on 
rcmène  deux  droites  OA,OB,  parallèles  à  deux  axes  fixes,  les  pro- 
rrduits  des  segments  compris  sur  ces  droites  entre  le  point  0  et  la 
recourbe  ont  un  rapport  constant,  quel  (|ue  soit  ce  point,  n 

Appelons  6  le  rapport  constant. 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  m  de  la  courbe,  ou  mène 
par  ce  point  deux  droites  ma,  mb',  parallèles  aux  deux  prenu'ères 
OA,   OH.  Ces   droites   rencontrent   la    courbe  en  deux  séries  de 

(?/t — i)  poiuls  d',  a",  ....  et  //,  //' ,  et  l'on  I'oiiik^  les  deux  |)roduils 

(b^  segments   ma',  ma" mb'.  mb" F^c  l'apporl  cb^s  sinus  des 

''    Bidt.  (lia  .■icieiiri's  iiiallii'iiiiiliiiiiia  du  l)iiriiii  di'  l'^•^llss;lc.  I.  Mil.  i.S.'in.  |).  ^kj  i-og;!. 
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angles  a,  (3,  que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  m  fait  avec  les 

(l(Hi\  (Iroilfs  via,  mb,  a  poui-  expression: 

sina 1    ma  .mu  .  .  . 

siri/3       0    inb'.mb" ■  ■  .  ' 

ce  qui  délerinine  la  direclion  de  la  tangeide. 

Pour  construire  le  cercle  osculateur  au  point  m,  on  prend  la 
droite  OA  parallèle  à  la  tangente  en  ce  point.  Cette  tangente  ren- 
contre la  coui'be  en  (w — a)  points  a",  a",.  .  .  L'autre  droite,  me- 
née par  le  ])oint  vi  ])arallèleuient  à  OB,  rencontre  la  courbe  en 
[m — i)  points  h\h\  .  .  .  et  le  cercle  osculateur  eu  un  point  p.  Ce 
point  se  construit  par  rex])ression 

1  iiib'.iub" .  .  . 

"'P  =  75 T, B 

'        7  nui  .ma  ... 

Le  cercle  osculateur  est  ainsi  déterminé  (^'. 

Des  recherches  qui  ont  fait  suite  immédiate  à  celles  dont  il  vient 
d'être  question  dans  ce  paragraphe  vont  se  ti'ouver  dans  le  cha- 
pitre suivant. 

'"'M.  H.  J.  S.  Smitli,  en  citant  ces  cons-  lateurs  ciux  deux  brandies  de  la  court)e 

U'uctions  des  deux  problèmes .  a  considéré  en  ce  point.  (  V.  Tlie  Cambridge  and  Dublin 

le  cas  où  la  combe  a  un  point  double.  Il  Mallicm.  Journal,  t.  VII,  i85-2  :  On  xomr 

construit  les  tangentes  et  les  cercles  oscu-  geometrical  Constructions ,  p.  ii8-iaG.) 


CHAPITRE  IL 

SlR     L'OUVRAGE     INTITULE     :     ApERÇL     UISTOBJQIE     SVIi    L'ORIGINE     ET    LE 

développement  des  méthodes  es   géométrie.  recherches  de 

Ge'ome'trie  qui  ont  fait  suite  à  cet  ouvrage. 

(1830-18^8.) 


Une  pensée  principale  a  présidé  à  l'élaboration  de  YAperçu  his- 
torique, celle  de  montrer  que  la  Géométrie,  regardée  depuis  plus 
d'un  siècle  comme  impuissante  par  elle-même,  et  devant  tirer 
toutes  ses  ressources  et  ses  acquisitions  de  l'Analyse  algébrique, 
était,  au  contraire,  susceptible  de  principes  généraux  et  de  mé- 
thodes fécondes  comme  celles  de  l'Analyse;  que  ces  méthodes  avaient 
même  parfois  des  avantages  propres,  en  permettant  de  pénétrer 
jusquà  l'origine  des  vérités  et  de  mettre  à  nu  la  chaîne  mysté- 
rieuse qui  les  relie  entre  elles. 

L'ouvrage  comprend  trois  parties  distinctes.  La  première  est  un 
exposé  historique  de  l'origine  et  du  développement  des  différentes 
branches  de  la  science.  Dans  la  deuxième  partie  se  trouvent,  sous 
le  titre  de  ISotes  (an  nombre  de  trente-quatre),  c|uelques  dévelop- 
])emenls  historiques  préparant  la  solution  de  certaines  questions 
lestées  couvertes  d'obscurité,  et  surtout  des  résultats  mathéina- 
liques  nouveaux,  qui  ont  fait  le  sujet  de  divers  Mémoires  publiés 
depuis.  La  troisième  partie  renferme  deux  Mémoires  disliiicts  sur  la 
thialilé  et  sur  \liomoi>raj)liic,  c'est-à-dire  sur  les  ligures  cotréhhres  et 
sur  les  figures  homographiquca,  expressions  anjourd'lini  consacrées. 

f'i't'st  cette  troisième  pailie  (|iii  a  donné  lieu  à  la  coniiiosition  do 


,S>2  i;  \I'IM»I!Ï  Sllli   I.KS  l'IiOGP.KS 

I Oiivrajjc.  Par  celle  raison,  nous  en  paileroiis  dahoid.  l'iiis  nous 
iei'ons  coiinaîli'e  le  siijel  de  |ilnsienis  des  ^oles  (|iii  lornienl  la 
deiixiènie  paille. 

II 

La  théorie  des f gares  homoloiriijves  cl  celle  dvi^  polaires  rcciproqties, 
(|iii  son!  la  base  des  beaux  Iravaiix  de  l'ilhisli-e  «{éiiéi-al  Poncelet, 
doniièreiil  une  lieureiisc;  inijtulsion  aux  reclieirlies  de  pure  Géo- 
métrie. Mais  ces  deux  niélliodes  de  transformation  des  figures  étaient 
susc<'j)tibles  d'une  [fénéralisatioii  que  les  progrès  de  la  science  ren- 
daieiii  nécessaire.  Si  la  transformation  des  propriétés  descriptives 
ne  présentait  aucune  diUicullé,  il  n'en  était  pas  de  même  des 
j)ropriétés  niétri(|ues,  dont  la  transformation  ne  se  faisait  que  dans 
des  limites  assez  restreintes.  En  outre,  les  deux  figures,  dans  fune 
comme  dans  l'autre  méthode,  avaient  entre  elles  des  relations  de 
position  qui  restreignaient  les  conditions  auxquelles  on  aurait  voulu 
satisfaire  dans  la  construction  d'une  nouvelle  figure. 

Il  V  avait  donc  à  désirer,  d'une  part,  un  type  plus  étendu  de 
l'elalions  métriques  transformables,  et,  d'autre  pari,  un  procédé  d(! 
construclion  de  lijjures  transformées  .satisiaisant  à  des  données  et 
à  des  conditions  plus  générales  que  celles  auxquelles  étaient  assu- 
jetties les  figures  lioinologifpies  et  \ei^  polaires  réciproques. 

Ces  considérations  donnèrent  lieu  à  un  travail  intitulé:  Mémoire 
de  Géoméirir  sur  deux  principes  géiiérau.i:  de  la  science,  la  Dualité  el. 
ribniiiigraphie,  adressé  (en  janvier  iSoo)  à  I  \cad(''inie  royale  des 
sciences  de  Bruxelles,  en  réponse  à  la  (piestion  suivante:  On  de- 
mande lin  e. rumen  pJiilimipJiique  des  différentes  méthodes  emploijécs  dans 
la  (i''oniclrie  récente,  et  piirliculièreincnt  de  lu  méthode  des  polaires  réci- 
proques. 

Ce  Mémoire  était  précédé  de  quel<pies  reclierclies  historiques 
qui.  lors  lie  I  impression .  oui  pris  une  plus  grande  exleiision, 
et  mil  loriiK'  le  xoliiiiie  inlilnit-  :  ipcrcii  historique  sur  l'in-ioine  et 
le  dérchqipcmciit   des    méthodes  ru    (îéométne,   piirtirulièremriil  de  celles 
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(jiii  se  rnpporteni  à  la  Gmnélrie  moderne,  svrri  d'un  Mémoire  de  Géo- 
métrie  sur  deux  principes  généraux  de  la  srieiire,  la  Dualité  et  l'Homo- 
graphie^'K 


111 

Par  principe  de  dualité  on  entendait,  nous  l'avons  déjà  dit  dans 
le  chapitre  précédent  (§  lo,  p.  4i  ),  la  dépendance  qui  a  lieu  entre 
deux  figures  dans  lescjuelles,  aux  points  et  aux  plans  de  l'une 
correspondent  respectivement  des  plans  et  des  points  de  l'autre, 
comme  dans  les  figures  polaires  réciproques. 

Ces  figures,  que  l'on  a  appelées  corrélatives,  ollVent  une  j)lus 
grande  généralité  que  celles  de  la  théorie  des  polaires  réciproques , 
parce  que,  une  figure  étant  donnée,  on  peut  prendre  arbitrai- 
rement cinq  éléments,  par  exemj)le,  des  points  ou  des  plans,  qui 
correspondront,  dans  la  figure  corrélative,  à  cinq  éléments,  plans 
ou  points  de  la  figure  proposée. 

Les  propriétés  descriptives  de  ces  figures  se  transforment  sans 
aucune  difiiculté,  comme  dans  la  théorie  des  polaires. 

(juant  aux  propriétés  de  grandeur  ou  de  mesure  linéaire,  a])- 
pelées,  d'après  Poncelet,  |U'opriétés  métriques,  on  les  ramène  à  un 
type  unique  ,  savoir  à  une  fonction  de  quatre  segments  auxquels 
donnent   lieu   quatre  ])oints  en  ligne  droite.  Que  ces  points  soient 

a,  h,  c,  d,  la  fonction   sera  — ,  :t-,  ;  les  serments  avant  des  simies. 
na    bel  '  ti  .  o 

suivant  la    règle  algébrif[U('  de  la  Géométrie  de  Descartes.  Cette 

fonction  a  été  appelée  l'apport  anharmonique  des  quatre  poinis  a,  b, 

r,  ri;  expression  maintenant  généralement  en  usage. 

I^a  lli(''orie  des  ligures  co/'jv'7rt///Y'.s  les  j)lus  générales  se  |)eui  rcn- 


''  In-qiiarlo,  IJiuxelIcs,  iHSy.  —  Ce 
volumo  forme  In  tome  M  dos  Mémoires 
coninniu's  |),\r  rAcjulémic  de  Bruxelles. 
Une  tradiiilion  idlemande  de  rouvr.ijfe 
moins  la  froisicinc  pailie").  dnc  à  \l.  le 
iloi'IeMrSolinrke,  pi-ol'e.sseni'  à  riiui\ersiU' 


de  Halle,  a  jiaru  sous  ce  litre  :  Gr-ichicliic 
lier  Geomelric,  linupluàclilicli  mit  Bezxg 
(iiif  iJir  twucrm  Mclliodcn.  Vun  CImxtes. 
\u.s  itriii  Frfimô.ii.tclirii  iVierlragen  durcit 
ir  !..    1.  Sninirl.r.  Hall,-,   iS.'îç).  in-S". 
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rcniicr  dans  iiiic  iclalioii  lort  simple  ciilro  les  coortioiiiiées  cl  un 
jioiiit.  (rime  des  deux  figures  et  les  paramètres  de  léqualion  du 
plan  cori('S|)()udant  de  l'autre  (igure.  Il  l'aut  et  il  sullit  ])our  cela 
(pie  ré(|uati()ii  du  plan  renferme  au  premier  degré  les  coordonnées 
du  [)()int. 

Ainsi  .i',  ij .  :'  l'tanl  les  coordonnées  d  nu  poiul  de  la  première 
ligure,  l'équation  du  plan  corrélatif  sei-a 

X,  ^  .  Z,  D  étant  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  courantes, 
telles  que  [ax+hij+c:+d). 

Cette  équation  renferme  quinze  coelBcients  arbitraires,  a,  h,  c, 
d,  a,  h', ...  ;  de  sorte  cjue,  une  figure  étant  donnée,  on  pourra  satis- 
faire, dans  la  construction  de  la  figure  corrélative,  à  quinze  condi- 
tions. Aussi  peut-on  former  bien  des  ty|)es  différents  de  figures  cor- 
rélatives. 

On  prendra,  par  exemple,  à  volonté  les  cinq  plans  qui  corres- 
pondront à  cinq  points  désignés  dans  la  figure  donnée.  Alors  la 
construction  géométrique  des  points  et  des  plans  de  la  figure  cor- 
rélative se  fait  fort  simplement. 

Cet  exemple  suffirait,  indépendamment  de  la  considéiation  des 
quinze  coelficients  arbitraires,  pour  montrer  ce  que  les  figures 
corrélatives  ont  de  plus  général  que  les  figui'es  polaires  réciproques; 
car  dans  celles-ci  les  conditions  données  doivent  comporter  la  dé- 
termination d'une  surface  du  second  ordre,  ce  qui  généralement 
n'est  pas  possible.  Par  exenq)le,  on  ne  peut  pas  construire  une 
telle  surface,  dans  laquelle  quatre  plans  pris  à  volonté  seraient  les 
plans  polaires  de  quatre  points  donnés  '''. 

Dans  le  système  de  deux  figures  corrélatives  le  plus  général ,  il 
existe  toujoui's  une  certaine  surface  du  second  ordre  qui  jouit  de 
celle  pi'opriété  .  (pie  les  plans  corrédatifs  des  points  de  cette  surlace, 

'  C.i'hi  (■(■siilli'  ilij  lliiVirriiii'  (■iKiiicc  iiii  i-iiiMiHcncciHciil  ilii  |):ir.ijrra|ilii'  •> 'i  ilu  cli.i- 
)jilr()  |)i'écé(lt'iÉl .  |i.  --.'.. 
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considérée  comme  appartenant  à  la  première  iigui'e,  passent  par  ces 
points  eux-mêmes;  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  d'auti'es  points. 

Mais,  dans  certains  systèmes  particuliers,  cette  propriété  appar- 
tient à  tous  les  points  d'une  figure.  Le  déplacement  infiniment 
petit  d'une  figure  dans  l'espace  en  olïre  un  exemple,  car,  Lorsqu'une 
figure  éprouve  un  dépJacemenl  mjimment  petit ,  les  plans  normaux  aux 
trajectoires  de  ses  points  enveloppent  une  figure  corrélative. 

Un  déplacement  fini  quelconque  d'une  figure  dans  l'espace 
donne  lieu  aussi  à  des  figures  corrélatives,  dans  lesquelles  les  plans 
d'une  figure  passent  par  les  points  auxquels  ils  correspondent. 

La  considération  d'un  système  de  forces  sollicitant  un  corps  so- 
lide libre  conduit  à  un  pareil  système  de  figures  corrélatives, 
d'après  ce  théorème:  Si  l'on  conçoit  dans  l'espace  un  système  de  forces, 
et  que  l'on  prenne  les  plans  des  moments  principaux  de  ces  forces,  relatifs 
à  tous  les  points  d'une  figure,  ces  plans  envelopperont  une  fgure  corré- 
lative. 

On  peut  se  servir  d'une  surface  du  second  ordre  pour  lormer 
des  figures  corrélatives  différentes  des  polaires  réciproques,  et  qui 
se  prêtent  à  des  conséquences  particulières. 

IV 

Les  figures  homographiques  les  plus  générales  sont  caractérisées 
par  l'expression  suivante  des  trois  coordonnées  d'un  point  d'une 
figure ,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  correspondant  de 
l'autre  figure  : 


d'x' 

+  h"'y' 

+  d"z' 

■  +  d" 

u'x 

■'  +  b'Y 

'  +  (,■'-' 

+d' 

a  X 

-+-  b"'y 

+  c'z 

■+d"' 

d'x' 

+  h"  y 

+  cz 

+  (/" 

d"x'  +  h'" y  +  c"z'  4-  d" 
Quinze  des  coellicients  a,  h,  c,  d,  a',  // sont  arbitiaires.  (le 
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(|iii  iMoiilie  (|iK',  uiK!  ligure  étant  (loiiiiéc,  on  [xmt  assiiirlhi-  la 
coiistiuclion  (l'une  lî<;ure  lionioj![ra[)lii(|ue  à  quinze  conditions,  de 
même  que  la  consti-ucliou  des  fiifures  corrélatives. 

Par  exemple,  la  (h'-teiwiiination  d'un  point  ou  d'un  plan  dépen- 
dant de  trois  conditions,  on  pourra  demander  qu'à  des  points  et  à 
des  plans  au  nombre  di;  cinq  de  la  premier*;  figure  corr(^sj)ondent, 
dans  la  ligure  liomogi'apliique,  des  points  et  des  plans  donnés. 

Un  peut  satisfaire  ainsi  à  des  conditions  de  ])osition  de  la  nou- 
velle ligure  par  ra])port  à  la  figure  proposée. 

(^ela  sullit  pour  montrer  ce  que  les  ligures  liomograpliiques  ont 
de  plus  général  qiu;  les  ligures  homologiques. 

Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  sur  les  développements  et 
les  nombreuses  a[)plications  de  cette  double  tliéorie  des  figures  cor- 
l'élalives  et  des  figures  liomograpliiques,  <[ui  forment  la  troisième 
partie  de  \'Ai>rna  liisloriqiie  (p.  a 7 0-8^8). 


La  deuxième  paitie  de  l'ouvrage  renferme,  comme  nous  l'avons 
dit,  des  recberches  l'elatives  à  quelques  points  liistori([ues,  et  sur- 
tout des  résultats  matliématiques. 

Nous  allons  indiquer  d'abord  les  principales  questioiis  auxipielles 
se  rapportent  ces  résultats. 

La  célèbre  question  des  Porismes  d'Euclide.  présentée  sous  un 
point  de  vue  nouveau,  avec  les  éléments  nettement  formulés  d'une 
restitution  complète  dos  trois  livres  de  l'auteur  grec,  est  le  sujet  de 
la  Note  m  (p.  :i'jh--2Sk).Ces  principes  de  restitution,  développés 
depuis,  ont  donné  lieu  à  l'ouvrage  publié  en  1860  sous  ce  titre: 
Los  Irois  linirs  de  Pon'siiH'S  d'EurJidc,  rrUdyUa  pour  la  première  fois, 
d'après  la  Police  cl.  les  Leimiics  de  l\ippus,  el  roiifon/iéiiieiil  au  senli- 
tiieiil  de  li.  Siinsou  sur  la  forme  des  énoneés  de  ces  propositions.  Il  sera 
([uestion  de  cet  ouvrage  dans  notre  quatrième  clia|)iire. 
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VI 


Les  tlu'oi'ios  ('iémentaires  qui  ont  formé,  depuis,  les  bases  du 
Traité  de  Géométrie  supérieure  et  du  Traité  des  sections  coniques,  ou- 
vrages dont  il  sera  parlé  plus  loin  (chap.  iv),  sont  aussi  le  sujet 
de  plusieurs  Notes. 

Dans  la  Note  IX  (p.  3o2-3o8)  se  trouvent  la  définition  et  les 
propriétés  principales  du  rapport  anharmonique  de  quatre  ])oints 
ou  de  quatre  droites,  et  dilTérentes  expressions  de  l'égalité  de  deux 
rapports  anharnioni([ues. 

La  théorie  de  Yinvolution  de  six  points,  qui  était  tout  entière  à 
créer,  car,  bien  que  l'on  ait  appelé  involution  de  six  points  la 
relation  qui  a  lieu  entre  les  points  d'intersection  des  côtés  et  des 
diagonales  d'un  quadrilatère  et  d'une  transversale  quelconque,  on 
ne  pouvait  faire  aucun  usage  de  cette  relation ,  par  la  raison  que 
l'on  ne  donnait  pas  de  signes  aux  segments;  cette  théorie,  disons- 
nous,  est  le  sujet  de  la  Note  X  (p.  SoS-Say),  où  l'on  trouve  les 
équations  très-divei'ses  qui  expriment  l'involution,  et  les  propriétés 
(jui  se  rapportent  à  ce  système  de  six  points '''. 

La  Note  XV  et  la  Note  XVI  (p.  336-36i)  font  connaître  les  pro- 
priétés anharmoniques  relatives  aux  points  et  aux  tangentes  d'une 
conique,  propriétés  (|ui  conduisent  à  une  théoi'ie  complète  de  ces 
courbes,  conmie  il  sera  dit  au  chapitre  iv. 

VU 

La  Note  XXI  (p.  35()-353)  renferme  ([uelques  propi'iétés  des 
Ovales  de  Descartes,  notamment  divers  modes  de  géuéi'ation  de  ces 

''*  Ces  Noies  IX  cl  X  ont  6l6  repi-o-  181,  aiS-aôG.  Nous  devons  citer  aussi 

(luites  et  dëvcloppifes  par  le  savant  géo-  rexccllcnt  ouvrajfc  de  M.  Joini  Muk^ahy  : 

mètre  T.  S.  Uavies,   professeur  à  l'Aca-  Priuciplcs  uf  modem  Geomclrij,  xrilh  nu- 

déiiiie  militaire  de  VVooIwich,  sous  le  litre  mérous  npplictitioiis  to  plane  iind  sphciical 

de  :  Modem  Geoinetn/,  dans  le  journal  /Y|«/r.v.  Dulilin,  iHf)-!.  in-8\ 
The  Mnllicnwticmii ,  vol.  1 ,  1 84.') .  p.  1  ()9- 
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c()Mil»'s  iiii  iiioy'ii  «l<;  tleux  cercles^ou  d'un  seul,  ou  de  deux  séries 
(l(!  j»aial)ol<'s  lioiiiolocalcs. 

La  coiislruclioii  par  doux  cercles  est  fort  sinij)le  :  Qu'autour  d'un 
jxiiiil  Jîxe  pris  sur  la  droite  des  centres  on  fasse  tourner  une  transversale: 
les  rayons  menés  aux  points  d'intersection  de  cette  droite  et  des  cercles 
se  rencontrenl  en  des  points  dont  le  heu  est  une  ovale  aijanl  ses  foyers 
aux  centres  des  cercles. 

La  conslruction  au  moyeu  d'un  cercle  est  une  transformation  du 
cercle,  qui  s'applique  à  des  courbes  quelconques.  Les  équations 
polaires  de  deux  courbes  étant  F (r,  0)=o  et  F(p,&))  =  o,  si  p  est 
une  fonction  de  r,  et  w  une  fonction  de  0,  on  dira  que  la  deuxième 
courbe  est  une  transformée  de  la  première. 

Que  l'on  prenne  w=  ^0,  et  pa=:r-,  a  étant  une  constante;  alors, 
si  la  première  courbe  est  un  cercle,  le  pôle  étant  un  point  quel- 
conque, la  transformée  sera  une  ovale  de  Descartes  ayant  un  foyer 
au  pdle. 

La  transformée  d'une  droite  est  une  parabole.  On  conclut  de  là 
qu'une  ovale  de  Descartes  est  le  lieu  des  points  d'intersection  de 
deux  séries  de  jiaraboles  de  même  foyer,  dont  les  unes  passent 
par  un  ])oint  fixe,  les  autres  par  un  second  point  fixe,  et  dont  les 
axes  font  entre  eux  un  angle  de  grandeur  constante'''. 

En  considérant  que  les  ovales  de  Descartes  sont  la  projection 
stéréograjiliique  de  la  courbe  d'intersection  d'une  splière  et  d'un 
cône  de  révolution  *^),  on  a  conclu  que  ces  courbes  ont  toujours 

'''  M.  Salmon ,  en  citant  ce  procédé  de  que  les  deux  com-bes  primitives;  pro- 
Iransformation  dans  son  excellent  Traité  position  importante,  qui  l'a  conduit  à 
des  coiirt)es  d'ordre  supérieur,  en  a  fait  de  belles  propriétés  des  courbes,  parti- 
diverses  applications  [A  Trcalise  on  ttie  culièrement  à  divers  systèmes  de  coiu-bes 
hi[rhcr  plane  cnrves ,  p.  2/11).  orthogonales.  {\oir  Journal  de  Matltéma- 

M.  W.  Itoberts  a  g-énéralisécettc  trans-  liipies  de  M.  Liouville,  t.  XIII.  p.  aog- 

lorniation  en  prenant  2-20,  18/18.) 

w^nO     et     p=r=^°,  '•'  Théorème  de  M.  Qnçtelet.  (^on-e.?- 

et  a  reniarqufi   que  deux  courbes  li'ans-  pondance  mathémaliquc et  jitnjsiijuc.   t.  V, 

formées  se  couj)eut  sous  le  inônie  anjjle  1829,  p.  t  l'i.) 
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deux  points  doubles  imaginaires  à  l'infini  sur  un  cercle''^''.  M.  Cay- 
ley  a  remarqué  depuis  que  ces  points  doubles  sont  des  points  de 
rebroussement  '-'. 

Une  autre  propriété  très-importante  des  ovales  se  trouve  aussi 
dans  cette  INote  XXI,  c'est  qu'e/fes  possèdent  Irois  foijers,  c'est-à- 
dire  que,  outre  les  deux  foyers  auxquels  se  rapporte  leur  équation 
ar  +  br'  =  c,  elles  en  possèdent  un  troisième ,  qui,  associé  à  l'un  ou  à 
l'autre  des  deux  premiers,  donne  lieu  à  une  é([uation  semblable. 

Cette  propriété  des  ovales  a  été  le  point  de  départ  de  plu- 
sieurs reclierches  récentes,  dues  notamment  à  MM.  Syl veste r, 
Cayley  et  Crofton'^'.  M.  Hart  avait  déjà  reconnu  que  les  ovales 
qui  ont  leurs  trois  foyers  communs  forment  deux  séries  de  courbes 
qui  se  coupent  deux  à  deux  à  angle  droit  en  leurs  huit  points  d'in- 
tersection '''.  Nous  aurons  à  citer,  au  cliapitre  v,  d'autres  proprié- 
tés de  ces  ovales,  découvertes  par  MM.  Mannbeim  et  Darboux. 


viri 

La  Note  XVIII  (p.  372-875)  renferme  la  solution  de  ce  pro- 
blème :  Elaiit  données  quatre  surfaces  du  second  ordre  inscrites  dans 
une  surface  du  même  ordre  U,  construire  une  surface  du  second  ordre 
inscrite  aussi  dans  U  et  tangente  aux  quatre  surfaces  données.  Cette 

''' Ces  points  appartiennent  aux  asym-  p.     88),     proposition     dénionln'e    par 

ptotes  du  cercle  qui  est  rîWiCflince  de  la  M.   Cayley  {ibid.  août,  p.    loG)  et  par 

sphère  au  point  d'oîi  partent  les  rayons  M.  Groftou  {ibid.  octobre,  p.  i6o). 
projetants.  [Aperçu  hist.  p.  aSo  et  353.)  M.  Crofton  a  démontré  plusieurs  autres 

<^'  Journal  de   Mathcvuuiques ,  1.  XV,  propriétés  des  ovales.  (Voir  On  Certain 

i85o,  p.  356.  PropertiesofllieCartesianOvalsjtreHledby 

<''  On  doit  à  M.  Sylvester  ce    beau  tlic  Melliod  ofVectorialCo-ordinalcs,msijvé 

théorème  :  Trois  points  pris  en  ligne  droite  dans  les  Proceedings  de  la  Société  matlié- 

sur  une  cubique  circulaire  (c'est-à-dire  fpii  matiquede  Londres,  mars  i8fi6.) 
passe  par  les  deux  points  imaginaires  à  '*'  An  account  of  some  irausformatioiDs 

l'infini  sur  un  cercle)  sont  les  foijers  d'une  of  curves.  (Voir  The  Cambridge  and  Dublin 

ovale  qui  passe  par  les  quatre  foyers  de  la  Mathcmatical   Journal,    t.     VIII.    iSSo, 

cubique  {Educational  7'i)«e,Vj  juillet  1866,  p.  h']-'^tQ.) 
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soliilioii  (IcMciil  crllc  (In  crlèhrc  itioblrmc  d  une  splièi'e  laiijjeiilt' ii 
([iialrt'  splièrcs  dniiiircs.  en  supposant  (juc  la  surtace  U  se  réduise 
à  une  conirpic  l'cprésentant  une  surface  infuiinienl  a])lalie,  puis  qiu' 
cette  conique  soit  le  cercle  niajjinaire  situé  à  rinfini. 

IX 

Trois  diamètres  conjugués  déterminent  un  ellipsoïde.  La 
Note  XXV  a  pour  objet  de  construire  en  grandeur  et  en  direction 
les  trois  axes  de  l'ellipsoïde,  question  dans  laquelle  on  s'était  borné 
à  donner  l'équation  du  troisième  degré  qui  détermine  la  grandeur 
des  axes.  Par  un  simple  raisonnement  fondé  sur  le  principe  de  con- 
tinuité, ou,  en  d'autres  ternies,  des  relations  contingenles ,  nommant 
ainsi  les  relations  qui  existent  dans  un  état  général  d'une  figure  et 
disparaissent  (devenant  imaginaires)  dans  un  autre  état  également 
général  de  la  figure,  on  est  conduit  à  deux  constructions  de  la 
question.  Puis  on  en  conclut  (juelques  théorèmes  nouveaux.  Nous 
citerons  celui-ci  :  .SV  Von  drinandc  que  trois  diamèlres  conjugués  d'un, 
ellipsoïde  aboutissent  à  trois  points  donnés,  et  que  deux  axes  de  l'ellip- 
soïde soient  de  grandeur  donnée,  tous  les  ellipsoïdes  satisfaisant  à  ces 
conditions  ont  leurs  centres  sur  une  courlw  du  qualriènie  ordre,  (jui  est 
une  ligne  de  courbure  commune  à  deux  surfaces  lioniofocales. 

Si  les  trois  axes  de  l'elupsoïde  sont  doiniés  en  grandeur,  huit 
cllipsoidcs  satisfont  à  la  ipiestion;  leurs  centres  sont  les  huit  [)oints 
d  inlerseetion  de  trois  suiiaces  homofocales. 


I^a  Note  XXX  (p.  376-883)  se  rapporte  à  un  système  de  sur- 
faces réciproques,  dont  il  paraît  que  Monge  s  était  occupé,  car  la  dé- 
linition  analytique  de  ces  surfaces  nous  a  été  conservée  dans  une 
liste  de  ses  Mémoires'''. 

'''  Voici  la  siiri[)le  luilc  (jiip  l'on  i)ossèd(!  rflcs  coordonmîcs  d'un  point  d'une  sur- 
sur  ce  travail  ilo  Mong'c  :  n-.r,  )/.  ;  ôUiiil         tri'ace  courbe,  pour  lequel  on  a  léqualion 
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Un  (léiiioiilre  que  les  surl'aces  doiil  il  s'agit  sont  des  polaires  réci- 
proques relatives  à  un  paraboloïde. 

On  tait  connaître  ensuite  un  nouveau  système  de  surfaces  réci- 
proques, dérivé  de  la  considération  du  mouvement  infiniment  petit 
d'un  corps  dans  l'espace,  et  qui  s'exprime  par  des  relations  diffé- 
rentes de  celles  de  Monge,  mais  aussi  simples.  On  donne  enfin 
les  formules  générales  qui  comprennent,  comme  cas  particuliers, 
ces  deux  systèmes  de  surfaces  réciproques. 

Le  Mémoire  de  Monge  n'a  pas  été  publié,  et  l'on  n'a  jamais  su 
quel  en  était  le  sujet;  mais,  comme  l'illustre  auteur  avait  ramené 
aux  quadratures  Vinlégraiion  de  Vécpiaiioii  diJfcrenticUe  à  deux  variables 

y  =  xFp  +  fp,  ¥  et  î  étant  des  fonctions  quelconques  de  p  =  -p-,  par  la 

considération  de  courbes  réciproques  *^',  on  était  induit  à  penser  que 
les  surfaces  réciproques  avaient  pu  servir  à  l'intégration  des  équa- 
tions aux  différences  partielles  à  trois  variables.  Effectivement  la 
Note  XXX  développe  le  calcul  qui  pouvait  satisfaire  à  la  question'"^'. 
Et,  en  outre,  cette  conjecture  a  été  confirmée  depuis  par  un  beau 
travail  de  M.  A.  de  Morgan,  l'éminent  professeur  de  YUnivcrsity 
Collège  de  Londres. 


<tdz  =pclr  -+-  qdy,  les  coordonnées  a:',  y',z' 
frde  son  point  récipi'oqne  ont  poin'  expres- 
rtsions 
x'  =  p,  y'  =  q,  z'=px-i-qy—:. 
«Le  lieu  de  tous  ces  points  réciproques 
frest  la  surface  reciproipie  de  la  surface 
rr  proposée.  La  réciprocité  de  ces  deux 
tt  surfaces  consiste  en  ce  que  la  première 
(t  surface  est  le  lieu  des  points  réciproques 
ttdela  deuxième,  comme  la  deuxième  est 
(fie  lieu  des  points  réciproques  de  la  pre- 
rrmière. Ti  (Voir  Application  de  l'Awdyse  à 
la  Géométrie,  h"  édit.  1809,  p.  iv.) 

'''   Corrcsp.  sur  l'Ecole  Polyleclnnqiic . 
I.  I.  180.5.  p.  yli. 


'-'  M.  A.  de  Morgan,  dans  un  Mé- 
moire sur  l'intégration  des  équations  aux 
différences  partielles,  donne  deux  mé- 
thodes, dont  la  seconde  coïncide  avec 
celle  (pie  propose  la  Note  de  ÏApcrçu 
comme  pouvant  avoir  été  l'objet  du  Mé- 
moire de  Monge;  coïncidence  que  fait 
connaître  M.  de  Morgan.  (Voir  Metliods 
0/  hilegrcting  Partial  DiJ/hrential  Equa- 
tions. Transactions  de  la  Société  philoso- 
phique de  Cambridge,  vol.  VllI,  i8.'i(), 
p.  6o6-Ci3.)  —  On  somc  points  0/  ihe 
intrgral  Calcidiis.  (Ilnd.  vol.  I\.  pari   il. 

I  Sf)!  .   |l.    Il  ().  ) 
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XI 

Les  tliéoi'ùmos  de  Pascal  el  de  Brianclion  relatifs  à  l'hexagone 
inscrit,  ou  circonscrit  à  une  conique  faisaient  désirer  <|nelques  pro- 
priétés analogues  des  surfaces  du  second  ordre.  Cette  recherche  a 
été  le  sujet  de  la  Note  XXXIl. 

En  observant  que  ces  théorèmes  se  penvent  rapporter  à  un 
simple  triangle  en  présence  d'une  conique,  on  a  été  conduit  à  une 
double  propriété  d'un  tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  ordi'e, 
qui,  à  ce  point  de  vue,  est  une  généralisation  admissible.  Voici 
l'énoncé  correspondant  au  théorème  de  Pascal  : 

Lorsque  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  rencontrent  une  surface  du 
second  ordre  en  douze  "points ,  on  peut  considérer  ces  points  comme  étant 
trois  à  trois  sur  quatre  plans  déterminés  chacun  far  trois  points  appar- 
tenant à  trois  arêtes  du  tétraèdre  issues  d'unméme  sommet:  ces  plans  ren- 
contrent respectivement  ceux  des  faces  opposées  aux  sommets,  salivant  quatre 
droites  qui  sont  les  génératrices  d'un  même  système  d'un,  tnjperboloïde. 

Le  théorème  corrélatif  correspond  au  théorème  de  Brianchon. 
Les  deux  théorèmes  donnent  lieu  à  plusieurs  corollaires.  Il  existe 
d'autres  théorèmes  généraux  relatifs  à  un  tétraèdre  et  à  une  sur- 
face du  second  ordre  '''. 

XII 

Diverses  propriétés  des  courbes  à  double  courbuie  du  troisiènu^ 
ordre,  dont  on  ne  connaissait  encore  qu'une  seule,  due  à  M.  Mo- 
bius*-',  et  des  propriétés  de  la  développable  lieu  des  tangentes  de 
cette  courbe,  font  le  sujet  de  la  Note  XXXIII  (p.  ioS-ioy).  Nous 

<■'  Aim-çu,  Note  XXXIl,  p.  4oo-io3.  238-3^3;  t.  VU,  1 85-2,  p.  io-i3.  Ajou- 

ïh.  Wedfllc,  jeune  ge'omèlre  eiilevd  pré-  Ions  surlout  que  l'auteur  est  parvenu,  en 

niaturément  aux  sciences,  a  démontre' ces  outre,  à   une  relation  entre  dix  points 

théorèmes  et  plusieurs  autres  présentant  d'une  surface  du  second  ordre,  ce  qui 

aussi  de  l'analogie  avec  les  théorèmes  do  était  le  but  principal  dans  ces  recherches. 

Pascal  et  de  Brianchon,  dans  le  Cambridge  (Ibid.  t.  V,  p.  aaC-aSS.) 
iind  Dublin  Mallicinalical  Journal,   t.  IV,  ■'  L'éminent  géomètre,    en    donnant 

18/49,  !•■  •'■G-/i4;  t.  V,  i85o,  p.  58-C(),  les  expressions  barycentriques  de  la  courbe 
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aiu'ous  à  revenir  sur  ces  courbes  du  troisièiiK'  ordre  dans  notre 
cliapilre  iv. 

XIII 

Nous  citerons  enfin  laNote  XXXI  (p.  .SSi-Sgc)),  qui,  sous  le  titre 
de  Propriétés  nouvelles  des  surfaces  du  second  ordre,  analogues  à  celles 
desfoijers  dans  les  coniques,  renferme  un  grand  nombre  de  tliéorèmes 
concernant  soit  une  seule  surface,  soit  le  système  triple  de  surfaces 
homofocales  :  théorèmes  qui  sont  devenus  d'un  usage  important 
dans  beaucoup  de  recherches  depuis  quelques  années. 

Les  propriétés  relatives  à  une  surface  se  rapportent  principa- 
lement à  deux  coniques  qui,  dans  la  surface,  jouent,  chacune,  le 
rôle  des  deux  foyers  dans  les  coniques.  Ces  deux  courbes  sont  pré- 
cisément celles  que  M.  Dupin  avait  trouvées,  ainsi  que  nous  l'avons 
dit  (chap.  i),  comme  étant  chacune  le  lieu  des  foyers  de  l'autre,  et  le 
lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  passant  par  une  conique, 
puis  comme  lieux  des  ombilics  du  système  triple  de  surfaces  du 
second  ordre  orthogonales,  et  aussi  comme  limites  de  ces  surfaces, 
qui,  perdant  une  dimension,  s'aplatissent  et  se  réduisent  à  des 
coniques;  mais  l'illustre  géomètre  n'avait  pas  étudié  leurs  rap- 
ports avec  une  des  surfaces.  Ces  courbes  avaient  aussi  été  remar- 
quées, à  des  points  de  vue  différents,  par  Binet''',  comme  heux  des 
points  de  l'espace  pour  lesquels  un  corps  solide  a  deux  de  ses 
moments  d'inertie  principaux  égaux  entre  eux  ;  par  Ampère  '-', 
comme  le  lieu  des  points  d'un  corps  qui  admettent  une  infinité 
d'axes  permanents  de  l'otation  ;   par  MM.    Quetelet'^',  Demonfer- 

gauclie  «lu  troisième  ordre,  de  ses  plans  '    Journal    de    l'Ecoh   Pohjtccliniijiic, 

oscuiateui's  et  de    ses   tangentes,  a  re-  \vi*  caliier.  p.  (53. 

connu    que    les   points  d'interscclion  des  -^^   Mémoire  sur  les  turcs  periiinnents  de 

tangentes   et    d'un    plan    hsculateiir    sont  rotation  des  corps.  (Voir  Mém.  de  l'Acad. 

sur  une  conique.  (Der  baryccntrische  Cal-  des  sciences,  t.  V,  18'.! 6,  ]).  86-1 52.) 

culj    ein    neues   Hûlfsmittel  tur   anali/ti-  '^'  Nouvcait.r  Mémoires  de  l'Académie  de 

scheii  Uohnnilhnifr  der  Géométrie.  i.('i|)zig.  liriixellcs ,  1.  II.   iS-!o.  p.  1  o  1 .  —  Cnr- 

1827.1  rosiioiidaiice  inatliêiudtKjiif ,  l.lll.  p.  -i-^h. 


\)!i  UAPPORT  SUR  LES  PROGRES 

l'aiid  "'  cl  Alorlon  -,  coniriic  le  licd  des  soiniiipts  dos  côiips  de  ivvo- 
liilioii  (|ir()ii  pciil  l'iurc  piis.sci"  |);ii' une  (•oiii(|ii(' (ainsi  (juo  lavait  fait, 
dès  le  pi'iiicij)e ,  M.  Dupiii)  ;  oiilin ,  par  Sleincr'-^'  et  Bobillier  '*',  comme 
le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  l'évoliition  (|ii'on  peut  circoiis- 
cv'wc,  à  une  surface  du  second  ordre. 

Mais  dans  ces  reclierches  rien  n'avait  fait  soupçonner  l'analogie 
qui  existe  entre  les  ])ropriétés  de  ces  courbes,  àréijard  de  la  surface 
dans  lacpielle  on  les  considère,  el  les  propriétés  des  foyers  d'une 
('oni([ue. 

On  démontre  ici  (jue  chacune  des  deux  courbes  est,  à  l'éjfard 
de  la  surface,  ce  «pfest  le  système  des  d(!U\  foyei's  à  l'égard  d'une 
conique.  Pai-  cette  raison,  les  deux  courl)es  sont  nommées  contques 
focales  ou  excentriques  de  la  surface. 

Les  surfaces  (pii  ont  une  même  conique  focale  ont  nécessai- 
rement en  commun  la  secoufb'  coniqiu'  focale. 

Ces  surfaces  liovto focales  donnent  lieu  à  de  nombreuses  ])ropi'iétés; 
une,  entre  autres,  ([ue  l'auteur  dit  être  la  plus  importante,  c'est 
([u'elles  sont  toutes  inscrites  dans  une  même  développable  imagi- 
naire, dont  les  deux  coniques  focales  sont  des  lignes  doubles  (ou 
lignes  de  striction,  suivant  l'expression  de  Poncelet);  les  deux  au- 
tres lignes  de  striction  sont  imaginaires  :  l'une  est  une  troisième 
locale  couqu'ise  dans  le  troisième  ])lan  |)rincipal  commun  à  toutes 
les  surfaces,  et  l'autre  est  à  I  iidini. 

Le  lieu  (les  pôles  (l'un  plan  relatifs  aux  surfaces  est  une  droite  pcr~ 
peudirulaue  au  plan  ■'^■,  etc. 

Parmi  les  théorèmes  relatifs  à  une  surface,  on  distingue  celui-ci  : 

Le  cône  circonscrit  à  une  suiface  a  pour  axes  principaux   les  nor- 

'''   llulliiui  (le  1(1  Siicirlc  pliiloiinaliKjni' .  ''   (Airrc-'ipoiiiliiiicc  miitliciiiiilii/iw  et  pliy- 

.■inii.  i8-iij,  |>.  116.  .v/y«p,delM.  Qiicleiet,  1.  IV,  18-38,  p.  157. 

'-'  Tran.iaciioDs  de  la  Siicii'li'jilnlnsnpliiijiir  ^'   Coniine  au  noiiihrc  (les  surfaces  se 

(Ir  (Mmbriitjrc ,  t.  lil,  1"  |i;irtie.  p.  18.").  (rouveiit   les  quatre  coniques,  lignes  de 

'''  Joiiriiiil  (le  MittliihiKiliiines  (\f  C.vcWc.  siricliou  de  la  di-vcloppable.  on  conclut  de 

).  I.   i8->(),  |).  IÎ8.  cl  Uiilhiiii  (les  nfii'111-es  c-i'  tjii'oi'ènic.  à  tégard  de  la  quatrième. 

yy/H^//c'///»/.  de  KiM-ussac.  I,  \ll.  i(S->-j.p.  ■) .  t^[ùA\<'i>sl\ocercleimiiffi(i/nre  .liliié  ()  l'in/ihi. 
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mules  aux  trois  surfaces  homofucalcs  menées  par  son  sommet ,  et  pour 
Up-nes  focales  les  génératrices  de  rhijperholoïde  à  une  nappe,  qui  est  l'une 
(le  ces  trots  surfaces  ;  d' où  il  résulte  que  les  cônes  de  même  sommet  circons- 
crits à  deux  surfaces  komojocales  se  coupent  à  angle  droit,  et,  par  suite, 
(jue  deux  surfaces  homofocales  peuvent  être  considérées  comme  les  deux 
nappes  lieux  des  centres  de  courbure  d'une  famille  de  surfaces^^\ 

M.  Liouville  a  donné  l'équation  générale  de  ces  surfaces'-^'. 

Los  théorèiiies  contenus  dans  cette  Note  XXXI  ont  toute  la  gé- 
néralité désirable,  à  l'exception  de  deux.  En  signalant  ces  deux-là 
aux  recherches  des  géomètres,  l'auteur  ajoute  que  leur  généralisa- 
tion permettrait  sans  doute  de  lever  les  dillirultés  que  présente  le 
j)ro]jlème  de  Tattraction  des  ellipsoïdes  sur  les  points  extérieurs. 
Effectivement,  dans  une  simple  note,  à  la  fin  de  la  partie  historique 
de  l'ouvrage  (p.  556).  se  trouve  une  proposition  ([ui,  par  sa  géné- 
ralité, satisfait  au  double  f/mf/erar»w  signalé.  Et  depuis,  ces  théo- 
rèmes généralisés  ont  permis  de  traiter  le  problème  de  l'attraclion 
des  ellipsoïdes  par  des  considérations  nouvelles  et  Irès-fécoiuh's 
(voir  ci-a])rès,  §  i  5). 

XIV. 
Recbcrclics  purement  historupies. 

Nous  indiquerons  ici  les  rcclierches  qui,  dans  la  Note  Xll,  inti- 
tulée :  Sur  la  Géométrie  des  Indiens,  des  Arabes,  des  Latins  et  des  Occi- 
dentaux an  moyen  âge  (j).  6i6-5/i2),  se  rapportent  à  un  passage 
célèbre  de  la  Géométrie  de  Boèce ,  et  à  la  Géométrie  cultivée 
très-anciennement  chez  les  Indiens. 

En  jelanl  un  coup  dd'il  rapide  sur  IV'fal  de  la  Géomélrie  cliez  les 

'''   Aperçu  historujue  sur  l'orijj-i)i('  cl  le  iStU)  sur  li's  siiiTiires   du  second  {irdrc, 

(léreloppewent  des  wclhodes  en  Géométrie,  iiienlidinK'  iiii  eliii[)ilre  i,  p.  ^(J;  elle  cas 

|).  .3f)2.  —  Le  cas  parlicidier  de  deux  sur-  général,  dans  deux   écrits  de    i8.'$i    el 

faces  liornofocales  de  révolution  el  celui  i83/i.  (Voir,  f)  ce  sujet,  le  Jniiriinl.  de. 

des  deux  coniques  focales  qui  représen-  de  \L  Liouville,  t.  M.  iH/i().p.  i->(i-i>3. 

tenl  deux  surfaces  homofocales  inliniiiienl  ''    .laiiriKi/  tic  Mulliéiiinlii/iics .   l.  \\l. 

aplaties  se  trouvaient  dans  le  Mémoire  de  i  .S.")  i  ,  p.  (i. 
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lioiiijiiiis.  riiiilciir  s'est  attaché  à  la  divination  d'un  passa<3[e  nbsrnr 
iiiii  Iciininc  \o  premier  livre  de  la  Géoniéti'ie  de  Boèce,  et  se  rap- 
porte à  un  système  aiùtlimélique  en  usaj^e  chez  les  Pythagoriciens, 
et  dont  se  servaient  les  arpenteurs  romains.  Ce  passage  avait  résisté 
aux  interprélalioHs  des  érudils,  depuis  plus  de  deux  siècles.  L'expli- 
cation qu'on  en  donne  montre  que  le  système  décrit  par  Boèce, 
comme  étant  celui  dont  on  se  servait  de  son  temps  dans  les  calculs 
de  la  mesure  des  surfaces,  était  notre  système  actuel,  qui  se  pra- 
tiquait alors  avec  neutchilTres,  sans  le  zéro;  ces  chiffres  prenaient 
des  valeurs  de  position  croissantes  en  progression  décuple,  dans 
des  colonnes,  ce  qui  ])ermettait  de  laisser  une  place  vide  où  nous 
enqdovons  un  zéro. 

Dans  le  cours  de  cette  explication  se  trouve  une  remanjue  alors 
inattendue,  savoir,  qu'il  y  a  identité  entre  le  système  décrit  par 
Boèce,  et  le  sujet  d'un  petit  traité  de  Gerbert  (le  pape  Sylvestre  II) , 
intitulé  :  De  numerorwn  divisione,  dont  on  ignorait  aussi  la  signi- 
tîcation,  et  que  l'on  crovait  dérivé  en  termes  mystérieux  de  la 
science  arabe. 

Ces  deux  textes  obscurs  de  Boèce  et  du  pa])e  Gerbert  deman- 
daient des  développements  qui  ont  fait  le  sujet  de  plusieurs  com- 
munications à  l'Académie  des  sciences''',  et  les  vues  émises  dans 
Y  Aperçu  ont  été  adoptées  ])ar  les  érudits '-'.  Ainsi,  il  est  reconnu 

''    Voir  :  Comptos  rendus  de  rAciidrmie  '"    Nolaninieiit  ])ar  Huiiibolilt,  qui  pre- 

dcs  sciences ,  t.  Vl,i838,p.  618;  t. Mil,  ii.iit  (tautant  plus  dinlérèt  au  sujet .  qu'il 

p.  7  a  ;  t.  I\,p.  hh']\  t.  XVI,  i8'i3  :  E.rjili-  a\ait  l'ail  une  étuilo  approfondie  des  divers 

cation  des  traités  de  l'Ahacus,  p.  lôG-iyS  systèmes  de  cliiirres  usités  chez  les  dill'é- 

els  1  8-î>4();  Dérehppements  et  détails  liis-  rents  j)euples,  et  sur  l'orig-ine  de  la  valeur 

tiifiiiiii's   sur  din')-s  jininls  du  .si/slème  de  de  pi^sïlion.  [Uber  die  licivcrscliicdencnl  ôl- 

/' l/y«(((.s ,  ]).    I  o;)0-i. '!■>();    I.   W  II  : /}/>-  hem  iiblichen  Sjjstemen  von  Zahheichen  und 

clierclic  lies  traces  du  système  de   f  llin-  iilier  dcn  Ursprung  des  Stellenverthes  in  den 

eus,  aprl:s  que  cette  niélliode  a  pris  le  nom  iiidisrtieii  Zatilcn.  Voir  Journal  de  Crolle, 

d' Âlgorisme ;  —  Preuves  que,  à  toutes  1rs  t.  I\.  il^U),  p.   -joS-aSi.)  li'illustre  au- 

époques  jusqu'au  Ml''  siècle,   0»  a  su.  que  leur    a    approuNe   pleinement,  dans  son 

r  Iritliint'tique  vulffaire  avait  pour  iiriifine  Cosmos  (t.  II,  p.  i ()8  et  a^ô  de  la  Iraduc- 

cette  méthode  ancienne,  p.   i'i3  i.>'i.  lion  française),  les  ri'snltalsconsijfnés  dans 
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que  notre  système  de  numération  ne  nous  a  point  «'"té  imj)oi'to 
par  les  Arabes,  et  qu'il  était  piatir|ué  vuljjairemenl  au  temps  de 
Boèce.  Il  n'y  a  même  aucune  raison  de  dire  qu'il  ne  remonte  pas 
jusqu'à  Pythagore,  à  qui  Boèce  l'attribue  très-formellement  ''. 

La  Géométrie  de  Boèce  renferme  un  autre  passage  beaucoup 
moins  important,  mais  qui  méritait  une  mention  spéciale.  C'est  la 
description  du  pentagone  étoile,  qui  n'y  avait  point  encore  été  remar- 
quée. Ce  passage  curieux  induisait  naturellement  à  rechercher  si 
l'on  rencontrerait,  dans  le  cours  du  moyen  âge,  des  traces  de  cette 
théorie  des  polygones  étoiles,  dont  l'ouvrage  de  Boèce  présentait 
ainsi  le  germe.  Effectivement  cette  recherche  fit  reconnaître  que 
Bradwardin,  au  commencement  du  xiv"  siècle,  et,  deux  siècles  après, 
Charles  de  Bouvelles  avaient  traité  assez  amplement  de  ces  poly- 
gones, qu'ils  nomment  figures  à  angles  égrédienis;  puis  enfin  que 
Kepler,  dans  son  immortel  ouvrage  de  ï Harmonique  du  Monde,  a  été 
conduit  à  la  véritable  notion  analytic^ue  cjui  lie  ces  figures  étoilées 
aux  polyjfones  anciens,  savoir,  que  les  côtés  des  polygones  de  même 
nombre  de  sommets  sont  les  racines  d'une  même  équation;  par 
exemple,  que  les  côtés  des  trois  heptagones  sont  les  racines  d'une 
écjuation  du  troisième  degré;  vue  analytique  profonde,  qui  aurait 
dû  suffire  pour  préserver  de  l'oubli  cette  partie  de  l'ouvrage  du 
grand  Kepler. 


VAperçu  historique  et  développés  depuis 
dans  les  Cumples  rendus  de  rAcadéniie. 

Mais  il  faut  consulter  sui'tout,  sur  cette 
matière,  rimporlanl  ouvraf^e  du  savant 
professeur  do  l'université  dHeidelherg , 
le  D'  Morico  Cantor,  sur  l'intervention 
des  Matliématiques  dans  le  dévelo|)penient 
de  la  civilisation  des  peuples  :  Mnlhcma- 
tisclie  BciUiige  ziim  Kulturleljcn  der  lôllccr. 
Halle.  iKCi.'i,  1  vol.  iii-8".  'i.'io  pafjes.  (Ine 


analyse  fort  étendue  de  cet  ouvrage,  due 
à  l'éniinenl  helléniste  et  érudit  M.  Henri 
Martin,  doyen  de  la  Faculté  des  lettres 
de  Rennes,  se  trouve  dans  les  Anmili  di 
Matcmalica  de  M.  Tortolini,  t.  V,  i8f)3, 
p.  aSy-So^i  et  SSy-Sgi. 

'''  Recherche  des  traces  anciennes  dn 
si/stcme  de  l'Abacus.  Calcul  de  \  ictoriuus 
et  Commentaire  d'Abbon.  (Comptes  rendus, 
f.  I,\l\'.  i8(')y.  |).   1  (i.-jQ-i  ndy.) 
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XV 

I  ne  analyse  des  ouvraffcs  indiens  mis  au  jour  par  le  célèbre 
oi'ienlalisle  Colebrooke  ''  trouvait  une  place  nécessaire  danslM/je/rw 
liistorifjiir;  car  ces  ouvrages  renlermeut,  indépendamment  d'une 
partie  alf;ébri([ue  qui  avait  causé  un  grand  étonneinent.  une  par- 
tie géom(''lri(|ue  qui  n'avait  point  été  sulTisaniment  étudiée,  sur 
la<pielle  on  s'était  mépris,  et  qui  méritait  autant  que  l'Algèbre  de 
fixer  lattention  des  géomètres. 

Le  i'ragment  d'algèbre  qui  se  trouve  dans  l'ouvrage  de  Brabme- 
gupta  se  rapporte  à  l'analyse  indéterminée  du  premier  et  du  second 
degré.  Les  solutions  de  l'auteur  sont  supérieures  atout  ce  que  ren- 
ferme sur  ce  sujet  l'ouvrage  de  Diopbante;  elles  ont  un  cacliet 
d'originalité  qui  distingue  la  science  bindoue  de  la  science  grecque. 
Les  formules  y  sont  précisément  celles  auxquelles  Euler  est  par- 
venu, dans  le  siècle  dernier,  après  que  Viète,  Fermât  et  d'autres 
s'élaient  occupés  de  cette  partie  de  l'Analyse. 

Colebrooke  avait  pensé  que  la  Géométrie  avait  été  cultivée 
par  les  Hindous  avec  beaucoup  moins  de  succès  que  l'Algèbre , 
parce  qu  il  ne  remarquait,  dans  la  partie  géométrique  de  Brabme- 
gupta,  que  cpielques  propositions  élémentaires,  telles  que  le  carré 
de  l'bypoténuse  dans  le  triangle  rectangle,  la  proportionnalité  des 
côtés  homologues  dans  les  triangles  semblables,  et  l'aire  du  triangle 
en  fonction  des  trois  côtés,  qui  paraissait  être  la  proposition  la  plus 
considérable  de  l'ouvrage. 

En  outre,  l'illustre  orientaliste  et  les  érudits  qui  rendaient  compte 
de  l'ouvrage  avaient  admis  qu'un  autre  auteur  bindou,  Bbascara 
Acharya,  du  \\f  siècle,  postérieur  à  Brabmegupta  de   cinq  à  six 

'''  Algebra  xvilh  arkiiinetic  uni  tiiensii-  Colebrooke  et  les  auteurs  anglais.  D'au- 

rathii ,  from  thc  sanscrit  oj  Bruhmegiipta  très,  depuis,  ont  reniplace  le  par  un  a, 

niid  Illinsciira,  I^ondon,  1817.  iii-'i".  dont  l'^crd  Erahmn/riijila. 

Nous    écrivons  Brahmcguptu ,   rraprès 
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siècles,  avail  écrit  (riinc  manière  plus  savante  que  celui-ci,  et 
l'avait  même  rectifié  sur  quelques  points.  C'eût  été  là  un  fait  bien 
singulier  dans  l'histoire  de  la  civilisation  hindoue,  qu'on  sait  avoir 
été  toujoui's  en  déclinant  depuis  un  grand  nombre  de  siècles, 
à  tel  point  C|ue,  depuis  longtemps,  on  ne  comprend  plus,  sur  les 
lieux,  les  ouvrages  qui  ont  été  transmis  par  une  longue  tradition. 

Cette  considération,  et  la  discordance  surtout  qui  avait  lieu 
entre  la  ])erfection  du  fragment  d'alfjèbre  de  Brahmegupla  et  l'in- 
fériorité apparente  de  la  partie  géométrique,  provoquaient  à  un 
nouvel  examen  de  l'ouvrage  liindou. 

Cet  examen  est  le  sujet  principal  de  la  partie  de  la  Noie  Xll 
relative  à  la  Géométrie  des  Indiens.  On  y  a  J'ecoimu  que  cette 
partie  géométrique  de  l'ouvrage  de  Bralimegupta  renfermait  di- 
verses propositions  dont  Colebrooke  n'avait  point  tenu  compte, 
probablement  parce  qu'elles  y  sont  en  quelque  sorte  comme  autant 
d'énigmes  par  le  laconisme  et  l'obscurité  de  leurs  énoncés,  dans 
chacun  desquels  certaines  conditions  qui  forment  l'iiypothèse  sont 
toujours  sous-entendues.  Ces  propositions  sont  précisément  les  plus 
importantes;  elles  sont  le  siq'et  de  fouvrage,  et  elles  montrent  que, 
loin  de  renfermer  des  éléments  de  Gé^ométrie,  comme  on  lavait 
cru  d'abord,  ce  fragment  n'est  autre  cju'une  théorie  du  (putdrilnlèrc 
inscriplihlc  au  ceirk.  L'auteur  s'y  propose  et  résout  avec  un  ])lein 
succès  ce  pi'oblème,  alors  remarquable  :  Trouver  qnalrr  h'gnrs  expri- 
mées en  nombres  rahonvels  tris,  que  le  quadrilatère  insrriptiblr  dans  Je 
eerrle,  formé  avee  ces  liijnes  pour  côtés,  ait  toutes  ses  autres  parties,  telles 
que  sa  surface,  ses  diagonales,  le  diamètre  du  cercle  circonscrit,  etc. 
exprimées  aussi  en  nombres  rationnels. 

La  théoiie  dont  il  s'agit  est  exposée  complètement  et  avec  une 
grande  précision  ;  toutes  les  propositions  s'encliaînent  naturellemenl  : 
mais  les  énoncés  v  sont  très-laconiques,  parce  qu'on  v  suppose 
connues  les  conditions  principales  de  la  cpieslion. 

r,e  fragment  de  jféométi'ie  n'a  rien  de  pins  pratique  (pie  le 
Iragmenl  d'algrhre  (pii  l'ciirei-iiie  la  (liéoric  des  ('■(pialioiis  imh'lei- 
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iiiiii(''('s  (lu  luciiiici'  ('(  (lu  second  dc^gré.  Les  dtnix  [jroiivcul  iiiu! 
1  .\lj;(''l)r('  et  la  (i(''oiii(''lri(>  avaient  (.Hé  cultivées  avec  le  nu^-nie  suc- 
cès, au  point  de  vu(!  tliéori(|ue,  c'est-à-dire  de  la  science  propre- 
ment dile,  ])ar  l'ancien  peuple  hindou,  et  nous  pouvons  ajouter, 
dune  inani(''i'e  originale  et  supérieure  à  la  science  grecque.  Car  s'il 
est  (pieslion  du  (juadrilat(M"e  insciipliljle  au  cercle  dans  Ptolémée, 
et  proljahleinent  dès  lors  dans  Ilipparque,  c'est  simplement  poui' 
le  calcul  des  cordes  (doubles  des  sinus  actuels),  utile  en  Trigono- 
métrie. Et  il  ne  nous  a  été  transmis  aucun  fragment,  ni  par  les 
auteurs  grecs,  ni  par  les  Arabes  (jui  his  ont  étudiés  pendant  trois 
siècles  avec  zèle,  qui  nous  autorise  à  croire  que  les  Grecs  se  soient 
occupés  de  la  C[uestion  du  ipiadrilatère  inscriptible,  imaginée  et 
résolue  par  les  Indiens. 

Est-ce  fortuitement  que  la  théorie  des  équations  indéterminées 
du  second  degré  et  celle  du  quadrilatère  inscriptible  au  cercle  se 
trouvent  réunies  dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta?  On  pourrait  le 
croire,  puisque  ces  deux  questions,  l'une  de  pure  Analyse  et  l'autre 
de  pure  Géométrie,  ne  ])araissent  pas  comporter  de  points  de  con- 
tact. Mais  il  existe  des  liens  secrets  dans  toutes  les  jiarties  des  Ma- 
thématiques; il  y  avait  donc  lieu  ici  à  réflexion  et  examen,  d'au- 
tant plus  que  l'on  savait  par  Lucas  de  Burgo  que  les  formules 
données  par  Léonard  de  Pise,  dans  son  Trailé  des  nombres  carrés, 
pour  la  résolution  de  l'équation  x-  -\-y^  =  \,  y  étaient  démontrées 
par  la  considération  des  figures  géométriques '^^K 

Létude  de  la  question  a  fait  reconnaître  qu'eftectivement  les  for- 
mules algébri(|ues  de  Brahmegupta  se  pouvaient  déduire  des  cons- 


'''  Ce  trailé  de  Fibonacci,  dont  on  dé-  ouvrages  du  moyen  âge  et  de  la  renais- 

plorait  la  perte,  depuis   que   Eucas  de  sanee  que  Ion  croyait  perdus.  (V.  Co)«^?m 

15urgo  en  avait  fait  mention,  a  été  retrouvé  rendus  de  l'Acad.  des  sciences ,  t.  XXXIV, 

et  publié  par  le  prince  lialthasar  Bon-  i85a  ,  p.  889;  t.  XXXIX  .  i85i  ,  p.  i  171; 

conipagni,  à  qui  les  sciences  matli('ina-  t.  XE,  iSSô,  p.  776;  t.  XLVIII,   i8î)9, 

tiques  doivent  la  publication  do  nomlireiix  p.   io.'>/j;  t.  EXIV,   18G7,  p.  89.) 
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Uuclioiis  de  la  (jueslioii  géométrique  :  cela  a  été  le  sujet  d'un  tra- 
vail que  nous  nous  borneions  à  indiquer  ici'''. 

Pour  compléter  cette  notice  sur  les  progrès  que  lliistoire  des 
Mathématiques  chez  les  Indiens  a  faits  depuis  une  trentaine  d'an- 
nées, nous  mentionnerons  des  Reclierches  sttr  l' Astronomie  indienne 
à  une  éj)oque  reculée,  d'après  un  manuscrit  inédit,  qui  renferment 
des  révélations  nouvelles,  notamment  une  mélhode  de  calcul  du 
mouvement  des  planètes,  que  les  Indiens  attribuent  aux  Chaldéens 
et  qui  diffère  de  celle  des  Grecs  transmise  par  Ptolémée  dans  1.4/- 
mageste'^-'i .  Ces  recherches  ont  été  le  sujet  d'une  communication  à 
l'Académie,  dans  sa  séance  du  2  noveudjrc  i8/iC)'-^'.  Elles  otïrent 
un  nouvel  exemple  de  l'originalité  des  travaux  mathématiques  des 
Indiens  à  l'égard  de  ceux  des  Grecs. 

XVI. 

Rechei'chcs  de  Géométrie  qui  ont  fait  suite  à  rApEBçv  uistobique. 

Attraction  des  ellipsoïdes.  —  Nous  avons  dit  que  l'étude  des  pro- 
priétés des  surfaces  homofocales,  qui  est  le  sujet  de  la  Note  XXXI 
de  Y  Aperçu  historique,  complétée  par  une  Note  additionnelle  de  l'ou- 
vrage (p.  556),  permettait  de  traiter  la  question  de  l'attraction 
des  ellipsoïdes  par  des  considérations  nouvelles  très-fécondes.  C'est 
efl'ectivement  le  propre  des  spéculations  de  pure  Géométrie  de 
s'étendre  naturellement  et  dotfrir,  par  un  enchahiement  continu, 
des  ressources  inattendues.  Aussi  la  question  de  l'attraction  se  pré- 

'''  Note  sur  1rs  éqtuUions  indéterminées  iiiêiiie   dans  le   U'ès-sn\aiil  ouvrage  <le 

du  second  degré.  —  Démonstration  jréomé-  M.  Vazquoz  Qucipo  :  Essai  sur  les  systèmes 

trique  des  formules  des  algét)ristcs  indiens.  métriques  et  monétaires  des  anciens  peuples , 

(yoWJourn.dc  Malli.  t.  il,  iS.'iy,  p.  iiy-GS.)  depuis  les  premiers  temps  historiques  jusqu'à 

'*'  On  remarque  aussi  dans  celte /ls?ro-  la  fin  du  khalifat  d'Orient,  •.!  vol.  in-8°, 

nomie  indienne  une  mesure  de  la  terre  en  1 ST);). 

pas  decliameau,  unité  de  mesure  dont  il  '^^  Comptes  rcmlus .  I.  Wlll.  p.  8^i5- 

iie  se  trouve  nidle  part  aucune  menlioTi,  8.V1. 
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senta-l-elle  à  laiiteiir  sous  plusiouis  points  de  vue,  qui  doiiuèrenl 
lien  ;i  divers  Alririoircs.  ol  s'élciidircnl  même  au  problème  général 
(II'  I  allraclidii  dun  coijis  de  loinic  (piciconque. 

1837.  (  Il  prciiiHT  lra\ail  '  a  pour  oiiiel  ilc  iiKiiilri'r  que  les  l'ormules 
c'oiiiiut's  pour  1  allraclion  de  1  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur  con- 
duisent immédiatement,  par  un  simjiie  cliangemoni  de  variables, 
auquel  on  navait  pas  encore  songé,  à  (expression  do  raltraclion 
d'une  couche  inliniment  mince  comprise  entre  deux  suilaces  ellip- 
soïdales concentriques,  seinblaldesetsemiilabiement  ])lacées;  attrac- 
tion qu'on  pi'ouve  être  normale  à  l'ellipsoïde  mené  par  le  point  (;t 
liomolocal  à  la  surl'ace  externe  de  la  couche;  ce  qui  l'ail  connaître 
les  surfaces  de  niveau  relatives  à  rattraclion  de  la  couche.  Ce  clian- 
{{emeiit  de  variables  par  kupud  on  réduisait  les  inlégrales  doubles 
à  des  intégrales  simples  jierinellaii  délendre  la  solution  au  cas  de; 
I  ellipsoïde  liéh'-rogène,  résultai  auipnd  Poisson  a  attaché  de  I  iin- 
])ortance  -  . 

1837.  Dans  un  second  Mémoire,  intitulé  :  Sui'  l'allraclion  d'une  couche 
ellipsoïdale  injiiiiinent  niiuce:  —  Des  rapports  qui  ont  lieu  entre  celle  attrac- 
tion et  les  lois  delà  chaleur  dans  un  corps  en  équilibre  de  iempèralure^^\ 
l'auteui-  didermine  directemeni,  jiar  de  simples  considérations  de 
Géométrie,  rex|)ressionde  l'attraction  de  la  couche  inliniment  mince, 
qu'il  avait  déduite,  dans  leMémoire  précédent,  des  ronnulcs  connues 
de  l'attraction  d'un  ellipsoïde.  11  (>st  conduit  à  une  jiropriélé  nou- 
velle des  points  correspondants  (pic.  dans  son  Mémoire  sur  lattrac- 
lioii  des  ellipsoïdes  lioinogènes'''\  Ivory  avait  considérés  sur  deux 
ellipsoïdes  homorocaux,  et  par  les<juels  il  ramenait  iminédiatement 
le  calcul  de  ralli'acli(m  sur  des  points  extérieurs  au  cas  des  points 


'''  Jounuil    de    l' Ecole    Poli/lcflinifjue,  Journal   île    l'Ecole    Poli/tecliiiiij 

\\\'  caliier,  iHSy,  ji.  fl/i'i-aôô.  \\v'  rallier,  p.  2G6-3i(J. 

''  Comptes  rciulu^  de  l'Académie  des  ''  PhilosophicnlTmnsaclioiis ,  i8o() 
sciences,  l.  \  1 .  1  S3H  .  p.  H3o  (>l  87  1 . 


lie. 
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intérieurs.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que  :  Le  lieu  d'une  série 
de  points  correspondants  sur  des  ellipsoïdes  homofocaux  est  une  trajec- 
toire orthogonale  à  leur  surface  (c  cst-à-dire  la  courbe  d'intersection 
de  deux  hyperboloïdes  homofocaux). 

Ce  théorème,  qui  s'applique,  bien  entendu,  à  une  série  d'hyper- 
boloïdes  ou  de  paraboloïdes  homofocaux ,  avait  ici  une  très-grande 
importance,  parce  que  cette  propriété  des  points  correspondants 
indiquait  une  voie  de  généralisation  des  théorèmes  relatifs  à  l'ellip- 
soïde*", et  de  leur  extension  à  l'attraction  des  corps  de  forme  quel- 
conque, comme  on  le  dira  plus  loin. 

Le  même  Mémoire  renferme  diverses  analogies  entre  les  pro- 
priétés de  l'attraction  dune  couche  ellipsoïdale  et  les  lois  de  la 
chaleur  dans  un  corps  en  équilibre  de  tenqiérature.  On  y  démontre 
aussi  quelques  théorèmes  généraux  sur  l'attraction  de  couches 
diflerentes  de  la  couche  elliptique,  sujet  dont  les  géomètres  ne 
s'étaient  pas  encore  occupés. 

C'est  dans  ce  Mémoire  et  dans  le  précédent  que  l'on  a  considéré 
pour  la  première  fois  les  surfaces  de  niveau  relatives  à  l'attraction 
d'un  corps,  qui  sont  maintenant  d'un  usage  continuel. 

Nous  citerons  une  propriété  importante  de  ces  surfaces  :  Si  l'on 
conçoit  vn  canal  infiniment  étroit  dont  les  arêtes  curvilignes  soient  des 
trajectoires  orthogonales  aux  surfaces  de  niveau  relatives  à  un  corps 
(juelconque,  les  attractions  fjue  ce  corps  exercera  sur  les  éléments  des 
surfaces  de  niveau  interceptés  par  ce  canal  auront  toutes  la  même  va- 
leur f-^). 

Le  célèbre  théorème  de  Machunin  sur  1  attraction  des  ellipsoïdes 
consiste  en  ce  que  :  Deux  ellipsoïdes  homofocaux  exercent  sur  un  point  ex- 

'■  I^'nuteiiraiinonco(S-.!2)quel'altrac-  get,  comme  il  sera  dit  au  chapitre  v. 
lion  des  paraboloïdes  cllipti([iies  présente  '^'  Art.  /jo  et  45  du  Me'i)ioire.  —  Dans 

tous  les  mêmes  résultats  que  l'attraction  une  Noie  sur  l'altraction ,  M.  C.  JJriot  a 

des  ellipsoïdes,  et  ([u'il  en  fera  le  su  jet  d'un  donné  une  nouvelle  démonstration  de  ce 

Mémoirespécial.  tietravail  n'apasparu.La  ihéovàme.  {\'o\r  Jotinialde Matlirmatiques . 

ipiesliona  été  traitée  depuis  par  M.  Bour-  t  XI.  i8i6:  p.  ly'i-ijtJ.) 


lO/i  liAl'l'OKT  SUK   LES  l'UOGRES 

lérieur  des  allracliom  qui  ont  la  même  direchon  et  sont  entre  elles  comme 
les  masses  des  deux  ellipsoùlrs.  Maclaurin  n'avait  déinontro  ce  lliéo- 
rème  t[uo  dans  le  cas  le  ])lus  simple,  celui  où  le  point  attiré  est 
situé  sur  un  des  axes  des  deux  ellipsoïdes.  Sa  généralisation  était 
loi't  désirée  et  avait  exercé  en  vain  la  sa<]acité  de  plusieurs  <;éomèlres, 
notamment  de  d'Alcnibert  el  de  Lagrange.  (le  l'utLaplace  qui  parvint 
à  démontrer  le  tliéorème  jtour  une  position  f[uelcon(]ue  du  point 
attiré;  et  cela  lui  permit  de  déduire  l'expression  de  l'attraction  sur 
un  j)()int  extérieur  de  l'expression  sur  un  point  intérieur,  (pii  ne 
présentait  pas  de  ditlicultés.  Mais  l'analyse  deLa])lace,  fondée  sur 
l'emploi  des  séries,  ne  parut  pas  rigoureuse"'.  Legendre,  suivant 
une  marcJie  différente,  après  avoir  surmonté  les  difficultés  analyti- 
ques les  plus  grandes,  parvint  à  calculer  directement  l'exjjression 
de  l'attraction  sur  un  point  extérieur,  d'où  il  conclut  le  théorème 
de  Maclaurin  <-'. 

Dans  les  premières  années  de  ce  siècle,  Ivory,  par  sa  conception 
heureuse  des  points  correspondants  sur  des  ellipsoïdes  homofo- 
caux,  ramena  le  calcul  relatif  aux  points  extérieurs  à  celui  des 
points  intérieurs,  ce  qui  permettait  encore  de  conclure  le  théo- 
rème de  Maclaurin.  Peu  de  temps  après,  Gauss  traita  aussi  cette 
grande  question  de  lalti'action.  Une  analyse,  qui  embrasse  les 
deux  cas  d'un  point  extérieur  et  d'un  point  intérieur,  a  conduit 
l'illustre  géomètre  au  théorème  de  Maclaurin  et  à  l'expression 
de  l'attraction  sur  un  point  intérieur (^'.  Enfin,  deux  ans  après, 
Rodrigues  résolut  ces  mêmes  questions,  comme  nous  l'avons  dit 
précédemment  (chap.  i,  S  i  /i) ,  par  une  méthode  élégante  et  simple, 
fondée  sur  la  déconqiosition  de  l'ellipsoïde  en  couches  infiniment 
minces. 

Persuadé   ipie    (cilames  grandes  «[uestions  ne  sont   accessibles 

'''   Mi'iiioirrx  (le  rAciidciiiic  il.es/iciciices  ,  ''    Tlieiniii  (illnirliaiiis  rur/mniiii  sj)lui'- 

Miinéo  lyS.'î,  et  Mécanique  céleste,  1.  Iti.  roidironiin  cllipticoruiii  iiiellioilo  iiovii  Iriic- 

'•''''  Mémoircx  (le  l'Académie  (Ici  xcicnres .  luln.    {(l(»imtenl((tione.s  récent.   Soc.    doit. 

iiiiiin;  ly.S.S.  |,.  'ir)'i-/i8(;.  lili.  II.  iSi.'].) 
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qu'à  lanalyse,  et  que,  si  la  syntlièse  a  fait  les  premiers  pas  dans 
l'attraction  des  ellipsoïdes  par  les  beaux  résultats  de  Maclaurin, 
cette  question  ne  devait  néanmoins  être  résolue  complètement 
que  par  des  transformations  analytiques,  Poisson  voulut  triom- 
pher des  difficultés  c|ue  cette  voie  pouvait  présenter;  ce  qu'il  fit 
avec  succès  dans  un  Mémoire  de  i833*''. 

Mais  il  restait  toujours  à  désirer  une  démonstration  directe  et 
rigoureuse  du  tiiéorème  de  Maclaurin.  On  était  loin  de  croire  que 
de  sinq)les  considérations  de  Géométrie  pourraient  y  suffire'-). 


'''  Mémoires  de  l' Académie  des  sciences , 
t.  XIII,  i835,p.  497-5i5. 

''''  Voici  à  ce  sujet  le  sentiment  de 
deux  de  nos  plus  illustres  contemporains, 
et  même  aussi  de  Lagrange. 

Legendre ,  à  la  suite  de  sa  solution  de 
l'attraction  sur  des  points  extérieurs,  s'ex- 
prime ainsi:  te  Ce  problème  est  probable- 
rrment  un  de  ceux  auxquels  la  méthode 
« xynthélique  ne  serait  point  applicable  :  car, 
trpour  rendre  l'intégration  possible,  il  ne 
tt  paraît  pas  qu'il  y  ait  d'autre  moyen  que 
'de  décomposer,  comme  nous  avons  fail, 
fie  spbéroïde  en  couches  ou  en  enveloppes 
'•coniques;  or  l'attraction  d'une  de  ces  en- 
"veloppes  exige  une  intégration  Irès-diUi- 
"cile  et  fort  au-dessus  des  moyens  ordi- 
ffuaires  delà  synthèse.»  [Mém.  de  l'Acad. 
des  sciences,  année  1788  ,  p.  48C.) 

Poisson  ,  après  avoir  exprimé  l'opinion 
que  l'analyse  seule  peut  résoudre  les  pro- 
blèmes un  peu  diflîciles,  et  que  la  syn- 
thèse y  est  impuissante,  dit  que  néan- 
moins le  livre  des  Principes  mathématiques 
de  la  philosophie  naturelle  fait  exception  à 
cette  règle,  et  il  ajoute  ce  qui  suit  :  trOn 
"[leut  encore  citci>le  beau  théorème  de 
"  Maclaurin  sur  l'atlraction  d'un  ellipsoïde  ; 
fiuais  s'il  est  vrai  que  dans  cette  question 
fia  synthèse  ail  d'abord  dcvaticé  l'analyse, 


rr celle-ci  a  bientôt  repris  sa  supériorité 
rr  entre  les  mains  de  Lagrange,  et  la  ques- 
rrtion  n'a  été  enfin  résolue  complètement 
tr que  par  des  transformations  analytiques, 
rrque  l'on  n'a  pas  tout  de  suite  imaginées, 
fret  auxquelles  la  synthèse  n'aurait  pu  sup- 
rpléer.  n  [Note  sur  le  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide,  lue  à  l'Académie  des 
sciences,  le  26  mai  i83i.  Voir  le  journal 
l'Institut,  année  i83/i,  p.  217.) 

Lagrange ,  au  sujet  du  célèbre  théorème 
de  Lambert  sur  les  arcs  d'ellipses  de  même 
grand  axe,  décrits  dans  un  même  temps, 
théorème  démontré  par  l'auteur  synthéti- 
quement,  exprimait  aussi  la  pensée  que 
l'analyse  géométrique  ne  pouvait  avoir  de 
l'avantage  sur  l'analyse  algébrique  que 
foi't  rarement.  (Mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin  pour  1778,  p.  i83.  —  Méca- 
nique analytique  de  Lagrange,  annotée  par 
M.  J.  Bertrand,  i855,  note  v,  p.  334.) 

On  trouve,  dans  un  Mémoire  de  M.  Che- 
lini.  Délie  legge  onde  un  ellissoide  etero- 
geneo  propaga  la  sua  nttratione  da  punlo 
a  punlo,  une  analyse  intéressante  des  so- 
lutions du  problème  données  par  Le- 
gendre ,  Laplace ,  Ivory,  Gauss,  Rodrigucs, 
Poisson  et  M.  Cliasles.  (Voir  Memorie  délia 
Accademia  dclle  scienze  deW  Istituto  di  Bo- 
logna ;  sericseconda ,  t.  i ,  1 86a ,  p.  3-52.  ) 
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1837.  (j'csl  cependant  principalenienl  en  vue  de  ce  théorème  si  célèbre 
de  iMacIaurin,  que  les  reclieirlies  sur  les  surfaces  homolocales, 
dont  YAparçu  hisloriquc  renl'ei'niait  une  analyse,  avaient  été  entre- 
prises. Peu  de  temps  ajirès,  un  Alémoii'e  dans  lequel  le  théorème 
était  démontré  directement  dans  toute  sa  généralité  lut  présenté 
à  l'Académie'"'.  Ce  travail  est  précédé  d'une  notice  historique  sur  les 
rcîcherches  des  divers  {jéomètres  qui  se  sont  occupés,  quel(pu.'s-uns  à 
plusieurs  reprises,  de  celle  célèbre  question  de  l'atlraction  des  ellij)- 
soules.  Il  a  été  le  snji'l  d  un  rapjjori  de  M.  Poiusot,  où  se  trouvent 
des  considérations  sur  l'analyse  et  la  synthèse,  bien  jiropres  à  inspirer 
conlianceaux  jeunes  fféomètres  dans  les  ressources  de  la  pure  Géo- 
métrie, trop  négligée  depuis  pi'ès  de  deux  siècles  en  laveur  du 
j)erfectionnement  des  nouveaux  calculs  de  Leibnitz  et  de  iNewton, 
auquel  les  géomètres,  avec  une  émulation  naturelle,  ont  consacré 
tous  leiu's  etlorts.  Mais  les  ])aroles  mêmes  de  l'illustre  ra[)porleur 
trouvent  ici  leur  place  naturelle,  parce  qu'elles  constatent  un  pro- 
grès de  la  Géométrie,  et  surtout  parce  qu'elles  montrent  la  néces- 
sité d'une  culture  simultanée  de  cette  partie  des  Mathématiques 
et  de  l'analyse  proprement  dite.  Les  voici  : 

('.{'  M('nu)ire  remarquable  nous  olfro  un  nouvel  exemple  de  l'élejjance  et  de 
la  clarle  (|ue  la  Géome'trie  peut  rt'[)an(lre  sur  les  questions  les  plus  obscures 
et  les  plus  dillîciles.  Celle  belle  niélbode  géométrique  des  anciens,  qiCon  ap- 
pelle vulgairement  quoique  improprement  la  Sijnthèse,  a  plus  d'une  l'ois  di'vancé  la 
méthode  algébrique,  ([uon  appeli(!  aujounlhui  YAnahjse.  C'est  ce  qu'on  a  vu 
surtout  par  les  ouvrages  immortels  de  ÎVewton,  et  par  un  travail  admirable 
deMaclaurin  sur  la  question  même  (|ui  nous  occupe  :  chef-d'œuvre  de  Géomé- 
trie, que  Lagrange  compare  à  tout  ce  (|M'Ar(liimède  nous  a  laissé  de  plus  beau 
et  déplus  ingénieux.  Que  si,  dans  ce  probièuuj  célèbre,  l'analyse,  à  son  tour, 
maniée  si  habilement  par  Lagnuigi;,  Laplace,  Legendre  et  les  meilleurs  ana- 
lystes de  noire  lonq)s,  a  repris  (uilin  l'avantage  et  n'a  plus,  comme  on  dit,  rien 
laiss('  à  (l('siivr,  ou  ne  pourra  plus  néanmoins  apporter  cet  exemple  comme 
une  preiixc  (h;  la  siqu'ciorité  de  l'analyse  sur  la  méthode  des  anciens.  Car  l'au- 

'''  CoiiipIcK  roidiis.  t.  V.  icS.'iy,  p.  8/|->;  inséri' iliins  lo  i-ocucil  des  Suvaiils  clrangem , 
I.  I\.  tS'Hi,  p.  fi-u|-7i.",. 
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leur  nous  fait  voir  aujourd'hiii  que  par  celle  mélliode,  qui  n'est  qu'une  suite 
lumineuse  de  raisonnements  conduits  par  ia  syntiièse,  on  pouvait  également 
parvenir,  et  d'une  manière  plus  facile,  à  nue  solution  complète  du  problème. 
La  question  n'était  donc  point,  comme  on  avait  pu  le  croire,  au-dessus  des 
forces  de  la  synthèse.  Les  dernières  difficultés,  il  est  vrai,  n'en  avaient  été  vain- 
cues que  par  la  seule  analyse;  mais  il  nous  semble  que  ce  succès  même  ne 
prouvait  pas  bien  ici  la  supériorité  de  l'instrument,  car  il  (allait  d'abord  re- 
manjuer  que,  depuis  Newton  et  Maclaurin,  la  synthèse  avait  été  négligée  et 
comme  abandonnée;  tandis  que  l'analyse,  exclusivement  cultivée,  avait  reçu  de 
jour  en  jour  de  nouveaux  perfectionnements;  ce  qui  donnait  une  explication 
toute  naturelle  des  avantages  alternatifs  qu'avaient  présentés  ces  deux  méthodes. 
Quoi  (ju'il  en  soit,  il  est  certain  qu'on  ne  doit  négliger  ni  l'une  ni  l'autre; 
elles  sont  au  fond  presque  toujours  unies  dans  nos  ouvrages,  et  forment  en- 
semble comnu;  l'instrument  le  plus  complet  de  l'esprit  humain.  Car  notre  es- 
prit ne  marche  guère  qu'à  l'aide  des  signes  et  des  images;  et  (|uaud  il  cherche 
à  pénétrer  pour  la  première  fois  dans  les  questions  difficiles,  il  n'a  [las  trop 
de  ces  deux  moyens  et  de  celte  force  particulière  qu'il  ne  tire  souvent  que  de 
leur  concours.  C'est  ce  que  tout  le  monde  peut  sentir,  et  ce  qu'on  peut  re- 
connaître dans  le  Mémoire  même,  dont  il  faut  que  nous  donnions  maintenant 
une  idée  plus  précise'". 

Bientôt  après  fut  coniiminiquée  ti  l'Académie  une  Nouvelle  solu-  j838. 
lion  (le  l'allrnclion  d'un  ellipsoïde  hétérogène  sur  un  •point  extérieur  ^-\ 
solution  extrêmement  simple,  n'exigeant  qu'une  propriété  des  sur- 
faces du  second  ordre,  relative  aux  points  correspondants  introduits 
par  Ivory.  On  démontre  d'abord,  ce  qui  se  fait  sans  dilliculté,  que 
[mur  une  couche  infiniment  mince,  comprise  entre  deux  surfaces  ellipsoï- 
d(des  concentriques,  semblables  et  seniblahkment  placées,  la  somme  des 
éléments  de  la  couche,  divisés  par  leurs  dislances  à  un  point  extérieur,  est 
la  même  pour  tous  les  points  d'un  ellipsoïde  homofocnl  à  la  surface  externe 
de  la  couche.  De  celle  jiroposition  se  déduit  ensuite  aisément  l'ex- 
pression de  la  valeur  et  la  direction  do  l'attraction  d'tnie  couche  sur 
un  jioint  (^\t(''rieur,  |)uis  l'expression  connue  de  i'atiraclion  <l  ini 
ellipsoïde. 

'''   f,'')»/y(/c.v  Vfiidns ,  t.  Vi.  i  838  ,  p. 808-  Ciimpli'x  irndiix.  I.  \  1 ,  1  K:\>>  ■  |).  903- 

81 -J.  „,.-,. 
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i83(j.  Théorèmes  généraux  sur  ïatlraclion  des  corps  el  la  théorie  de  la 
chaleur  ''l  —  Les  considérations  sur  lesquelles  reposent  les  recher- 
ches relatives  à  l'attraction  des  ellipsoïdes  contenaient  le  germe  de 
théorèmes  généraux  relatifs  à  l'attraction  d'un  corps  de  forme  quel- 
conque, et  s'appliquaient  aussi  à  la  théorie  de  la  chaleur,  comme  à 
celle  de  l'électricité  i\  la  surface  des  corps.  Deux  théorèmes  sur  ce 
sujet  furent  communiqués  à  l'Académie  dans  sa  séance  du  1 1  fé- 
vrier 18.39.  Voici  l'énoncé  du  premier,  relatif  à  l'attraction:  Si  l'on 
a  un  corps  de  forme  quelconque,  terminé  par  une  surface  fermée  ;  que  Von 
considère  au  dehors  une  surface  de  niveau  relative  à  l'attraction  du  corps; 
et  que  cette  surface  recouvre  une  couche  homogène  infiniment  mince,  dont 
les  épaisseurs  en  ses  différents  points  soient  en  raison  inverse  des  dislances 
de  ces  points  à  la  surface  de  niveau  infiniment  voisine,  cette  couche  jouira 
des  deux  propriétés  suivantes  :  1  "  elle  n'exercera  aucune  action  sur  un  point 
quelconque  situé  dans  Viiitérieur  de  sa  paroi  interne;  1°  t attraction  qu  elle 
exercera  sur  un  point  extérieur  aura  la  même  direction  que  l'aHrartion 
exercée  par  le  corps  lui-même  sur  ce  point  ;  et  ces  deux  attractions  seront, 
en  intensité,  proportionnelles  aux  deux  masses  alliranlcs. 

18/iâ.  (le  (héorùmo  général  a  été  démontré  dans  un  Mémoire  inséré 
dans  la  Connaissance  des  temps  \Mnu'  i865  (Paris,  i8/i-i).  11  s'ap- 
pii([U('  aux  couches  électriques  formées  à  la  surface  des  corps 
conducteurs,  et  aux  couches  que  l'on  peut  former  par  les  flux  de 
chaleur  sur  les  surfaces  isothermes  dun  corps  en  équilibre  de  tem- 
j)érature,  considérées  par  M.  Lamé  dans  son  beau  Mémoire  sur 
ce  sujet'-'.  Quant  à  l'électricité,  on  ne  connaissait  que  deux  couches 
électri(pu^s  :  la  couche  ellipsoïdale  vérifiée  par  Coulomb,  et  les 
couches  formées  ])ar  l'électricité  en  équilibre  sur  deux  sphères,  cé- 

'"'  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca-  \  8.'58.  — Journal  de  Malhémaliques ,  t.  II , 

demie  des  sciences,  l.  VIII ,  1 839 ,  p.  209.  1  B.'iy,  p.  1 67-1 83.  —  Il  s'agit  ici  du  cas 

—  Connaissance  des  temps   pour   18/4.").  où  In  lempdralure  V,  qui  correspond  nu 

juin  i84'>;  Additions,  p.  i833.  ])olentiol  de  rallraclion,  s'annule  connne 
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lèbn;  problème  traite'  par  Poisson ''l  Le  Mémoire  actuel  fait  con- 
naître une  infinité  de  couches  semblables,  puisque  chaque  surface 
de  niveau  relative  à  l'attraction  d'un  corps  recouvre  une  telle 
couche,  à  laquelle  il  suffit  de  donner  pour  épaisseur  en  ses  diffé- 
rents points  l'inverse  des  distances  de  ces  points  à  la  surface  de  ni- 
veau infiniment  voisine  (-'. 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  généraux  n'exige  que  des  con-    1 838. 
sidérations  de  Géométrie.  Sturm,  que  le  sujet  intéressait,  a  donné 
depuis  une  démonstration  analytique  des  résultats  principaux'^'. 

XVII. 

Recherches  diverses. 

Mémoire  sur  les  lignes  conjointes  dans  les  coniques'^''''. —  On  appelle  i838. 
lignes  conjointes  le  système  de  deux  cordes  communes  à  une  conique 
et  à  un  cercle.  Le  travail  dont  il  s'agit  renferme  d'assez  nom- 
breuses propriétés  relatives  à  certains  systèmes  de  coniques  coupées 
par  un  cercle  ou  par  une  série  de  cercles  concentriques.  Il  se  ter- 
mine par  quelques  propositions  analogues,  concernant  les  surfaces 
du  second  ordre  coupées  par  des  sphères.  Les  énoncés  suivants 
présentent  le  résumé  de  ces  propositions  : 

L  Si  l'on  a  un  système  de  surfaces  du  second  ordre  concentriques  et 


'''  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'élec-  niveau,  ont  été  reproduits,  ainsi  c[iit!  les 

tricité  à  la  surface  des  corps  conducteurs.  beaux  théorèmes  de  Poinsot  sur  la  rota- 

—  Second  Mémoire  sur  le  même  sujet.  tion  des  corps,  dans  l'important  ouvrage 

(Voir  Mémoires  de  la  Classe  des  sciences  publié  en  Amérique  par  le  célèbre  astro- 

mathémuliques  et  physiques  de  l'Institut  de  nome    M.   Benjamin   Peirce    :    Phijsical 

Fraticc ,  année  1811.)  and  celcstial  Mechanics.   Boston,   i853, 

*'''  Les   résultats   que    renferment  les  in-/j°. 

différents  Mémoires  sur  l'attraction  des  ''"'  Journal  de  Mathématiques,  t.   VII. 

corps,  dont  il  vient  d'être  question,  parti-  iSia  ,  p.  aiS-ayo. 

culièrement  sur  les  couches  infiniment  '*'  Journal  de    Mathématiques,   t    HI, 

minces  construites   sur  les   surfaces   de  i838,  p.  38J)-/i3/i. 
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luwKilhrtKjura  ri  uiir  srrir  de  xphirca  (lénilrs  d'un  criilrc  ntininuii,  i"  le» 
sommelH  des  râiics  du  second  ordre  qui  passent  pur  les  courbes  d'inlersee- 
tion  de.  rhacpie  surface  el  de  cliaqve  sphère  sont  sur  une  cubique  gauche; 
v.°  cette  cubi(iue  passe  par  Je  centre  des  surfaces,  par  le  centre  des  sphères 
el  par  les  pieds  des  sir  normales  abaissées  de  ce  point  siir  chacune  des 
surfaces '''K 

II.  iSV  pur  la  courbe  d'intersection  d'une  sphère  el  d'une  surface  du  se- 
cond ordre  on  fait  passer  tmc  injinilê  d'autres  surfaces  du  second  ordre. 
i"  les  normales  abaissées  du  centre  de  la  sphère  sur  ces  surfaces  forment 
un  cône  du  second  (wdre  el  ont  leurs  pieds  sur  une  cubique  gauche,  qui 
est  aussi  le  lieu  des  centres  des  surfaces  ;  9"  cette  courbe  passe  par  le  centre 
de  la  sphère  et  par  les  sommets  des  quatre  cônes  qu'on  peut  mener  par  la 
courbe  d'intersection  commune  à  la  sphère  el  aux  surfaces. 

1839.  Propriétés  nouvelles  de  l'hi/perboloïde  à  une  nappe  ^-1.  —  Los  ])i'oprié- 
lés  dont  il  s'agit  sont  relatives  aux  génératrices  d'un  même  système 
de  l'iiyperboloïde,  quon  associe  deux  à  deux,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Par  un  point  pris  dans  un  plan  quelconque  on  mène,  dans  ce 
jilaM,  une  série  de  droites  dont  chacune  rencontre  deux  des  géné- 
i-atrices  dun  même  système.  Ce  sont  ces  génératrices,  ainsi  asso- 
ciées deux  à  deux,  qui  donnent  lieu  à  de  nombreuses  propriétés 
de  riiyperboloïde,  parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes  : 

Un  plan  (juelconque  coupe  chaque  couple  de  génératrices  associées  en 
deux  points;  les  cordes  qui piiguenl  ces  points  passent  toutes  par  un  même 
point. 

'''  On  lùiviiil  peuL-èlrc  pas  fiicorf  fii  .luunwl  do  Mrilliciiiiilifjiirft,  I.  IV.    iH-'Jc). 

a  considé'er  le  nombre  de  six  iioniiiilcs  p.  lyS.)  Etplns  tard  Steincr  a  doiiix' une 

qu'on   |)eut  mener  par  un  point  à  mie  démonstration gi^oniétricpie  de  ce  résultat. 

suiiiiic  (lu  second  ordre.  (Joî/nw/deCrelle,  t.  \L1\,  i855,p.  ."{.33- 

liiiiilùt   après,  Terqueni  a   déiuontn'  3/i8.  — Journal  de  M.  Liouville.  l.  \\, 

analyli<|upment  que,  en  général,    pour  1 855,  p.  36-53.) 

une  surface  d'ordre  m,  le    nombre   des  '"'  .Journal  de   Mathémaliiiuex .    I.    IV, 

normales  est    m{ur  — ui  H-   i  )•    (Voii'  i83(),  p.  3/i8-35o. 
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Et  réciproquement  :  -SV  d'v7i  point  de  l'espace  on  mène  des  droites 
s'appuyavt  chacune  sur  deux  génératrices  associées,  toutes  ces  droites 
sont  dans  un  même  plan  cpti  passe  par  le  point. 

Appelons  ce  point  le  foyer  du  plan. 

Lorsque  des  plans  passent  par  une  droite  D ,  leurs  foyers  sont  sur  %me 
droite  A;  et,  réciproquement,  les  plans  menés  par  cette  droite  A  ont 
leurs  foyers  sur  la  droite  D . 

Deux  couples  de  droites  telles  cjne  D  e^  A  appartiennent  à  un  même 
hyperholoïde. 

Ces  couples  de  droites  D ,  A  jouissent  des  mêmes  propriétés  cjuc  les 
couples  de  génératrices  associées  de  ïhyperholoïde  proposé. 

Les  droites  sur  lesciuelles  se  mesurent  les  plus  courtes  dislances,  soit 
des  couples  de  génératrices  associées,  soit  des  couples  de  droites  D  et  A, 
rencontrent  toutes  un  même  axe  auquel  elles  sont  perpendiculaires. 

Nous  nous  arrêtons  dans  cette  indication  des  propriétés  de 
ces  systèmes  de  droites  conjuguées,  qui  vont  se  retrouver  ci-après 
dans  une  question  fort  différente,  celle  du  déplacement  infiniment 
petit  d'un  corps  solide. 

Cependant  nous  devons  dire  dès  ce  moment  ([ue  ces  systèmes 
de  droites  qu'on  mène  par  cha(pie  point  de  l'espace  dans  un  même 
plan  forment  précisément,  dans  leur  ensemble,  ce  que  M.  Pliicker 
a  appelé  depuis  un  complexe  linéaire  de  rayons,  dans  son  bel  ou- 
vrage Sur  une  nouvelle  Géométrie  de  l'espace ''^\ 

C'est  un  point  de  vue  très-différent  et  purement  analytique  qui 
a  conduit  M.  Pliicker  à  l'étude  de  ces  systèuies  de  droites  et  de 
plans,  relatifs  à  chaque  point  de  l'espace. 

Toute  droite,  dans  l'espace,  est  représentée  parles  deux  équations 

x  =  rz-\-p,     y  =  sz  +  (T, 

dont  les  (pialre  coefficients  r,  p,   s,   a  soni,  arbitraires.    Oi-,  s  il 
existe  une  relation  entre  ces  coellicicnts,  les  deux  é([uations  ue  re- 

•''  Lu  à  la  Socic^lf!  royale  de  Londres  en  iSôB.  (Voir'  Jniitiinl  <tc  Matlii'malifiucs . 
a' série,  l.  XI,  i8G(),  p.  337-60/1.) 
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présciileiil  plus  loiilcs  les  droites  do.  ]'csj>ace,  mais  seiilciiH'iil  iiii 
ensemble  particulier  de  droites  en  nombre  infini.  M.  Pliicker  a  re- 
connu que,  si  la  relation  est  linéaire,  les  droites,  é[Talement  en 
nondirc  infini,  qui  passent  par  cliaque  ]»oint  de  l'espace,  sont  toutes 
dans  un  même  plan;  et  que,  si  les  points  sont  pris  en  lifjne  droite, 
tous  les  plans  passent  par  une  autre  droite;  et,  réciproquement,  c|ue, 
pour  les  points  de  cette  droite,  les  plans  passent  par  la  première. 
Ce  sont,  comme  on  le  voit,  les  droites  ronjugnces  D,  A,  dans  la 
théorie  de  l'Iiyperboloïde. 

Ainsi  la  sinqile  étude  de  Ihyperboloïde  conduit  aux  mêmes  pro- 
priétés des  droites  de  l'espace  que  la  méthode  analytique  géné- 
rale, et  d'une  manière  beaucoup  plus  facile,  devons-nous  Croire 
d'après  la  comparaison  des  résultats  obtenus  de  ])art  et  d'autre. 

Mémoire  sur  les  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite  ^^K  —  Les 
propositions  assez  nombreuses  que  renferme  ce  Mémoire  dérivent 
de  la  notion  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points,  et  de  cette 
propriété  fort  sinq)le  :  Quatre  plans  menés  par  une  génératrice  d'une 
surface  réglée  sont  tangents  à  la  surface  en  quatre  points  qui  ont  le 
même  rapport  anharmonique  que  les  quatre  plans.  En  d'autres  termes, 
les  plans  et  leurs  points  de  contact  se  correspondent  anharmonique- 
ment.  On  trouve  dans  ce  travail  la  notion  du  point  central  d'une 
génératrice  d'une  surface  réglée,  qui  depuis  a  été  utilisée  dans  les 
recherches  de  plusieurs  géomètres.  Un  plan  mené  par  une  géné- 
ratrice touche  la  surface  en  un  point  a,  et  lui  est  normal  en  un 
point  a.  Ces  cou])les  de  points  a,  a'  forment  une  involution;  de 
sorte  qu'il  existe  un  j)oint  «,  point  central  de  l'involiition.  pour 
lequel  le  produit  oa.oa'  est  constant.  C'est  ce  point  qu'on  a  appelé  le 
point  central  de  la  génératrice. 

Ce  point  appartient  à  la  droite  qui  mesure  la  ])lus  courte  dis- 
tance entre  la  génératrice  et  la  génératrice  infiniment  voisine. 

''  Correspondance  mathémoliiiue  cl  phfisirpie,  de  M.  OnoU'lot.  I.  XI.  oimée  iS.Sf), 
p.  /19-)  1  !). 
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On  peut  définir  encore  le  point  central  coiniue  élanl  le  sommet 
du  paraboloïde  formé  par  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points 
de  la  génératrice. 

Appelons  0  le  plan  tangent  au  point  central,  et  P  le  plan  lan- 
gent en  un  autre  point  a  de  la  génératrice  :  on  a  la  relation 

ou  =  X  tan  g  (0,  P), 

X  étant  une  constante  pour  tous  les  points  de  la  génératrice. 

Si  ion  prend  sur  chaque  génératrice  de  la  surface  le  point  cen- 
tral, tous  ces  points  forment  une  courbe,  et  les  tangentes  à  la  sur- 
face menées  par  ces  points  perpendiculairement  aux  génératrices 
forment  une  seconde  surface  gauclie  sur  laquelle  les  mômes  points 
sont  les  points  centraux  des  génératrices,  de  même  cjue  sur  la 
surface  proposée;  de  sorte  que  les  deux  surfaces  jouissent,  à  cet 
égard,  de  propriétés  réciproques. 

Le  lieu  des  points  centraux  des  génératrices  d'une  surface  a  reçu 
le  nom  de  ligne  de  striction.  Sur  les  surfaces  développables,  cette 
ligne  devient  l'arête  de  rebroussement. 

On  est  conduit,  dans  le  cours  du  Mémoire,  à  (juelques  théorèmes 
concernant  l'ensemble  de  deux  surfaces  du  second  ordre,  puis  à 
quelques  pi'opriétés  relatives  aux  normales  menées  d'un  même 
point  à  une  sui-face.  Nous  citerons  celles-ci  :  Par  mi  point  de  l'espace 
ou  peut  mener  six  normales  à  une  surface  du  second  ordre;  ces  normales 
sont  les  arêtes  d'un  cône  du  second  ordre,  auquel  appartiennent  huit  autres 
droites  :  la  droite  menée  au  centre  de  la  surface;  les  droites  parallèles  aux 
axes  de  la  surface;  la  perpendiculaire  au  plan  polaire  du  sommet  du  cône, 
et  les  axes  principaux  du  cône  de  même  sommet  circonscrit  à  la  surface. 

Les  norniales  abaissées  des  points  d'une  droite  sur  une  surface  du 
second  ordre  ont  leurs  pieds  sur  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
intersection  de  la  surface  et  d'un  liyperboloïde  à  une  nappe  qui  pti.^se  pur 
la  droite. 

Si  l'on  a  une  série  de  surfaces  du.  second  ordri'  toutes  ronreninques  et 
hmnothétiques ,  les  norinules  ahaisséex  d'un  pnnil  de  l'espace  siii-  ces  sur- 
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fares  jorinciil   un    i-()iic   du   second  ardre    ri  Irirrs  jiirds  sont  sur   une 

cubique  gavclie. 

iS/i.'i.  Dans  iiiio  Noie  insérée  au\  Cotnpies  rendua  de  ÏAendémie  (t.  XVI. 
|).  S.'^i)  se  Irouve  démontré  le  tliéorème  suivant,  relatif  aux  fo- 
cales (les  surfaces  du  second  oïdi'e,  et  qui  a  eu  de])uis  de  nom- 
breuses a])plicalions  :  lu  poiril  d'utie  focale  peut  être  regardé  comme  le 
centre  d'une  sphère  de  rayon  nul,  qui  coupe  la  surface  suivant  deux 
cercles. 

Les  deux  points  d'intersection  des  deux  cercles  sont  des  points 
de  contact  de  la  sphère  et  de  la  surface,  de  sorte  que  la  sphère  de 
rai/on  nul  a  un  double  contact  avec  la  surface. 

Une  autre  Note  du  même  volume  (p.  i  i  08)  contient  cette  autre 
propriété  des  focales  d'une  surface  du  second  ordre  :  Deux  points 
d'une  focale  d'une  surface  A  sont  les  foyers  d'une  surface  du  second  ordre 
de  révolution  inscrite  dans  A  ;  le  plan  de  la  courbe  de  contact  des  deux 
surfaces  est  perpendiculaire  à  celui  de  la  focale,  et  le  cône  circonscrit  aux 
surfaces  suivant  cette  courbe  a  pour  sommet  le  point  de  rencontre  des  tan- 
gentes à  la  focale  en  ses  deux  points. 

icS/i3.  Propriétés  géométriques  du  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps 
solide  libre  dans  l'espace  '''.  —  Les  principales  propositions  renfer- 
mées dans  ce  Mémoire  sont  maintenant  bien  connues,  car  depuis 
on  sest  beaucoup  occupé  de  la  ([uestion.  Nous  citerons  les  sui- 
vantes : 

Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  d'un  plan  passeni 
tous  jiar  un  point  de  ce  plan,  nonuné  foyer  du  plan.  Ce  point  se 
dislinjjue  de  tous  autres,  en  ce  que  sa  trajectoire  est  normale  au 
))lau. 

Il  existe  dans  un  plan  une  infinité  de  points  dont  les  trajectoires 

'"'    Cnt))jilr.i  rfiidii-t .  I.  X\l.   i8'i.T.  ]i.   ligo-i'iS-j. 
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soiil  comprises  dans  le  plan  :  ces  points  sont  sur  une  même  droite, 
qu'on  a  appelée  la  caractéristique  du  plan.  Cette  droite  est  tangente 
à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points,  celui  qui  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  foyer  du  plan  sur  la  droite. 

Le  mouvement  du  plan  peut  être  considéré  comme  produit  par 
deux  rotations  :  une  rotation  du  plan  autoui'  de  sa  caractéristic[ue, 
et  une  rotation  de  cette  droite  dans  la  position  primitive  du  plan 
autour  du  foyer. 

Les  plans  qui  passent  par  une  même  droite  D  ont  leurs  foyers 
sur  une  droite  A;  et,  réciproquement,  les  plans  qui  passent  par 
cette  droite  A  ont  leurs  foyers  sur  la  première  droite  D. 

Ce  qui  signifie,  en  d'autres  termes,  que  : 

Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  dune  droite  A 
passent  par  une  droite  D;  et  les  plans  normaux  aux  trajectoires 
des  points  de  cette  droite  D  passent  par  A. 

Les  deux  droites  D  et  A,  qui  jouissent  ainsi  de  propriétés  réci- 
proques ,  sont  dites  droites  conjuguées. 

Des  plans  parallèles  ont  leurs  foyers  sur  une  droite,  qui  dans  le 
mouvement  du  corps  reste  parallèle  à  elle-même.  En  outre,  cette 
droite  a  toujours  la  même  direction  dans  l'espace,  quelle  que  soit  la 
direction  commune  des  plans  parallèles. 

Lorsque  les  plans  sont  perpendiculaires  à  cette  direction  cons- 
tante, la  droite  lieu  de  leurs  foyers  leur  est  perpendiculaire,  et 
les  trajectoires  de  tous  les  points  de  cette  droite  coïncident  avec, 
elle,  de  sorte  que  la  droite  n'a  pas  d'autre  mouvement  qu'un  glis- 
sement sur  elle-même.  Pendant  ce  glissement,  le  corps  tourne 
autour  de  la  droite,  qui  est  dite  axe  de  rotation.  Ainsi  tout  mouve- 
ment infiniment  petit  d'un  corps  est  le  même  que  celui  d'une  vis 
dans  son  écrou*''. 

Deux  droites  conjuguées,  telles  (|ueD  et  A,  jouissent  d  un  giand 
nombre  de  propriétés. 

''-  Théorème  déjà  démoiitn-  ynw  un  ili''pl;ic('Mii'iil  liiii  i(iii'lcoii(|iii'.  rdiiiiin,' on  \  i\ 
Ml  ilaiis  If  fliapid-i'  i.  p.  yS. 
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L;i  (lioilc  qui  mesure  leur  plus  courte  distance  rencontre  Taxe 
(l(!  rotation,  et  lui  est  perpendiculaire.  Les  distances  des  deux 
droites  à  cet  axe  sont  dans  le  rapport  des  tangentes  des  angles 
que  les  deux  droites  l'ont  avec  l'axe. 

Toute  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  conjuguées  est  nor- 
male aux  trajectoires  de  tous  ses  points. 

Les  points  dont  les  trajectoires  se  dirigent  vers  un  point  fixe  de 
res])ace  sont  sur  une  courbe  à  double  courbure  du  troisième  ordre 
qui  passe  par  ce  point;  et  les  directions  des  trajectoires  sont  les 
arêtes  d'un  cône  du  second  ordre. 

Les  plans  dont  les  caractéristiques  sont  situées  dans  un  même 
plan  enveloppent  une  développable  du  quatrième  ordre. 

Deux  couples  de  droites  conjuguées  sont  quatre  génératrices  du 
même  système  d'un  byperboloïde  à  une  nappe. 

Réciproquement,  quatre  génératrices  d'un  byperboloïde,  asso- 
ciées deux  à  deux,  peuvent  être  prises  pour  axes  de  rotation  con- 
jugués D,  A,  el  D',  A'  dans  un  mouvement  infiniment  petit  qui  est 
déterminé. 

De  là  résultent  diverses  propriétés  des  génératrices  de  l'byper- 
boloïde  (''. 

Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  différents  points  d'une 
figui'e  forment  une  seconde  figure,  qui  est  corrélalive  de  la  première; 
de  sorte  que  le  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  offre  un 
des  modes  de  construction  des  figures  corrélatives  définies  d'une 
manière  générale  dans  Y  Aperçu  historique. 

INous  aurons  à  citer  ultérieurement  (cbap.  iv)  des  tliéorèmes 
analogues  concernant  le  déplacement  fini  d'un  corps  dans  l'espace. 

iS43.         Des  arcs  d'une  section  conique  dont  la  dij'éreiice  est  recli/iable;  et  des 
polygones  de  périmètre  minimum  circonscrits  à  une  conique  '-'.  —  Di- 


''-   Ce   soul   les   |)i'iii)rii'l<''s   (Idiil    iiiiiis         i8;î().   —     ■'   Complot  reiiiliix .    I.    X\ll, 
avons  liiit  iiiciitiuii  ci-dcssiis,  ;i  l:i  ilalo  de  i8/i3,  ]).  8;i8-8W. 
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verses  propositions  relatives  aux  arcs  d'une  conique  dont  ia  différence 
est  rectifiable  découlent  des  trois  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  l'on  a  deux  coniques  hoviofocaks  de  même  espèce,  et  que  de 
chaque  point  de  la  conique  externe  on  mène  deux  tangentes  à  la  conique 
interne,  la  somme  des  deux  tangentes  moins  l'arc  compris  entre  leurs  points 
de  contact  est  une  quantité  constante. 

II.  Lorsque  deux  coniques  homofocaJes  se  coupent  en  un  point  i,  si 
d'un  point  a  de  l'une  on  mène  deux  tangentes  at,  at'  à  l'autre,  la  différence 
des  deux  arcs  it,  it'  est  égale  à  la  différence  des  deux  tangentes  at,  at'. 

III.  Les  tangentes  menées  de  deux  points  d'une  conicjue  à  une  conique 
hnmofocale  forment  un  quadrilatère  circouscriplible  au  cercle. 

C'est  cette  propriété  importante  des  coniques  liomofocales  (|iii 
rattache  la  question  des  polygones  circonscrits  de  périmètre  mini- 
mum à  la  considéralion  des  arcs  dont  la  différence  est  rectifiable. 

On  en  conclut  d'abord  que  :  Les  tangentes  aux  extrémités  de  deux 
arcs  d'îine  conique,  dont  la  différence  est  rectifable,  for  ment  un  quculnintère 
circonscriptible  au  cercle; 

Et  par  suite  :  Si,  dans  l'angle  de  deux  tangentes  d'une  conique,  on 
inscrit  un  cercle  tangent  à  la  conique,  la  différence  des  deux  tangentes  est 
égale  à  la  différence  des  arcs  de  la  conique  compris  entre  Je  point  de 
contact  du  cercle  et  les  points  de  contact  des  deux  tangentes. 

De  là  dérivent  immédiatement  les  propriétés  suivanles  des  poly- 
gones de  périmètre  minimum  circonscrits  à  une  conique  : 

IV.  La  portion  de  polijgone  de  m  cotés  circonscrite  à  un  arc  d'une 
conique,  de  périmètre  mininmm,  a  ses  sommets  sur  une  conique  lioino- 
focale. 

V.  Si  l'on  conçoit  une  seconde  portion  de  pohjgone  de  m  côtés  de 
périmètre  minimum  circonscrite  à  un  autre  arc  de  la  même  conique, 
les  sommets  de  ce  pohjgone  sont  sur  la  même  conique  que  ceux  du  premier 
polygone. 

■  VI.  Tous  les  pohjgones  de  m  côtés  circonscrits  à  une  même  conique  2, 
et  dont  les  sommets  .sont  situés  sur  m  crmiques  liomofocales  à  ^ù ,  ont  le 
même  périmètre. 


iS'i'i. 
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Ces  iIh''oi'('ii)cs  coiidiiiseiit  à  dautres  concernant  les  polyjfones 
inscrits  de  ])ériniètre  niaxinuun,  tels  (]ue  celui-ci: 

Vil.  Un  pohjj^onp  do  iK'rmkre  maximum,  inscrit  à  une  coni(iue,  a 
SCS  rôles  tangents  à  une  conique  homojocalc. 

Ces  divers  théorèmes  s'appliquent  aux  coniques  sphériques. 

Les  deux  premiers,  relatifs  aux  arcs  d'une  conique  compris  entre 
les  points  de  contact  des  taupentes  menées  de  chaque  point  d'une 
coiii(pie  homofocale,  avaient  déjà  été  énoncés  par  M.  Mac  Gullagh 
dans  les  Annuaires  de  l'univiM'sité  de  Dnhlin  pour  les  années  18/11 
et  1 8/» -2  ''i,  et  le  preiuiei'  avait  été  démontré  |)our  les  coni([ues  sphé- 
l'iques  par  M.  Gi'aves,  dans  YAppendix  on  the  application  of  anal  pis 
to  spherical  Geometry  ^-^  cité  dans  notre  premier  chapiire  (p.  77). 
M.  Terquem  a  donné  aussi  une  démonstration  fort  sim[)le  du  pre- 
mier théoi'ème.  ])onr  le  cas  des  coniques  |)lanes '^'. 

Construction  des  amplitudes  dans  les  fonctions  elliptiques.  —  Lors- 
(pi'une  fonction  elliptique  de  première  espèce  est  égale  à  la  somme 
ou  à  la  dillérencc  de  deux  fonctions  de  même  espèce,  il  existe 
enlr(;  les  amplitudes  des  trois  fonctions  la  relation  algébrique 


cos  (2  cos  0'  ±  sin  (p  sin  (p'  \  1  — c-  sin-  fx—  cos  fA. 

Lagrange  a  construit  géométriquement  cette  relation  au  moyen 
d'un  triangle  sphérique,  et  a  fait  voir  qu'avec  une  série  de  trian- 
gles on  opère  aussi  la  mulliplication  des  fonctions,  c'est-à-dire  qu'on 
détermine  l'amplitude  d'une  fonction  égale  à  un  mullijde  d'une 
lonclion  donnée;  "\ 

l)('|)uis,  .lacol)i  esl  pai\enn  à  une  construction  beaucoup  plus 

■'    On   Iroiivo,   ;iii   siijcl   de  cos  deux  i2."?;etle  Traite  des  scellons  coniques  de 

tliéorcines,  nue  i\olc  de  M;k-  Cullnyli,  »  M.  ('■.  Snlnion,  2'  édit.  i85o.  p.  296.) 
la  suite  de  son  beau  Mémoire  iiHc  les  sur-  '''  Iii-8°,  Dublin,  i8'ii. 

faces  (lu  second  ordre ,  inséra  (hn^  \e»  Pro-  '''  Nouvelles   Annales,   (.    Ili,    iSii, 

ccediiiffs  do  ia  Socidlé  royale  d'Irlande.  \>.  5o6. 

vol.  II .  i8'|/l .  p.  r)ciS.  (Viiir  aussi  le  ,/(«(>■-  '    Théorie    îles  foiiclinns     annhili'iuc:: , 

nnhl'.  M.  j.loiniilr,  I.  M.    iH'iC.  p.   |o„-  y..  8.',. 


DE  LA  GEOMETRIE.  119 

simple''',  au  moyeu  de  deux  cercles,  ([ui  a  été  reproduite  en  partie 
et  commentée  par  Legendre  dans  le  troisième  Supplément  au 
Traité  des  fonctions  elliptiques. 

Le  Mémoire  actuel,  présenté  à  l'Académie  des  sciences  le  9  no- 
vembre 1 8/1  û'-',  contient  un  grand  nombre  de  constructions  diverses, 
qui  se  font,  pour  la  plupart,  au  moyen  de  sections  coniques,  et  qui 
expriment  toutes  des  propriétés  nouvelles  de  ces  courbes.  Souvent 
les  mêmes  considérations  s'étendent  aux  coniques  spliériijues,  ([ui 
peuvent  donc  aussi  servir  à  la  construction  des  amplitudes. 

Nous  extrairons  de  ce  travail  la  réflexion  suivante,  ([ui  se  rap- 
porte à  la  culture  des  métbodes  de  la  Géométrie  synlbétique,  et 
que  semblent  autoriser  les  travaux  de  plusieurs  géomètres  à  l'étran- 
ger comme  en  France  : 

ce  Si  Ton  considère  que  tant  de  résultats,  dont  chacun  exigerait  en 
ff  Géométrie  analytique  une  démonstration  ditl'érente  et  peut-être 
«parfois  diflicile,  dérivent  aisément  ici  d'un  seul  théorème  primitif, 
rrdont  ils  ne  sont,  en  quelque  sorte,  que  des  transformations  qui  se 
et  font  par  le  seul  raisonnement,  sans  exiger  ni  calcul  ni  figiu'es,  on 
rc  verra,  je  crois,  dans  cette  fécondité  et  cette  lacilité  de  démonstra- 
crtion,  un  nouvel  exemple  des  ressources  que  pourraient  ollrir  les 
rr méthodes  géométriques,  si  cette  partie  si  importante  des  Matlié- 
n  matiques  était  plus  cultivée,  r 

De  quelques  ft'opriélés  des  arcs  égaux  de  la  levmiscate -^ .  —  Les  iSi5. 
[)ropriétés  des  arcs  d'une  conique  dont  il  a  été  question  ci-dessus 
ont  conduit  à  quelques  propriétés  des  arcs  de  la  lemniscate  de 
Bernoulli,  qui  ont  la  même  longueur.  La  lemniscate  est  le  lieu 
des  pieds  des  per])endiculaires  abaissées  du  centre  d'une  hyperbole 
équilatère  sur  les  tangentes  de  l'hyperbole.  Il  y  a  entre  les  airs  de  la 

'    Journal  (le  Mathcmnliqucs  de  CreWc.  ''   Complet   rendus,    l.    Xl\.    iH.'i'i, 

I.   m,  p.   376-.38(),    annde    1828.  —  p.  12.^9-1261. 

■hiiinud  (le  Mathématiques  Al' WA.'vnmWc .  "''   Cninplcs    rendus,    I.    \\\.     i8'i.^), 

I.  \,   18/10.  p.  'i:il"i-Vi'i.  p.  i(,(|-.„,. 
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lemiiiscali'  et  les  arcs  coiTCspoiulanls  de  l'hyperbole  celle  relalion 
Inrl  simple  :  .1  deux  ares  de  l'In/pnhole,  dont  Ja  différence  est  rccli- 
Jiable,  coirespoiidciH  deux  arcs  égaux  de  la  lemniscate. 

Ce  lh(';orènie  perniel  d'appliquer  aux  arcs  égaux  de  la  lemniscate 
plusieurs  jiroposilions  l'clatives  aux  arcs  de  l'hyperbole. 

1 8'i5.  Dans  une  Note  sur  la  Construction  des  rayons  de  courbure  des  courbes 
décrites  dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  qui  glisse  sur  son  phiu^^\ 
on  résout  ces  deux  problèmes  : 

1°  Construire  les  normales  à  la  courbe  heu  des  centres  instantanés 
de  rotation  dans  le  mouvement  d'une  fgure  plane  sur  son  plan. 

•?°  Construire  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  enveloppe  d'une 
courbe  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  figure. 

Lorsque  la  courbe  entrahiée  se  réduit  à  un  point,  la  courbe 
enveloppe  est  la  ligne  décrite  par  le  point;  et  ce  sont  les  centres 
de  courbure  de  cette  ligne  que  l'on  construit. 

i8A().  Sur  les  lignes  géodésiques  et  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du 
second  ordre  (-'.  —  A  l'occasion  du  Mémoire  sur  la  construction  des 
amplitudes  des  l'onclions  elliptiques  dont  il  a  été  parlé  ci-dessus, 
M.  Liouville  avait  entretenu  l'Académie  d'une  certaine  équation 
représentant  une  intégrale  première  de  l'équation  différentielle  du 
second  ordre  des  lignes  géodésiques  tracées  sur  l'ellipsoïde,  et  expri- 
mant, sous  forme  finie,  une  belle  propriété  de  ces  lignes,  savoir  : 

fi-  sin-  i  + 1'"  sin'-  i'  =  consl., 

où  fx,  î'  sont  les  demi-axes  majeurs  des  deux  hyperboloides  homo- 
l'ocaux  à  ICllipsoule,  menés  par  un  ])oinl  de  la  ligne  géodésique,  et 

'''  Jounidl   (Ir   Miithniiuliiiiirs  ,    t.    X,  (■«■(«we  c/«ssef/e  coMc/ic*,  dont  il  sera  parlé 

j).  -jo/i— 2o8.  ci-après  (chap.  m). 

CoUo  JVolc  l'ail,   siiilo   à   un    Ménioii-e  '''   Comptes   rendus,   t.    WII.     i8ûG, 

lie   M.  Traiison  ,  intitalt!  :  Méthoilc  géo-  p.  iV^-"]-!. —  .hinnml  de  Mathêiiiahques , 

mèliiquc pour  les  raj/nii':  de  courbure  d'une  l.  XI,  i8'i(),  p.  .'3-i5. 
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i,  i',  les  angles  que  cette  ligne  fait  en  ce  point  avec  les  normales 
aux  deux  lignes  de  courbui-e  communes  à  l'ellipsoïde  et  aux  liyper- 
boloïdes  respectivement.  M.  Liouville  émettait  le  désir  que  l'on 
parvînt  à  une  démonstration  purement  géométrique  de  cette  équa- 
tion'''.  C'est  cette  circonstance  qui  donna  lieu  au  Mémoire  actuel. 
L'équation  signalée  y  est  déduite  d'un  théorème  général  relatif  à 
un  système  de  surfaces  homofocales,  qui  se  conclut  de  deux  pro- 
positions démontrées  dans  YAperçu  historique  (p.  3G3-365).  Voici 
l'énoncé  de  ce  théorème  :  Etant  donnée  une  surface  du  second  ordre, 
si  en  chaque  point  d'un  flan  fixe  on  conçoit  les  normales  aux  trois  surfaces 
homofocales  qui  passent  par  ce  point,  et  qu'on  porte  sur  ces  normales  des 
segments  égaux  respectivement  aux  demi-axes  majeurs  des  trois  surfaces, 
la  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  de  ces 
trois  segments  sur  le  plan  sera  constante  et  égale  au  carré  du  demi-ajce 
majeur  de  la  surface  homofocale  qui  serait  tangente  au  plan. 

De  sorte  que,  p ,  (i,  v  étant  les  demi-axes  majeurs  des  trois  sur- 
faces; i,  i',  i",  les  angles  que  les  normales  aux  surfaces  font  avec  le 
plan,  et  a,  le  demi-axe  majeur  de  la  surface  tangente  au  plan,  on 
a  l'équation 

p-  sin-  i+  fjt-  sin-  i'+  v-  sin'^  i"  =  aP-. 

De  là  se  conclut  cette  propriété  nouvelle,  et  qui  paraît  être  la  plus 
importante,  des  lignes  géodésiques  :  Les  plans  osculateurs  d'une  ligne 
géodésique  d'une  surface  du  second  ordre  sont  tous  tangents  à  une  surface 
homofocale.  Et  par  suite  :  Les  tangentes  de  la  ligne  géodésique  sont  toutes 
tangentes  à  la  surface  homofocale. 

Ces  considérations  conduisent  à  l'équation  suivante  des  lignes 
géodésiques  tracées  sur  une  surface  A  dont  les  trois  demi-axos  ma- 
jeurs sont  a,  b,  c  : 

o    ■    o  V         .,    •    o  •'/          .,        a'b'c- 
pt-  sni-  }  +  V-  sm- 1  —  CL- prr^r  ■ 

"'    Ctiiiij)t('f  i-cikIiis ,   I.  \|\.  |l.    t  •>.{]•}.. 
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fx,  V  sont  les  (l(!iiii-axes  majeurs  des  deux  surfaces  liuiuulucales  pas- 
sant par  un  point  de  la  ligne  géodésique;  i',  i",  les  angles  que  cette 
ligne  l'ait  en  ce  point  avec  les  normales  aux  deux  surfaces  respec- 
tivement; D,  le  demi-diamètre  de  A  qui  aboutit  au  point  de  la  ligne 
géodésique,  etP,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  A  sur  son 
plan  tangent  en  ce  ])oint. 

i846.  Tlu'orrmc  général  sur  la  description  des  lignes  de  coiirhire  des  sur- 
faces du  second  ordre  <''.  —  Voici  l'énoncé  de  ce  théorème  :  Elanl 
données  deux  surfaces  homofocales  A ,  B ,  d'espèce  différente  (pour 
que  l'une  ne  soit  ])as  entièrement  comprise  dans  l'autre),  si  les 
extrémités  d'un  fil  sont  fixées  en  deux  points  de  B,  et  (ju'un  stijlel  qui 
glisse  sur  A  tende  le  fil  de  manière  qu'il  s'applique  librement  sur  les 
deux  surfaces,  cest-èi-dire  qu'il  s'applique  sur  B  à  partir  de  ses  deux 
extrémités,  qu'ensuite  il  devienne  rectiligne,  puis  qu'il  se  courbe  sur  A 
(suivant  deux  lignes  géodésiques),  le  slijhl  décrira  une  ligne  de  cour- 
bure de  A. 

Si  la  surface  B  est  infiniment  a])latie  et  devient  une  coHi(jur,  (|ui 
sera  wug  focale  de  A  (ellipse  si  A  est  un  hyperboloïde,  et  hyper- 
bole si  A  est  un  ellipsoïde),  on  en  conclura  que  :  Les  lignes  de 
courbure  d'une  surface  A  peuvent  être  décrites  par  un  stylet  qui  tend  un 
///  dont  les  cxtréniilés  sont  fixées  en  deux  points  de  la  conique  focale, 
d'espèce  différente ,  de  A . 

Et  si  c'est  la  surface  A  tjui  devient  une  conique,  il  s'ensuit  que  : 
La  conique  focale ,  d'espèce  différente,  d'une  surface  du  second  ordre  peut 
être  décrite  par  un  stylet  qui  tend  un  fil  dont  les  extrémités  sont  en  deux 
points  fixes  de  la  surface  et  dont  les  deux  branches  s'appliquent  librement 
sur  la  surface. 

Ce  nouveau  pi-océdé  de  description  d'une  conique  est  une  géné- 
l'alisation  du  )>eau  lliéorème  de  M.  Dupin  sur  le  système  des  deux 
coiii(pies  dont  lune  est  le  lieu  des  foyers  de  l'autre. 

''  (Miiipivti  rriidiis .  I.  Wll.  p.  loy-iii.  -  JokiiuiI  de  Mnlltcmaliijiirs ,  I.  \i  . 
|i.  l5--j(). 
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Nous  citerons  encore  cette  conséquence  fort  simple  du  théorème 
général  :  Lorsqu'un  cône  de  révolution  est  circonscrit  à  un  eUipsoïde, 
l'arête  du  cône  comprise  entre  le  sommet  et  un  point  de  la  courbe  de  con- 
tact, et  l'arc  géodésique  mené  de  ce  point  à  un  ombilic  situé  sur  la  même 
brandie  de  l'Iii/perbole  focale  que  le  sommet  du  cône,  ont  une  différence 
constante.  Ce  théorème  donne  lieu  lui-même  à  plusieurs  consé- 
quences. 

Dans  deux  communications  à  l'Académie  se  trouvent  de  nou- 
velles démonstrations  de  l'équation  fx-  sin-  i'  +  v^  sin^  i'  =  const. 
et  quelques  autres  propriétés  relatives  soit  aux  droites  tangentes  à 
deux  surfaces  homofocales,  soit  aux  lignes  géodésiques  et  aux  lignes 
de  courbure  d'une  surface'". 

Nous  citerons  ce  théorème  :  Si,  par  chaque  tangente  commune  à 
deux  surfaces  homofocales,  on  mène  un  plan  faisant  avec  h  plan  tangent 
à  la  première  surface,  mené  par  la  tangente  commune,  un  angle  de 


'''  Nouvelles  démonslrations  des  deii-r 
pfjuations  relatives  aux  tangentes  communes 
à  deux  surfaces  du  second  ordre  homofo- 
cales, et  propriétés  des  lignes  géodésiques 
et  des  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces. 
(  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences^ 
I.  \XII,  p.  3i.3-3i8.) —  Autre  dt^rnons- 
I ration,  et  propriétés  qui  en  dérivent. 
ylliid.  p.  5 17-5 -21.  —  Journal  de  Mallié- 
iiiatiques,  t.^l.  p.  loS-iiy.) 

Plusieurs  de  ces  résultats  ont  été  repro- 
duits et  démontrés  de  diverses  manières . 
notamment  par  M.  Saint-Loup  dans  une 
excellente  thèse  de  Géométrie  pour  le  doc- 
torat: Sur  les  propriétés  des  lignes  géodési- 
ques, 1857;  par  M.  G.  Salmon  dans  son 
Irès-savant  et  précieux  traité  :  On  tlie  ana- 
hjtic  Gcometry  of  tlirce  dimensions,  Dublin , 
iSGa;  et  par  M.  Ph.  Gilbert,  de  l'univer- 
sité <le  l/ouvain.  dans  un  article  des  .Vo«- 
rellci  Annales  de  Matltémaliqucs  {•?.'  si'rie. 


t.  VI,  1867,  p.  Sag-ôii).  intitulé  :  Sur 
une  propriété  des  surfaces  homofocales  du 
second  ordre  et  sur  quelques  conséquences  qui 
en  découlent,  travail  d'autant  plus  remar- 
quable que  l'auteur  a  su  rattacher  toutes 
ses  piopositions .  dont  plusieurs  sont  nou- 
velles, à  un  théorème  miique.  M  et  M' 
étant  deux  points  quelconques  de  deux 
surfaces  homofocales,  le  théorème  ex- 
prime une  relation  dans  laquelle  entrent  : 
le  cosinus  de  l'angle  des  noi-males  exté- 
rieures aux  deux  siu-faces  en  M  et  M'; 
les  cosinus  des  angles  que  ces  normales 
font  avec  la  droite  MM';  la  longueur  de 
cette  di-oile;  les  distances  du  centre  des 
deux  surfaces  à  leurs  plans  tangents  en 
M  et  .M';  et  enfin  la  différence  des  carrés 
des  paramètres  des  deux  surfaces.  Le  cas 
où  la  droite  MM'  est  tangente  à  l'une  des 
deux  siu-faces  suflit  seul  pour  donner  lien 
à  des  conséquences  importantes. 
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[fraudeur  conslante,  ce  plan  enveloppera  une  surface  hontojocaie  aux  pro- 
posées. 

Il  est  clair  que  ce  lliéorriae  s'applique  aux  taugciiles  d'une 
ligne  géodésique,  ainsi  qu'aux  tangentes  d'une  ligne  de  courbure 
d'une  surface,  ])uisque  ce  sont,  dans  les  deux  cas,  des  tangentes 
communes  à  deux  surfaces  homofocales. 

18/17.  Théorèmes  généraux  sur  les  sijslètnes  de  forces  et  leurs  momewte '''. 
—  Les  tliéorèmes  dont  il  s'agit  ont  un  caractère  général  :  ils  con- 
cernent certaines  sommes  de  produits  numériques  formés  avec 
un  ou  deux  systèmes  de  forces,  qui  conservent  la  même  valeur 
relalivement  à  un  ou  deux  autres  systèmes  de  forces  équivalents 
aux  premiers.  Ces  théorèmes  dérivent  tous  d'une  proposition  prin- 
cipale dont  voici  l'énoncé  :  Lorsqu'on  a  deux  systèmes  de  forces,  sil'on 
imdlipUe  cliafjue  force  du  premier  système  par  chaque  force  du  second 
système  et  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  forces,  la  somme  de  tous  ces 
produits  a  la  même  valeur  que  la  somme  des  pi'oduits  semblablement  faits 
à  l'égard  de  deux  autres  systèmes  équivalents  respectivement  aux  deux 
proposés. 

Un  théorème  analogue  a  lieu  relativement  aux  moments  de  deux 
systèmes  de  forces. 

Voici  une  des  conséquences  de  ces  propositions  générales  : 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  forces,  si  sur  chaque  force  du  premier 
système  et  chaque  foire  du  second  système,  regardées  comme  arêtes 
opposées,  on  construit  un  tétraèdre,  la  somme  des  volumes  de  tous  ces 
tétraèdres  aura  la  même  valeur  que  la  somme  semblable  faite  à  l'égard  de 
deux  autres  systèmes  de  forces  équivalents  aux  deux  premiers  respective- 
ment. 

Dans  ces  sommes  chaque  produit  (formant  l'expression  du  vo- 
lume d'un  tétraèdre)  a  h;  signe  -j-,  quand  l'une  des  deux  forces, 
vue  (h'  l'extrémité  de  l'auii'c  force,  ])araït  tourner  dans  un  sens 

'>   Jwirmil  ,1,'   Mulhniiiilif.iCK ,  I.  \ll.    iS'17,  y.  •.(  1  ;i -! -J /< . 
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convenu;  et  le  si<;ne  —,  quand  celte  force  semble  tourner  dans  le 
sens  contraire. 

Si  les  deux  premiers  systèmes  sont  identiquement  les  mêmes, 
ainsi  que  les  deux  autres,  le  théorème  devient  celui-ci  : 

Quand  deux  systèmes  de  forces  sont  équivalents,  la  somme  des  volumes 
des  télraèdres  construits  sur  les  forces  d'un  système,  prises  deux  à  deux 
pour  arêtes  opposées,  est  la  même  que  dans  l'autre  système. 

D'où  il  suit  que  : 

De  quelque  manière  qu'on  remplace  par  deux  seules  forces  un  système 
quelconque  de  forces,  le  tétraèdre  construit  sur  ces  deux  forces  a  toujours 
le  même  volume.  C'est  le  théorème  qui  avait  été  communiqué  an- 
ciennement par  l'auteur  à  M.  Gergonne,  comme  on  l'a  vu  au  cha- 
pitre I  (p.  58). 

On  conclut  aussi  des  deux  propositions  générales  les  deux  équa- 
tions d'équilibre  d'un  système  de  forces,  données  par  Poinsot  dans 
son  Mémoire  sur  la  composition  des  moments  et  des  aires,  dont 
il  a  été  parlé  précédemment  (chap.  i,  §  h). 

Diverses  propriétés  des  rayons  vecteurs  et  des  diamètres  d'une  conique.    i84f 
—  Propriétés  analogues  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales 
d'une  surface,  en  un  point  ^^K 

Plusieurs  de  ces  propositions  se  trouvaient  déjà  dans  YAperçu 
historique,  au  sujet  des  théorèmes  de  Stewart  sur  les  polygones  ré- 
guliers inscrits  au  cercle,  que  l'auteur  a  étendus  à  la  théorie  des 
sections  coniques,  en  montrant  qu'ils  se  multiplient  par  différentes 
transformations*'-'. 

Les  recherches  dont  il  s'agit  ici  sont  groupées  sous  quatre  titres 
différents  et  traitent  de  propriétés  relatives  :  i°  aux  rayons  vecteurs 
d'une  section  conique  formant  une  rose  des  vents;  '2°  aux  diamètres 
d'une  conique;  3°  aux  rayons  de  courbure  des  sections  normales 

'''  Comjilex  rniiliis  .  I.  \\\1.  iS/i8,  p.  ït'Hi-tiSB.  —  '''  Aperçu  Iiisloiùiiie .  j).  lyç) 
et  670. 
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(111111'  siiilacc  iMi  un  point;  li"  enfin,  aux  arêtes  d'un  cône  droit  à 
!)asc  ellij)lif|n(\ 

Nous  avons  déjà  eu  à  citer  quelques  théorèmes  semblables  de 
Siurm  (p.  6/));  nous  en  trouverons  aussi,  dans  le  chapitre  suivant, 
de  MM.  Breton  (de  Champ)  et  Transon,  puis  d'un  jeune  géomètre, 
M.  Pigeon,  qui  a  donné  à  quelques  propositions  une  certaine  ex- 
tension en  considéiant  des  points  dans  l'espace. 


CHAPITRE   III. 

(1832-1  Sic.) 

I.   M.  LlOUVILLE. 

Les  travaux  nombreux  et  importants  de  M.  Liouville  se  rap- 
portent spécialement  aux  diverses  branches  de  l'Analyse  pure, 
aux  fondions  transcendantes,  à  la  théorie  des  nombres  et  aux  ap- 
plications de  l'Analyse  infinitésimale  à  l'Astronomie  et  à  la  Physic[ue 
mathématique.  Mais  on  y  trouve  souvent  des  résultats  qui  inté- 
ressent la  Géométrie,  cjui  concernent  même  directement  la  théorie 
des  surfaces,  et  des  vues  cpi,  en  donnant  lieu  à  de  nouvelles  re- 
cherches, ont  contribué  aux  progrès  de  la  science. 

Mémoire  svr  quelques  questions  de  Géométrie  et  de  Mécanique  et  sur  1882. 
un  nouveau  genre  de  calcul  'pour  résoudre  ces  questions '^^K  —  Le  calcul 
dont  il  s'agit  a  été  nommé  par  l'auteur  Calcul  des  différentielles  à  in- 
dices quelconques.  Nous  devons  nous  borner  ici  à  donner  un  exemple 
des  questions  de  Géométrie  et  de  Mécanique  auxquelles  M.  Liou- 
ville applicjue  sa  nouvelle  théorie  :  Déterminer  la  courbe  telle,  que  le 
temps  qu'un  corps  pesant  qui  glisse  sur  cette  courbe  met  à  aller  d'un 
point  M  en  un  point  A  soit  une  Jonction  donnée  de  la  liauleur  verticale 
du  point  M  au-dessus  du  point  A. 

Les  recherches  des  géomètres  qui  se  sont  tant  occupés  de  la 
taulochronc,  depuis  Huygens  et  Newton,  ne  s'étendaient  pas  à  une 
telle  question.  Toutefois  nous  devons  ajouter  que  ce  problème,  dont 
la  solution  n'est  qu'une  des  nombreuses  applications  de  là  méthode 
de  M.  Liouville,  avait  été  traité  déjà  par  l'illustre  Norwégien  Abcl  '-'. 

"    .li)uniiil   lie    t'Kcnlc    Poli/terliniqi/r ,  '''   OEmrcs  complètes  de   A'.   //.  Alicl, 

\\i"  ciiliipi'.   iS,'î(.  ]).   i-(i().  iii-'r,  r,hns(innia,  1889.1.  I,  p.  ■?■]■ 
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i8;î4.  Noie  Hur  lajijjnrc  d'une  masse  jluide  homogène,  en  équilibre,  cl  douée 
d'un  mouvement  de  rolalion^'^K  —  Jacobi  avait  annoncé  qu'une  masse 
lUiiJe  ellipsoïdale  à  trois  axes  inégaux  pouvait  être  animée  d'un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  de  ses  axes,  sans  changer  de 
forme  et  sous  l'influence  des  attractions  mutuelles  de  ses  diverses 
parties.  M.  Liouville  donna  aussitôt  une  démonstration  de  ce  beau 
théorème,  et  fit  aussi  connaître  plus  tard  l'expression  de  la  loi  de 
la  pesanteur  en  chaque  point  de  la  surface  de  la  masse  fluide, 

18/1.3.  savoir,  que  :  La  pesanteur  varie  en  raison  inverse  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  tangent  à  la  surface,  au 
point  que  l'on  considère  '-*. 

t8/ii.  Mémoire  sur  quelques  propositions  générales  de  Géométrie  et  sur  la 
théorie  de  l'élimination  dans  les  équalions  algéhricjues''^ .  —  C'est  au 
sujet  d'un  théorème  démontré  par  de  sinq^les  considérations  de 
Géométrie '*\  et  consistant  en  ce  que  :  Les  points  de  contact  d'une 
surface  géométrique  et  de  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même  plan 
ont  pour  centre  des  moyennes  distances  un  point  fixe,  quelle  que  soil  la 
direction  de  ce  plan,  que  M.  Liouville,  voulant  traiter  la  question  par 
l'Analyse,  a  composé  ce  Mémoire.  11  y  démontre  de  nombreuses 
j)ropriétés  des  courbes  et  des  surfaces,  qui  dérivent  toutes  d'un 
même  ordre  de  considérations  générales  sur  l'élimination  dans  les 
équations  algébriques.  Nous  citerons  les  propositions  suivantes  : 

Le  centre  des  moyennes  dislances  des  points  de  rencontre  de  deux 
courbes  algébriques  est  aussi  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
de  rencontre  des  asymptotes  de  l'une  arec  Vautre,  ou  avec  ses  asym- 
ptotes. 

La  somme  des  cotangentes  des  angles  sous  lesquels  se  coupent  deux 

'''  Journal   de    l'Ecole    Pohjtechiwiue ,  sciences,  t.  XIII,  i84i,  p.  /i  i -j-'i  i  (j.  — 

xxiir  cahier,  iBjîA,  j).  aSg-agG.  Juiii-nat  de  Mullicimiliques .  I.   \1,   i8ii, 

''^'  Journal  de  Mallièmatiques ,  t.  VIII,  ]i.  'ikh-hw. 
j843,  p.  36o.  '*'  Aperçu  histm-ujuc ,  etc.   p.    qOo   el 

''  Comptes  rendus  de   l'Académie   des  fio'i. 
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courbes  est  égale  à  la  somme  (ks  colaiigentes  des  angles  sous  lesquels  se 
coupeiit  leurs  asymptotes. 

Si,  par  les  points  d'intersection  d'une  courir  et  d'un  cercle,  on  mène 
les  normales  à  la  courbe,  ces  normales  font  snr  une  transversale  menée 
par  le  centre  du  cercle  des  segments  comptés  à  partir  de  ce  point,  dont  la 
somme  algébrique  des  valeurs  inverses  est  égale  à  zéro. 

M.  LiouviUe  a  remarqué  plus  tard'''  que  ce  théorème  fournit 
une  construction  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  en  un  point, 
au  moyen  d'un  seul  cercle  tangent  à  la  courbe  en  ce  point.  Il  suffit 
de  prendre  pour  la  transversale  la  normale  à  la  courbe. 

Au  sujet  du  théorème  relatif  au  centre  des  moyennes  dislances 
des  points  de  contact  d'une  courbe  et  de  ses  tangentes  parallèles 
à  une  même  droite,  M.  Duhamel,  lors  d'une  communication  de 
M.  Liouville  à  la  Société  philomathique '-',  avait  reconnu  que  les 
centres  de  courbure  de  la  courbe  relatifs  aux  points  de  contact 
avaient  le  même  centre  des  moyennes  distances  que  ces  points  de 
contact  eux-mêmes (^';  et,  de  plus,  que  la  somme  des  rayons  de 
courbure  était  égale  à  zéro. 

M.  Liouville  établit  aussi  ces  deux  propriétés,  et  y  ajoute  celle-ci  : 
La  somuic  des  valeurs  inverses  des  rayons  de  courbure  est  égale  à  zéro. 

Passant  aux  surfaces,  il  démontre  des  propositions  analogues, 
savoir,  que  : 

La  somme  des  rayons  de  courbure  principaux  d'une  surface  géomé- 
trique en  ses  points  de  contact  avec  ses  plans  tangents  parallèles  à  un 
même  plan  est  nulle. 

''  Journal   de  Mnltiénidliqucs ,    t.  IX,  des  langenles  parallèles,  on  porte  sur  la 

1 8  4  /i ,  p.  435.  normale ,  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure , 

*''  Voir  le  Mémoire  de  M.  Liouville.  p/ow  le  rayon  de  conrhure,  ce  qui  donne 

[Journal  de  Mathématiques,  t.  \'I,  p.  304  m  (m  —  i)  points,  extrémités  de  ces  nor- 

et  3G5.)  mnles,  le  centre  des  moyennes  distances  de 

'''  Ce  lliéori'me  a  été  jfc'iiéralisé  par  ces  points  est  le  même  que  celui  des  points 

M.  Tcrcpiem,  qui  a  dëmonlré  que  :  Dans  de  contact.  Si  p  =  i ,  on  retrouve  le  tliéo- 

une  courbe  d'ordre    ni,   .si,    à  partir  de  rème  de  M.  Duhamel.  (;Voi(«e//M /iHiwto, 

chacun  des  ni  (m  —  i)  points  de  contact  t.  IV,  t8'i5.  ]).  i  yÇ)-) 
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La  soiinnc  des  l'dh'Krs  Diverses  des  mêmes  ivi/oiis  de  iiiiirlnn-e  esl  aiissi 
('l'aie  à  zéro. 

Trois  surfaces  (loniiciil  lii'u  au  llit'ori'iiic  suivaiil  :  Le  centre  des 
moi/cniies  distances  des  points  d'intersection  de  trois  surjaces  (réométriqucs 
coïncide  arec  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  où  l'une  de  ces 
surfaces  est  rencontrée  par  les  asipnptotes  rectilignes  communes  av.r  deux 
autres. 

18/1/1.  Déreloppements  sur  un  théorème  de  déométrie'''  .  —  (le  travail  lail 

suite  au  Mémoire  précédeut,  et  se  rapporte  à  la  nuMue  ])ropi'iété  des 
taujjenles  parallèles  dans  une  courbe  géométrique.  Lauteur  y  dé- 
montre ce  tliéorèmc  nouveau  :  Le  centre  des  moijcnnes  distances  des 
points  de  contact  d'une  courbe  et  de  ses  tangentes  parallèles  est  aussi  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  de  rencontre  mutuelle  des  asipn- 
ptotes de  la  courbe. 

On  sait  (pie  les  ini^ni~i)  j)oiiits  de  conlacl  dune  courhe 
dordre  m  et  de  ses  tangentes  parallèles  sont  situés  sur  nue  courbe 
d'ordre  (y«  — 1).  Pour  io\xU\  autre  direction  des  tangenles,  on  a 
\\w  autre  courbe  du  même  ordre.  Toutes  ces  courbes  passent  par 
{/«—  1)'-  poinis  conniiuus.  M.  Liouville  démonirc  ((ue  :  Le  centre 
des  moyennes  distances  de  ces  (m—  1)-  points  est  le  même  ijuc  celai  des 
points  de  contact  des  tangentes  à  la  courbe,  parallèles  à  une  même  droite. 
Jl  étend  aussi  ce  ibéorème  aux  surfaces. 

iS/i/i.  De  la  ligne  géodésique  sur  tin  ellipsoïde  (juelconque^'-K  —  L"é(piation 
dillérentielle  de  la  ligne  géodésique  sur  relli[)soïde  à  ti'ois  axes 
inégaux  se  présente  sous  une  iorme  exirèmement  compliquée  lors- 
qu'on l'ait  usage  des  coordoiniées  ortiinaires.  Mais  Jacobi  a  observé 
(jue  les  (lillicultés  s'ajjlanissent  quand  on  détermine  la  position 
d  un  point  sur  l'ellipsoïde,  au  moyen  des  deux  lignes  de  courbure 
passani  j)ar  ce  point ,  comme  Legeudre  l'avait  fait  autrefois  pour 

'''  .Inurudt    (te    Malliiiiialiqms ,   t.  l.\,  '    Juiiniat   de    .][(illièin(iti(jiies .   1.  1\  . 

isv'i.  |i.  :i:î7-;î.'i<j.  |..  /loi-ZioS. 
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réduire  l'intégrale  double  qui  représente  l'aire  d'un  ellipsoïde. 
Lillusti'C  géomètre  de  Kœnigsberg  est  parvenu  ainsi  à  ramener  la 
détermination  de  la  ligne  géodésique  à  de  sinqdes  quadratures,  à 
des  transcendantes  abéliennes'''.  Ce  succès  conduisit  M.  Lion  ville  à 
s'occuper  aussi  de  la  question.  Prenant  pour  coordonnées  d'un  point 
dans  l'espace,  à  l'instar  de  M.  Lamé,  les  trois  demi-axes  majeurs  des 
trois  surfaces boniofocales  à  un  ellipsoïde  fixe,  menées  par  le  point, 
lesquelles  se  réduisent  à  deux  lorsque  le  point  est  situé  sur  l'ellip- 
soïde fixe  lui-même,  et  partant  de  la  définition  de  la  ligne  géodé- 
sique fondée  sur  cette  considération  dynamique,  que  c'est  la  courbe 
que  décrirait,  à  la  suite  dune  impulsion  quelconque,  un  mobile 
assujetti  à  demeurer  sur  la  surface,  sans  intervention  d'aucune 
force  accélératrice,  M.  Liouville  obtint  le  résultat  de  Jacobi,  et  en 
outre  une  belle  propriété  de  la  courbe,  exprimée  par  ré(|uation 

[  1  ]  fx-  cos'-  i  +  V-  sin-  i  —  const. , 

a  et  V  étant  les  demi-axes  majeurs  des  deux  surfaces  homofocales 
menées  par  un  point  de  la  ligne  géodésique,  et  i,  l'angle  que  la 
tangente  à  la  courbe,  en  ce  point,  lait  avec  la  ligne  de  courbure 
située  sur  la  surface  (pi). 

M.  Liouville  remarqua  en  outre  que  celte  équation  ne  dillere 
pas  au  fond  de  ré(juation  PD  =  const.  donnée  par  Joacbimsthal '-', 
\)  étant  le  demi-diamètre  de  l'ellipsoïde  parallèle  à  la  tangente  en 
un  point  de  la  ligne  géodésique,  et  P,  la  perpendiculaire  abaissée 
tbi  centre  sur  le  plan  tangent  à  la  surtace  en  ce  pointai 

Aous  avons  dit  précédemment  (cbap.  n,  p.  120)  c[ue  le  désir 
qu'avait  exprimé  M.  Liouville,  que  son  é(}uation  fût  établie  par  de 

''    Comptes  rendus  de    l'Académie   des  (fmdiis.  [Noiv  Journal  AoCre\\(^ .  i.WW  . 

sciences,  t.  Vill,  i838,  p.  9.84;  et  Jour-  i8i3,  p.  15;").) 

mil    de    Malhêmali(fues ,    t.    \I.    18/11.  ''   M.Michnel  IJobeitsa  tiré  de  léqiia- 

p.  967-273.  tioii  PD  =  const.  quelques  propriétés  des 

''  Obsercntiones  de  Uneis  brevissimis  et  ligries  géodésiques.  {Journal  de  Matltvma- 

curris  curvalura'  in  superjiciebus   secundi  tiques,  t.  XI,  18/16    p.  i-i.) 
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simples  coiisidéralions  de  Géométrie,  avait  donné  lieu  à  plusieurs 
communications  à  i'Académic,  où  se  trouvent  diverses  propriétés 
nouvelles  des  lignes  jjéodésiques  et  des  li[;nes  de  courbure  des 
surfaces  du  second  ordre. 

18/iG.  De])uis,  M.  Liouville  a  démontré  lui-même  l'éfpiation  de  Joa- 
cliimsthal,  par  des  considérations  directes  extrêmement  simples  <'>. 

i8'i5,  A  la  suite  d\iu  rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  J.  A.  Serret,  con- 
cernant la  rcprcscDtolioii  [réométriqiir  des  fondions  cllipliqucs  et  nltra- 
clHplHjucs,  M.  Liouville  a  trouvé  (piune  certaine  ([uantité,  (jue 
M.  Serret  supposait  devoir  être  un  nombre  entier,  pouvait  aussi 
devenir  fractionnaiie  sans  altérer  le  résultat;  ce  qui  étend  considé- 
rablement le  nombre  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce 
exprimables  par  des  arcs  de  courbes  algébriques,  le  module  des 
fonctions  n'étant  assujetti  qu'à  la  seule  condition  d'avoir  pour 
carré  une  fraction  proprement  dite'-'. 

iS'ii).  Les  tbéorèmes  sur  les  polygones  de  périmètre  minimum  ou 
maximum,  circonscrits  ou  inscrits  à  une  conique  plane  ou  sphé- 
rique,  dont  il  a  été  question  précédemment  (cliap.  n,  p.  117),  ont 
donné  lieu  à  une  extension  remarquable  concernant  les  polygones 
géodésiques  tracés  sur  un  ellipsoïde. 

M.  Liouville,  dans  une  communication  à  lAcadéinie  '^',  a  énoncé 
les  deux  propositions  suivantes  : 

L  Parmi  Ions  les  polygones  géodésiqves ,  d'un  nombre  de  côtes  donne, 
qnon  petit  circonscrire  à  une  ligne  de  courbure  donnée  sur  un  ellipsoïde, 
celui  qui  offre  le  périmètre  mvninmm  a  tous  ses  sommets  sur  une  même 
ligne  de  courbure  déterminée,  le  premier  sommet  pouvant  être  pris  à 
volonté  en  un  point  quelconque  de  celte  dernière  ligne. 

''''>  C<m)itcs  vcndtix,     I.    WIl,    uSAfi,  ='  /owni.  rfe  .1/«M.  l.  X,  i8i5,  |).  ayj. 

|i.    111.   —  .lunriKit  (le   Miilln'iiKitii/iH's ,  "'  Comptes  rendus  de   l'Acndcmie  des 

!.  \\    p.  lu-j'i.  sciences,  l.  XXII.  i84G,  p.  Sy.'J. 
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II.  Les  côtés  du  polygone  de  pcrimèlrc  vuLrimum,  iuscril  à  une 
ligne  de  courbtire  donner,  sont  tons  tangents  à  une  seconde  ligne  de 
courbure. 

Le  théorème,  cité  précédemment  (chap.  u,  p.  191),  d'après  le- 
quel les  tangentes  d'une  ligne  géodésique  d'une  surface  du  second 
ordre  sont  toutes  tangentes  à  une  niènie  surface  liomofocale,  avait 
permis  d'exprimer  en  coordonnées  elliptiques  les  deux  équations 
d'une  droite  tangente  à  deux  surfaces  homofocaies"',  et  l'on  ajoutait 
que  ces  équations  se  pouvaient  transformer  en  deux  équations  diffé- 
rentielles. Donnant  suite  à  cette  remarque,  M.  Liou ville  reconnaît 
que  les  deux  équations  différentielles  sont  de  la  forme  de  celles  que 
Jacobi  a  appelées  ahéliennes,  en  sorte  (jue  les  deux  équations  de 
la  tangente  commune  à  deux  surfaces  homofocales  représentent  les 
intégrales  du  système  des  deux  équations  abéliennes'-'. 

M.  Liouville  reproduit  cette  observation  dans  un  Mémoire  Sur 
quelques  cas  particuliers  où  les  équations  du  mouvement  d'un  •point 
matériel  peuvent  s  intégrer  '^'. 

Note  au  sujet  d'un  article  de  M.  Tliomson  ^''K  —  M.  W.  Thomson  avait 
fait  usage,  dans  des  recherches  relatives  à  la  distribution  de  l'élec- 
tricité sur  deux  corps  conducteurs,  d'une  transformation  des  figures 
(|uil  a^^)e]ail  principe  des  luuiges  :  c'était  la  transformation  dans  la- 
<|uel]e  deux  points  correspondants  a,  a  sont  sur  une  même  droite 
issue  d'un  point  fixe  0  et  à  des  distances  de  ce  point  réciproques 
l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  telles,  que  l'on  ait 

0(1.  Oa  =  consl. 

Si   h;  point  a  appartient  à   une  sphèie,  le  point  (i    est  sur   une 
seconde    sphère.    (|ue    M.    Thonison    appelle   Ximage   de   la    pre- 

'''    Coiiiplv)!   rendus,    t.    XMI,     ibûd,  M.   Cliautcs.    [Jniininl  de    ^IdllidiiKitiijiicx , 

[I.    5 18.  —  .Journal  de   Mathcmatiiiues ,  t.  XII,  p. -2 1)5.) 
l.  XI,  p.  113.  -^    Journ.  de  Mnlli.  I.  \ll,  j).  !f?.li. 

'"'   ,Vo/e     ini    nujcl     d'uu     \lrinolre    di;  '     ///('/.  I.  \ll.  |i.  :!(J5-!!()i). 


iH.'r 


13'i  li  \l'lM)liT   SI  lî    LKS    l'IiUCUÈS 

iiiièi'c.  Liinajjc  d  un  pliui  csl  aussi  imc  sphère.  Les  iiiiajjos  de  deux 
sphères  se  coiiijeiil  sous  le  iiièiiie  aii;;le  fpie  les  deux  sphères.  Ces 
coiisidéralions  avaient  conduil  \e  jeuiu;  {géomètre  et  physicien  de 
Glasjfow  ;\  un  système  de  coordonnées  cou)'])es,  dans  lequel  les  sur- 
faces coordonnées  sont  des  sphères  orthojionah's  qui  passent  par 
un  point  fixe  et  sont  lanjientes  en  ce  poini  à  trois  plans  rectangu- 
laires. C'est  ce  sysiènie,  dont  il  indi(|uait  l'application  dans  certains 
problèmes  de  physique''',  qui  a  donné  lieu  à  la  Note  de  M.  Lion- 
ville  doni    il  safjil  ici. 

M.  Liou\dl('  appelle  ce  princqie  des  nnajjcs  Irnnajonnalioii  pur 
i'ai/ouH  vccleuni  rérijiniiiites,  expression  anjourd  hui  employée  par 
la  plupart  des  géomètres.  On  savait  déjà  que,  dans  cette  li'ansl'or- 
malion,  les  angles  conservent  la  mèuK!  grandeur.  M.  Liouville 
démontra  en  outre  ce  théorème  important,  que  c'est  la  seule  trans- 
formation ])our  hupielle  cette  propriété  de  la  conservation  des 
angles  a  lieu.  Il  donna  les  foi'nndes  analytiques  (pii  expriment 
plusieurs  transloi'uiations  successives,  et  il  conclut  cjue  Ion  peut 
])asser  d'une  surface  à  l'une  de  ses  transformées  directement  par 
une  transformation  uiii(pu'.  Enlin,  il  iiidi(pia  plusicuis  questions  re- 
latives ;\  la  Géométrie  pure,  à  la  Physicpic  niathénuitiqne,  à  I  élec- 
tricité, au  magnétisme,  à  la  chaleur,  à  l'attraction,  dans  lescpielles 
celte  transformation  jxiuvait  èlre  utile.  Elïectivemeni  elle  avait  déjà 
eu  (piehpies  rares  a[)[)lications,  et  depuis  elle  a  été  lr(''([uennnent 
employée.  Nous  réunirons  dans  un  paragraphe,  à  la  suite  de  l'ana- 
lyse actuelle  des  recherches  «géométriques  de  j\l.  Liouville,  1  indi- 
cation des  iliiférents  ouvrages  dans  lesquels  nous  trouvons  cette 
transfoiination  des  ligures. 

iS'iy.  Sur  lin  llirai-niie  île  M.  (i(iii)>s,  conccriKUil  le  [iroduildcs  deux  raijoiiH 
ilr  niiirhiirc  priiin'pnii.r  m.  cliaqiie  poinl.  d'une  surface ''^K  — Gauss, 
dans  le  célèhi'e  IMémoiic  intitulé  :  Dinijiiisiliniics  <>rnrfiilrs n'ira  siipri- 

'''   l'ixlniils  (ti!  (teiix  iellrcs  ndrosst'ps  î\  i  S'iy.  p. -1,50-264.) —  "  .hmrntil dr  Math. 

M.  t,ii)uville.(VoiryoMni«/rf(?:Vrt(/i.  l.XIl.         I.  \It,  18A7,  p.  agi-.'io'i. 
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J'uies  curvas,  avait  ilémoiitré  ce  théorème  :  L'expression  du  produit 
PiRi  des  deux  raijons  de  courbure  principaux  en  un  point  d'une  surface 
(produit  dont  la  valeur  inverse  est  ce  que  Gauss  nomme  la  rour- 
hure  de  la  surface  en  ce  point)  dépend  uniquement  de  l'expression 
l'énérale  de  lélénient  linéaire  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins. 
D'où  Ton  conclut  que,  quand  une  surface  est  applicable  sur  une 
autre  par  déformation,  sans  rupture  ni  duplicature,  le  produit  RR,  est 
toujours  le  même  pour  les  deux  surfaces  en  deux  points  correspon- 
dants '1'. 

M.  Liouville  appelle  l'attention  sur  ce  théorème  important,  dont 
il  donne  une  démonstration  reposant  sur  une  expression  nouvelle 
du  produit  RRj. 

Peu  de  temps  après,  le  même  théorème  a  aussi  été  démontré 
]>ar  MM.  Rertrand'-'  et  Puiseux'^',  et  par  M.  Di<;uet,  alors  élève 
de  l'Ecole  ?*Jormale  '*'. 

M.  Liouville,  en  donnant  une  nouvelle  édition  du  ;Ti-and  ouvrage    i 
deMonjje,  Y  Application  de  l'Analyse  à  la  (jéoniétrie,  \  a  joint  comme 
complément  et  commentaire  les  Disquisitiones  gcneraJes  circa  super- 
ficies curvas  de   Gauss,    et  diverses  iNotes   inqiortantes  dont   nous 
allons  dire  le  sujet. 

Note  I.   Sur  les  courbes  à  double  courbure. 

M.  Liouville  démontre  quelques  formules  générales  relatives  aux 
deux  courbures  des  courbes  gauches.  11  fait  connaître  un  beau  tra- 
vail de  M.  Serret,  sur  ce  sujet,  travail  ([ui  a  été  reproduit  depuis 
par  l'auleur  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  X\  I  du  .fournul  de 
Mutliématiques,  et  dont  nous  parlerons  plus  loin. 

''   l'réscnti;  à  In  Société  royale  (le  Gœt-  de   D'école  l'iilyteclinique.   ii  été   insérée 

tirijjiie  le  8  octobre  i8:>7,  et  imprimé  au  dans  le  tome  XI  des  Nouvelles  Annales  de 

lonie  \I  des   Commeiilnliones  rccentinres.  Mathêinnliqnes ,  tSSa.p.  195-263. 
(je   Mémoire  a  été    joint   à   ïApplication  '''  Journal  tic   ]liiltii'ni(ihtji((:-> .   I.   Mil, 

lie  l'Analijse  à  In  Gcoinéliie,  de  Monge,  p.  80. 
dans  l'édition  donnée  par  M.  Liouville.  '^'  ll^iil.  p.  87. 

I  ne  (ladiiction  p;u'  \\.  T.  A.,  ancien  élève  *'   Ihitt.  p.  S.'!. 
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Ci  C!<1  dans  cctlu  Noti;  (|ue  M.  Liouvillc  a  déliiii  Yaiinlc  ilc  ronlin- 
l>rtic('  relalif  et  la  courbure  géodésùjur.  (loiiiiiu'  il  s'agit  d'un  [)oiiil 
iiiipoilaiil  de  la  lliéoi'i(^,  nous  citerons  les  projircs  paroles  de 
l'auteur  : 

ft Lorsque  deux  courbes,  dit-il,  ont  nu  élrnienl  coniuiun  r/s, 
ce  les  deux  éléinenls  qui  suivent  ds  (ont  nu  aiii;le  infininieni 
cf petit  dv,  que  nous  nonunerons  Yaii{>Ir  de  cunliiinenee  relatif;  cl 
tfle  l'apport  '-p  niesui'cra  la  vourbu)e  on  la  d('viulwn  relative  des 
ft  deux  courbes.  Le  ra[)port  inverse  sera  la  valeur  de  ce  qu'on 
rappellera,  par  analo{]i(;,  le  roijoii  de  la  courbure  ou  de  la  dévialion 
^a-clulive . . .  Le  lecteur  verra  (pion  peut  tirer  un  grand  parti  de  ces 
«idées  générales,  liornoiis-iious  à  signaler,  parmi  les  cour])ures 
et  relatives,  celle  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface,  par  rapport 
frà  la  ligne  géodési(jue  tangente.  J'ai  proposé  pour  la  désigner  le 
Cf  nom  exprcssii"  de  courbure  lyçodésique,  que  M.  Bonnet  a  bien  voulu 
Cf  adopter  dans  un  Mémoire  reinarqiiabl(>  inséré  au  xxxn^  caliier  du 
n,li)uriial  de  VEcnle  Pohjlecliuique^'K'- 


'''  C.eMi'MiuirodeiM.  Ossiaii  Ijoiiiiet,ou 
|)liil(jl  In  partie  île  ce  Méiuoii-e  qui  Iraile 
des  [)ioj)riél('s  des  lignes  tracées  sur  luie 
surface  avait  élé  présentée  à  l'Académie  en 
18^1 'i ,  et  l'auteur  s'y  servait  déjà  de  cette 
iiulion  di'  la   i-oiii'hiire  {jéodi'siipie,  sous 

I  expression  = -;-,  mais  sans   lui 

'  p  ds^ 

donner  un  nom  :  0  étant  l'angle  que  le  [)laii 

iisiidati'iir  l'ail  avec  le  plan  tangent  à  la 

sinracc,  et  (j,  le  rayon  de  courbure  de  la 

courbe.  M.  Ronnet  dit  à  ce  sujet,  en  offrant 

un  exemplaire  de  son  Mi'iuoire   à   l'Aca- 

iléliiic  :  rrDniis  relie  parlie.  la  |ilils  iiiipor- 

•rlaole  (lu    McMiioiri',  j'.u    lail    iiii    grand 

misa'iedu  laiipiirl  -,(1111  esl  I  élément 

"  '  '  P 

tc(|ue   1(111   diiil  sulolitiiei'  à  la  coiirliure 

rrdcs  ligiie>  l(jrs(ju'on  considère  ces  lignes 


tr comme  tracées  sur  une  surface  déler- 
miiinéc;  les  [iropriétés  les  plus  importantes 
rrde  ce  rajiport,  notamment  celles  qui 
ftsont  exprimées  par  les  égalités  (7)-,  (8), 
rr(«),  (9),  (12),  (i3)  du  S  3,  .se  trou- 
er vent  dans  le  Mémoire  de  i84'i.  Ainsi, 
rrj'avais  aperçu  et  démontré,  dès  cette 
frépoijuo,  que  ce  rapport  était  l'élément 
n(|ui  devait  remplacer  la  courbure  des 
(alignes;  seulement  je  n'avais  pas  alors 
«•pensé  à  lui  donner  un  nom  particidier  : 
"je  me  suis  servi ,  dans  le  Mémoire  actuel . 
ffde  la  dénoniinalion  de  courhtirc  géodù- 
crsiijiie.  Cette  dénomination  est  due  à 
itM.  I^iouville,  qui  l'a  employée  dans  mi 
«Mémoire  composé  depuis  longtemps, 
rr  mais  non  encore  [niblié.  1  {('.oiiqtlcs  rendus 
dp  l'Arndi'nnc  des  sciences,  t.  XXVlll  , 
i8'i().  p.  ^1  'i(j.) 
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Dans  la  Noie  II,  intitulée  :  Expressions  (livcrscs  de  la  dislance  de 
deux  points  injlniment  voisins  cl  de  la  courbure  géodésique  des  lignes,  sur 
une  surface,  M.  Liouville  parvient,  parties  considérations  nouvelles 
fort  simples,  h  cette  expression  remarquable  du  rayon  de  cour- 
bure géodésique, 

1 (/('     cos  (      sin  (' 

p  (Is        pi  Pi' 

que  l'on  trouve  aussi  dans  le  Mémoire  de  M.  Ossian  Bonnet. 
Depuis,  M.  Liouville  a  donné  une  généralisation  importante  de 
cette  formule,  en  supposant  que  les  lignes  des  coordonnées,  au  lieu 
d'être  orthogonales,  se  coupent  sous  un  angle  varialile  w'''. 

La  Note  III  contient  un  théorème  conccrnanl  l'inlégralion  de  l'équa- 
tion des  lignes  géodésiques. 

M.  Liouvdle  fait  connaître  certaines  conditions  générales  qui 
[)crmettent  d'intégrer  l'équation  des  lignes  géodésiques  sur  une 
surface  donnée,  et  dans  lesquelles  rentre  en  particulier  le  cas  de 
l'ellipsoïde. 

La  Note  IV  se  rapporte  au  théorème  de  M.  Gauss  concernant  le 
liroduil  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  (ïune 
surface. 

Après  avoir    reproduit   les    démonstrations   de    MM.    Bertrand 
et  Puiseux,  M.  Liouville   rappelle   plusicuis  expressions  comuies 
de  la  courbure  jt^,  notamment  la  formule 
j^ i_  /(f/A     tlHl\ 

(pid  il  (loiiaéc  dans  le  tome  XII  du  Journal  de  Mathéinatiques.  Il  iii- 
(h(pi(!  ensuite  une  solution  de  ce  problème  important  :  Deux 
surfaces  étant  données,  reconnaître  si  ces  surfaces  sont  ou  ne  sont  pas 
applicables  Vune  sur  l'autre.  Enfin,  des  considérations  sur  les  sur- 
faces dont  les   rayons  de  courbure   ont  un    produil  constant,  el 

'')   Cuwi>ks  midu-s,  t.  XXXII.  p.  ^,n.—Juun»dilr  Malli.  I.  XVI,  i85l,  ]).  i3o. 


i;i8  1'.  \I'IMIHT    srH    f.KS    PliOCltES 

1  iiiti^M'alioii  (I Une  (''(iiialioii  aii\  (lillV'i'i'iices  parliclli's  du  second 
oi'dre  se  rattachant  à  la  tliéorie  de  ces  surfaces,  terminent  celle 
:\'()te,  remar(|ual)le  à  [)lusieurs  éj;ards. 

Note  V.   Du  Iracé  (réoip'opliique  des  surfaces  les  unes  sur  les  aulres. 

M.  Liouvillc  a[)[)clle  fracé  (>éogr(iphique ,  on  plutôt  représenUUiou 
iréop;raphique ,  celle  dans  laquelle  les  angles  se  conservent,  de  sorte 
que  deux  parties  infiniment  petites  de  deux  figures  correspondantes 
sur  deux  surfaces  sont  semblables. 

Lambert  et  Lagrange  avaient  déjà  traité  celte  question  dans  des 
cas  particuliers.  Gauss  l'a  résolue  d'une  manière  complète  dans  un 
Mémoire  important  couronné  par  rAcadéraie  de  (lopenlia<;ue.  Après 
avoir  rappelé  cette  solution  de  Gauss,  AI.  Liouville  fait  remar(pier 
que  le  problème  du  ti'acé  géographique  conqji-end,  comme  cas 
particulier,  celui  qui  a  pour  but  de  reconnaître  si  deux  surfaces 
sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  H  donne  alors  une  nouvelle  solu- 
tion, indépendante  de  la  considération  des  rayons  de  courbure,  de 
ce  problème  déjà  traité  dans  la  Noie  IV.  tt  Entre  cette  méthode  et 
ce  celle  de  la  Note  IV ,  et  d'autres  que  je  pourrais  ajoutei',  dit  M.  Liou- 
tr  ville,  le  clioix  devra  dépendis  des  circonstances.-^ 

Note  VI.  Extension  au.  eus  des  Irais  dnnensions  de  lu  (juestion  du 
Iracé  géograpliuiue. 

La  question  revient  à  trouver  des  fonctions  de  a,  |3,  y  qui, 
piises  j)our  a',  |S'.  y',  vérifient  léqualion 

da,'-  +  r/(3'-  +  dy'-  =  I  (  r/a-  +  d^'  +  dy-) . 

où  /  est  une  fonction  iiiconinie  de  a,  j3.  y.  M.  Liouville  Iraile 
d'abord  le  cas  où  /=  i;  puis,  par  des  considérations  cxlrèmemeut 
ingénieuses,  il  ramène  le  cas  général  au  cas  de  /=  i.  Il  trouve  ainsi 
comme  unique  solution  de  la  ([uestion  celle  qui  correspond  à  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  l'éciproques.  ff  J'avais  fait  ob- 
tc server,  dit-il,  que  la  transformation  par  rayons  vecteurs  récipro- 
f-(pies  donne  une  solution  du  |)roblème;  mais  j'ignorais  aloi's  (jue 
fia  foi'mule  ainsi  ohteniii'  lui  la  plus  "énérale  possible.   Laiial\se 
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ff précédente,  qui  établit  ce  iai(  iiuportanl,  iicst  pas  indigne,  ce 
crnie  semble,  de  lattention  des  oéomèlres.  n 

Le  résultat  de  M.  Liouville  est,  efTectivement,  tout  à  l'ait  capital. 
Pai'ini  les  conséquences  qu'on  en  peut  d(''duire,  nous  citerons  le 
beau  théorème  de  M.  Lamé,  d'après  lequel  les  systèmes  tri|)les  de 
surfaces  isotliermes  orthogonales  se  réduisent  au  seul  formé  par 
les  surfaces  du  second  degré  liomofocales'"'. 

Note  \I1.   .1  l'occasion  des  cordes  vihrantes. 

Dans  cette  Note,  purement  analytique,  M.  Liouville  rappelle  les 
dilférentes  métliodes  que  les  géomètres  ont  imaginées  pour  inté- 
grer l'équation  des  cordes  vibrantes;  puis  il  ap])lique  ces  niétliod(>s 
à  d'autres  équations  rentrant  dans  des  tvpes  plus  généraux. 

Siiv  VII  lliéoi'èiiie  de  M.  Cliasks''-^  —  Deux  surlaces  liomofocales,     i8,5i. 
ainsi  qu'on  l'a  dit  précédemment  (cliap.  u,  j).  9  f)),  peuvent  être  con- 
sidéi'ées  comme  les  deux  nappes  du  lieu  des  centres  de  courbure 
d'une  certaine  surface  0. 

M.  Liouville  se  propose  de  compléter  ce  théorème  en  donnant 
l'équatiou  de  la  surface  0.  Elle  dérive  des  formules  de  son  Mémoire 
sur  le  mouvement  d'un  point  matériel,  déjà  cité  (p.  i33).  Il  ajoute 
(pie  ces  résidtats.  relatifs  aux  lignes  géodésitpies  des  surAices  du 
second  ordre,  se  peuvent  aussi  démonirer  dn'cclement,  d'une  nia- 
nièi'e  fort  simple. 

Sur  la  théorie  générale  des  surfaces^^K  — M.  Liouville  donne  une    iBrn. 
nouvelle  expression  concise  du  produit  RRj  des  deux  rayons  de 
coiirbiirc    principaux  d'une  surface  en    un    ])oint,  ou    plutôt    de 

7777-^  puis  une  expression  générale  du  raijoii  de  courbure  géodésiqiie, 

dont  il  a  indiqué  de  nond)reuses  conséquences  dans  ses  leçons  au 
(lullége  de  France. 

'''  Journiil  lie   MathémHtujucH ,   I.    \\  .  '''   Coiiiples  rendus ,  I.  XWll,  p.  h',),]- 

1  8.T0  ,  ]).  1  u;î.  .'i.'î.').  — .loiiniiihk  MiillicmnlirpiCK ,  I.  \V1  . 

'    lliid.  I.  \\l.   iH.")!.  |..  (1-8.  |i.  i.'io-i.'i-.'. 


l/iO  UAl'l'OllT  sur,   LES  l'IlOGRÈS 

i85-j.  Théorème  sur  le  rapport  anharmonique  ^^\  —  Lorsque  (jualrc 
courbes  déterniiiiécs  sur  une  surface  par  des  équations  telles  que 
j'i^u,  i')  =  o,  entre  deux  coordonnées  n,  v  quelconques,  passent  par 
un  même  point,  M.  Liouville  donne  l'expression  du  rapport  anliar- 
monique  des  tangentes  de  ces  courbes  en  leur  point  commun. 
Il  en  conclut  que  ce  rapport  anbarmonique  est  toujours  le  même, 
quel  que  soil  le  système  de  coordonnées  auquel  se  raj)portent  les 
variables  u  et  v,  et  quelle  <[ue  soit  aussi  la  surface  sur  ]a<pielle  ces 
coordonnées  sont  comptées. 

i854.  Expression  simple  du  rayon  de  courhure  gcodcsifjue  d'une  ligne  Irarce 
sur  vu  cllipsoïde^-\  —  Soient  ds  l'élément  de  la  courbe  au  point 
que  l'on  considère  ;  p,  le  rayon  de  courbure  géodésique  ;  6,  l'angle 
que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  la  tangente  conjuguée,  et  H, 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'extrémité  du  demi-diamètre  de  l'el- 
lipsoïde parallèle  à  cette  seconde  tangente  sur  le  diamètre  parallèle 
à  la  première,  on  a  l'expression 

-  =  tangO — Y — 

II. 

Tniiisfannalimi  juir  rnijoiis  nxlrurs  n'ciproqucs. 

Si,  sur  les  rayons  menés  d'un  p(Me  fixe  aux  points  d'une  ligure, 
on  prend  des  segments  proportionnels  aux  valeurs  inverses  de  ces 
rayons,  les  extrémités  de  ces  segments  forment  une  nouvelle  figure, 
qui  est  la  transformée  de  la  première.  On  dit  (|ue  la  transformation 
se  {s\i  far  rayons  vecteurs  réciproques.  La  projection  stéréogra})bi(pie, 
connue  des  anciens,  et  dont  il  nous  reste  un  traité  de  Ptolémée,  est 
une  transformation  de  cette  nature.  En  effet,  l'œil  étant  en  0  sur  la 
sphère,  si  la  projection  d'un  point  a  de  la  sphère  est  en  a  sur  h; 

">  Journut  de  Malhhmilhiur>i ,  l.  XVII,  '''  Jour  mil  (h:  Malltihualu/iies ,   i.   \1\  , 

p.  3(ji.  ]>■  308. 
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[)laii  iliainolral  perpendiculaire  au  rayon  à  l'extrémité  duquel  se 
trouve  le  point  0 ,  on  voit  sur-le-champ  que  le  produit  Oa.Od  est 
constant  (et  égal  au  produit  du  rayon  par  le  diamètre).  Ainsi,  la 
transformée  de  la  sphère  est  un  ])lan  perpendiculaire  au  rayon 
qui  passe  par  le  point  0.  Cela  aurait  lieu  évidemment  pour  une 
autre  valeur  du  produit  constant  Oa.Oa,  puisqu'on  aurait  un  plan 
])arallèle  au  premier.  Il  s'ensuit  (pie  les  plans  qui  sont  les  trans- 
l'ormées  de  deux  sphères  se  coupent  sous  le  même  angle  que  ces 
sphères.  Et  l'on  conclut  de  là  immédiatement  que  deux  surfaces 
quelconques  se  coupent  en  chaque  point  sous  le  même  angle  que 
leurs  transformées,  au  point  correspondant;  c'est-à-dire  que  les 
angles  se  conservent. 

Vinsi,  cette  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  aurait 
|iu  se  conclure  naturellement  de  la  ]n"ojection  stéréographique. 

Le  rapprochement  que  nous  venons  d'indiquer  se  trouve  efl'ec-  18^7. 
tivement  dans  les  premiers  exemples  de  cette  méthode  de  trans- 
formation des  figures,  que  renferme  le  beau  Mémoire  de  M.  Que- 
telet ,  intitulé  :  Résumé  d'une  nouvelle  théorie  des  caustiques  '''. 
M.  Quetelet  appelle  inverse  la  transformée  d'une  figure,  et  démontre 
ces  deux  propositions  :  La  polaire  d'une  courbe  (relative  au  cercle  de 
centre  0)  a  pour  inverse  la  caustique  secondaire  de  cette  courbe.  —  La 
imlaire  d'une  coiirhe  plane  quelconque,  après  avoir  subi  deux  projections 
stéréographiques  successives,  devient  semblable  à  son  inverse. 

Mais  l'idée  d'une  méthode  générale  de  transformation  des  li-  i836. 
giires,  fondée  sur  des  considérations  directes,  paraît  due  à  M.  Bel- 
lavitis,  ([ui  l'a  exposée  sous  le  titre  de  Teoria  délie  figure  inverse, 
e  loro  uso  nella  Geomctria  elemenlare  '-'.  Il  appelle  inverse  la  transfor- 
mée d'une  courhe.  Il  démontre  ([ue  les  inverses  de  deux  courbes  se 
coupent  sous  le  même  angle  que  ces  courbes.  Il  établit  ensuite  plusieurs 

'''   Nouveaux  Mémoires  de  l'Acudéniie  '''  Ammli  dellc  scicnzc  del  rcgm  Lom- 

i<Hj(tli>  de  Bruxelles,  t.  IV,  1857,  p.  81.         hardo-Venelo,  i8;îO.  I.  \'I,  p.  laO. 


l'I-J 


liAI'l'Oliï   SlUi    LKS    l'IiOGI'.KS 


|ii()|)ri(l(''s  (les  inverses  des  sériions  C()ni(|ues,  et  di(  que  les  inèiiies 
(■(iiisi(l(''i'ali()iis  sii|(|ili(|iieiil  aii\  li;;iii'es  dans  l'espace''*. 

i8/i3.  M.  Sinidis.  |)i-()resseiir  à  riiniversih'  de  Dublin,  a  l'ail  usajje 
de  ce  mode  de  translorinalion  dans  nu  Mémoire  inlilulé  :  On  llir 
apphcaUon  oj  a  new  mctiiodc  lo  llie  (jcomctry  of  Curvcs  and  ninr 
Surfacex^'^^  où  il  appelle  aussi  iiivo'sc  la  transformée  d'une  courhe  on 
d'une  surface.  S'appuyant  sur  les  théorèmes  de  M.  Dupin  concer- 
nant les  surfaces  orlliojjonales,  et  sur  la  conservation  des  aufjles, 
il  est  conduit  à  ce  liean  Ihéorèuie  général,  que  1rs  lignes  de  roiirbiire 
d'une  surface  se  Iransfonncnl  en  lignes  de  eoarhare  de  la  nouvelle  suv- 
farc;  et  il  déduit  de  là  une  consti'uclion  géométrique  des  lignes  de 
ronrluire  de  la  surface  d'élaslicilé. 

Dans  le  même  temps,  M.  Ingram  s'est  aussi  occupé  de  ces  courbes 
inverses  '^'. 


i.S'i8. 


Nous  avons  cité,  en  ])ar]ani  ci-dessus  des  travaux  de  M.  Lion- 
ville,  l'usage  que  M.  Thomson  a  l'ait  de  cette  méthode  de  translor- 
inalion dans  des  (juestions  de  plivsKpie  malhématicpie.  et  les  déve- 
loppements ajoutés  par  i\l.  Lionville  lui-même ,  en  donnant  à  la 
méthode  son  nom  actuel  de  li'ansloi-mation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

Les  mêmes  considérations  ont  conduit  M.  W.  Hoberls  à  uni' 
méthode  de  transformation  des  coui'bes  planes  el  sphéricpu's .  cpii 


'''  M.  l'icllnvitis  a  rncorr  l'ail  iisaifo  de 
CCS  coiu'bcs  inverses  dans  un  Wénioiro 
sur  la  classification  des  courbes  du  Iroi- 
siènic  ordre.  {Mémoires  de  la  Société  iUi- 
ticnne,  Modène ,  l.  XXV,  1 85 1 ,  p.  1 8.)  En- 
suite il  s'en  sert  pour  la  solution  d'un 
ItmlAkme.  {Nouvelles  Annales,  t.  XII,  1853, 
p.  hliS.)  Il  en  expose  la  thdorio  dans  un  pa- 
ragraphe d'un  travail  intituld  ;  Principii 
ilella  Gcoiiielria  di  dcricazione.  {Ainidli  ili 
scicir.f  iiiiilciiinUclic  c  Jisiclic  de  M.   Toi- 


Idliiii.  I.  V.  i85i,  p.  a/ii,  2^i8  et  hj'S.)' 
Il  cite  cette  transformation  des  ligures 
dans  son  ouvrage  intitulé  :  Sposizione  dei 
iiuni'i  metodidi  Geomelria  analitica  (Vene- 
zia  ,  i8Go,in-4°)et  dans  les  Anmdi  di  Ma- 
iciiinlica  de  Tortolini,  l.  III,  i8f)0.  p.  Co. 

'''  Pldlosophical  Magazine,  London, 
novend)re  i8/i3,  t.  XXIII,  p.  338-3^7. 

'  '  Transactions  of  llie  Dublin  philoso- 
jdiical  Societi/.  (  Voii'  Salnion .  Hi/;lHr plane 


i85-. 


1/.3.1 
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coinpreiKl  comme  cas  particulier  celle  des  rayons  vecteurs  réci- 
proques, et  dans  laquelle  les  angles  se  conservent.  L'équation 
polaix'e  d'une  courbe  étant  F(r,  w)  =  o,  on  a  pour  l'équation  de  sa 
transformée  F(r— ",  «&>)  =  o.  M.  ^\'.  Robcrts  a  conclu  de  cette 
transformation  de  nombreux  tbéorèmes'^'. 

M.  H.  Faure,  capitaine  d'artillerie,  a  aussi  étudié, plus  tard,  ce     i85i. 
même  mode  général  de  transformation,  dans  lequel  les  angles  se 
conservent  '-'. 

M.  Salmon,  en  exposant  la  mélbode  de  transformation  par  iS52. 
rayons  vecteurs  réciproques'^',  a  indiqué  les  causes  d'abaissement 
du  degré  des  courbes  transformées,  et  fait  remarquer  que,  dans 
la  courbe  du  quatrième  ordre,  ayant  pour  points  doubles  les  deux 
points  imaginaires  situés  à  l'infini  sur  un  cercle,  il  existe  quatre 
points  qui,  pris  pour  pôles  de  transformation,  permettent  de  trans- 
former la  courbe  en  elle-même  :  propriété  iuq)ortante,  sur  laquelle 
nous  aurons  à  revenir  au  sujet  des  belles  recherclies  de  M.  Moutard 
sur  les  surfaces  anallagmatiques  (cliap.  v). 

M.  Andrew  S.  Hart,  dans  le  même  temps,  tirait  de  l'équation    i852. 
générale  des  courbes  inverses  leur  propriété  relative  aux  trois 
points  multiples'''.  Soit  l'équation  d'une  coiu'be 

Uo+  M,  -I-  '«2-1-  .  .  .  -f-  «„=  O, 

ii„  étant  une  constante,  et  u^,  u^,  . . .,  «„,  des  fonctions  de  x  et  y  de 
degrés  i,  2,  ...,  m,  l'équation  de  la  courbe  inverse  est 

«o  ('^■'+y")"'+  "i  ('*'"+ y')  '"""'...  +  ■»,„=  0. 

'■'  Jouniiil  (le  Mutliciimti//ues ,  t.   Xlll ,  •''  Sahnon,  Iliffhcr plane cnires,  i85fl, 

i848,  p.  209-220.  p.  ."îoii. 

*°'  Extrait  (l'un  Mémoire  sur  la  trans-  ''*  An  accouni  of  some  tvansformalions 

forinatioii  des  courbes,   inséré  dans  les  ofcurves.{\oiv  Tlic  Cambridge  and  Dublin 

Mémoires  de    l'Académie   des  sciences  de  Malhemalicul    Journal,    I.    VIII.     iSI).'!. 

MoHlprlIln:  i.SiVi.i).  'iG:î-/i78.  |i.  'i-j-^n,.) 


l/i/i  li\PP()l!T  SUR   LHS   PIUXiUKS 

M.  Ilarl  concltil  de  là  que  celle  courbe  a  Irois  points  mulliplcs 
dordic  ta:  l'un  silué  au  pôle  ou  cenlre  d'inversion,  elles  deux  au- 
tres, iniajjiinaires,  coïncidant  avec  les  deux  points  circulaires  à  l'in- 
fini, c'est-à-dire  avec  les  deux  points  de  contact  des  tangentes  au 
cercle  qui  a  son  centre  au  pôle  fixe. 

Nous  vci'rons  plus  loin,  en  parlant  de  \a  projection  gauche ,  pro- 
posée par  M.  Transon,  que,  à  l'égard  des  trois  points  multiples 
doi-dre  m,  les  courbes  inverses  ne  sont  qu'un  ras  particulier  de 
courbes  que  l'on  obtient  par  divers  autres  modes  de  transl'ornia- 
lion,  et  qui  onl  loujours  ces  trois  points  multiples,  mais  dans  Ics- 
(juclles  la  conservation  des  angles,  qui  l'ait  le  caractère  ]»rincipal 
des  courbes  inverses,  n'a  plus  lieu. 

1853.  MM.  Ossian  Bonnet'')  et  J.  A.  Serret''^' se  sont  servis  de  cette  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques,  dans  leui's  Mémoires 
sur  les  lignes  de  courbure  des  surlaces,  pour  passer  du  cas  des 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  à  celui  dos  surfaces  à  lignes 
de  courbure  spbériques,  comme  on  le  verra  plus  loin. 

1 8.^5.  !\I.  Paul  Serrct,  en  réunissant  dans  son  livre  instructif:  Des  méthodes 
en  Géométrie  (in-S^i  1 855),  les  propriétés  du  mode  de  transformation 
dont  il  s'agit,  en  a  fait  diverses  applications  à  la  tbéorie  des  sur- 
faces, concernant  leurs  lignes  de  courbure  et  les  rayons  de  cour- 
bure des  sections  normales. 

i858.  M.  Hirst,  après  avoir  fait  un  usage  très-lieureux  des  figui'es 
inverses,  qu'il  appelle  ainsi  d'après  M.  Stubbs ,  d'abord  dans  un 
Mémoire  sur  les  corps  qui  exercent  une  égale  attraction  sur  un 
point '^',  puis  dans  un  Mémoire  sur  la  courbure  d'une  série  de  surfaces 

'''  Journal    de    l'Ecole    Polytechnique ,  "'   On  cqunti/  atlnicling  siirfticcs.  (Voir 

xvxv' cahier,  p.  268  et  siiiv.  l'Iiihsophtcnl  Magazine ,  vol.  \VI,  1858, 

'■'  Journal  de  Muthihnaliiiues,  t.  WIII ,         |i.  ut-'-uj-j.) 

isr.:{,p.  ,i.-î. 
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et  de  lignes''^',  a  proposé  l'un  de  ces  modes  de  Iransformaliou  d'une 
construction  plus  ijénérale.  dont  nous  venons  de  ])arler. 

M.  Lamé,  dans  son  grand  ouvrage  sî/r  les  coordonnées  curvilignes,  iSSg. 
a  fait  aussi  les  applications  les  plus  fécondes  de  la  transformalion 
par  rayons  vecteurs  réciproques  aux  problèmes  des  températures 
stationnaires.  dans  plusieurs  systèmes  de  corps,  coniques,  cylin- 
driques, etc.  Nous  citerons  le  jugement  de  l'illustre  analyste  sur 
ce  procédé  de  transformation  :  a  Quand  on  considère  le  très-pelit 
rr  nombre  de  corps  que  l'on  savait  traiter,  il  y  a  peu  d'années,  dans 
nia  théorie  analytique  de  la  chaleur,  on  est  émerveillé  de  la  puis- 
asance  de  généralisation  du  nouvel  instrument  que  nous  venons 
«d'analyser'-',  fl 

M.  J.  Booth  a  fait  connaître,  dans  son  très-remarquable  Mé-  18G0. 
moire  sur  la  courbe  qu'il  a  appelée  Logocyclique ,  une  relation  fort 
simple  concernant  les  cercles  osculateurs  des  courbes  inverses,  en 
deux  points  correspondants.  R  et  r  étant  les  rayons  vecteurs  des 
deux  points,  et  G,  c  les  cordes  interceptées  sur  ces  rayons  par  les 
cercles  osculateurs,  on  a 

Nous  citerons  plus  tard,  en  parlant  des  travaux  de  MM.  Mann- 
heim  et  Moutard,  d'autres  applications  importantes  de  la  méthode 
des  rayons  vecteurs  réciproques. 

La  propriété  de  la  conservation  des  angles  se  vérifie,  dans  le 
cas  des  figures  planes,    pour  une  infinité  d'autres   méthodes   de 

'''   Inst'H' dans  les  Annali   di  Materna-  '^'  Leçons  sur  les  cnordoniiKcs  ciirvilijpicft 

(icfl  (le  M.  Tortoliiii,  l.  II,  i85(j,  p.  gS-  et  leurs  diverses  appliculhns;  VinU,  m-S', 

112  et  i68-t6.'i.  1809,  p.  938. 

Ce  Mémoire  de  M.  Ilirst  a  donné  lieu  '''  On  llic  Logocyelic  Curve,   and  itic 

à  M.  Tortolini  de  réunir,  dans  une  .Note  Geomelriccd  Oripn  of  Logarillims.  (Voir 

sur  lesfijpires  inverses,  d'intéressants  dé-  QiKirterli/  Journal,  l.  III,  i8(')0,  [>.  i35.) 


velot) 


lienicnts  anal\ti(|ues.  (/i/r/.  p.  18;).) 


l'iG  liAI'l'OliT   SLiU   LES  l'IlOGRliS 

Iraiisformiilioii.  Ainsi,  x,  y  élnnt  les  coo)'doniu'0!s  (11111  [loiiit  do  la 
|)i('iiii("'rc  lijjurc,  et.  x,  ?/,  cellt's  du  poinl  corrospoiidaiil  dans  la 
seconde,  si  l'on  pose 

X  +  ;;/  y'—  1  =  j     et     x  +  v/'  y  —  i  =  z', 

il  sufïil  que  Ton  ait  entre  z  et  z'  nnc  relation  déterminée,  de  forme 
qiielcon(|ue,  comme  on  le  voit  dans  les  Mémoires  de  Cauchy  sui' 
la  repi'ésentation  géométrique  des  (juantités  imaginaires,  dont  il  a 
élé  question  dans  rustre  jjremier  cliapitrc. 

M.  F.  Lucas  a  remarqué"  (jue,  si  l'on  prend  |)oui'  iclation 

zz'+  az  +  hz  -\-c  —  0, 

il  y  a  aloi's  Iransiormation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

III.  —  M.  Lamk. 

Lors(ju'oji  a  un  système  triple  de  surfaces  du  second  ordre 
liomofocales,  chaque  point  de  l'espace  est  déterminé  par  les  demi- 
axes  majeur.s  des  trois  surfaces  (pii  passent  par  le  point.  Ces  trois 
demi-axes,  désignés  en  général  par  (x,  r.  p,  peuvent  être  pris  poui- 
coordoiuiécs  du  point. 
iS.'i.l.  C'est  à  M.  Lamé  ([ue  l'on  doit  l'idée  complète  de  ce  système 
de  coordonnées,  et  les  développements  qu'il  demandait.  Dans  un 
Mémoire  snr  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  homogènes 
en  équilibre  de  lemyérature ,  présenté  à  l'Académie  en  juin  i833'-', 
Idlustre  géomètre  a  fait  la  première  application  de  ce  système  des 
trois  variables  fx,  v,  p,  ([u  il  appelle  coordonnées  elliptiques.  Il  s'est 
servi  depuis  de  ces  coordonnées  dans  plusieurs  autres  recherches 


'''   Eludes    niniliillipics    mir   lu    llicoric  '"'  Voir  Mémoires   dot  Savants  ctra 

ffciin-ii/c  dc.i  courbes  pl(tnes .  i  vol.  in-S°,         ffcrs,  t.  V,  cl  Journal  de  Mulliémnllrpir 

i8(;/..  p.  187.  (.  II,  18:57,  p.  1/17-183. 
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de  Physique  mathéiiiatiquet'',  et  môme  d'Analyse  pure'-',  uotnm- 
nicut  dans  ses  Leçons  sur  les  fonctions  inverses  des  Iranscemhntes  (^'. 

Dans  col  ouvrage,  M.  Lamé  a  pu  signaler,  après  vingt  années 
d'expérience,  ces  coordonnées  elliptiques  comme  devant  être  la  source 
d'un  grand  nombre  de  recherches  importantes,  et  dire  que,  subs- 
tituées aux  coordonnées  sphériques  habituelles,  elles  généralise- 
raient et  transformeraient  avec  avantage  toutes  les  branches  de  la 
Physique  mathématique,  ainsi  que  la  Mécanique  céleste. 

Bientôt  après,  M.  Lamé  a  généralisé  la  conception  des  coordon-  i83i. 
nées  elliptiques,  en  substituant  aux  surfaces  du  second  ordre  un  sys- 
tème triple  de  surfaces  orthogonales  quelconques.  Un  Mémoire  sur 
les  lois  de  réquilibre  dujluide  élhéré'^'^'i  contenait  déjà  un  cliapitre  ayant 
pour  titre  Surfaces  orthogonales  conjuguées,  où  Ton  trouve  les  rela- 
tions générales  qui  ont  lieu  entre  les  coordonnées  ordinaires  x,  y,  z 
dun  point,  et  les  trois  paramètres  fx,  v,  p  appartenant  aux  trois 
surfaces  orthogonales  qui  passent  par  ce  point.  Mais  c'est  surtout 
dans  un  autre  travail,  intitulé  :  Mémoire  sur  les  coordonnées  curvi- 
lig7ies''^\  que  l'auteur  a  donné  toutes  les  formules  de  cette  impor-  i838. 
tante  théorie,  avec  leur  interprétation  géométrique,  ainsi  f[ue  ces 
nombreuses  relations  entre  les  paramètres  des  surfaces  et  les  rayons 
de  courbure  de  leurs  sections  principales,  qui  sont  devenues  depuis 
le  point  de  dépari  de  tant  de  recherches  utiles. 


''  Mémoire  sur  l'éqnilihrc  des  Icmpcrn-  par  la  théorie  des  surfaces  orthogonales, 

tures  dans  tm  ellipsoïde  à  trois  axes  inê-  {Comptes rendus ,  t.  XXI,  i8/i5,  p.  112.) 
jraux,  présenté  à  l'Acadéniin  on  février  '''   1  votumo  in-8°;  (Iniilliipr-Villars, 

iSSg.   (Voir    Comptes    rendus,    I.    Vit,  i85o. 

p.   936;  —  Journal  de  Mathémnli//iics,  '■'  Présenté  ;i  rAcndémie  en  mai  1 83/4. 

l.  IV,  iSSg,  p.  196-163.)  (Voir  Journal  de   l'Ecole  Polytechnique, 

*''  Note  sur  des  intégrales  définies  dé-  wiri'  cahier,  p.  191-288.) 
duitcs   de  la  théorie  des  surfaces   ortho-  <')  Présenté   à  l'Académie   en  janvier 

gonaks.  (Voir  Journal  de  Mathématiques ,  i838.  (Voir  Comptes  rendus ,  t.  VI,  p.  i3; 

t.  III,  i838,  p.  5o9.-555.)  —  Mémoire  — Journaldc  Malhémnliqucs,  l.  V.  i8'io. 

sur  plusieurs  lhmrrmes<r  [nahjse  démontrés  p.  3i3-3'i7.) 
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i8/i:j.  m.  I.aiiu''  a  a[)|)li(jii(''  les  coordoniiéos  curvili'jnos  clans  son  beau 
Mémoire  sur  1rs  surfaces  orlhoironalcs  cl  isotJicrmes  '''. 

CoUo  condllion,  <|iic  les  surfaces  ortliojjonales  soiciil  isollicrnies, 
inli'odiiil  trois  équations  aux  (lilléientieiles  ])artielies  linéaires  el  du 
pi'cnner  oi'dre,  qui  ])ermeftenl  d'efleetuer  1  intéjfi'alion,  tandis  qiu', 
dans  le  cas  jjénéi'al,  elle  est  inalioi'dable.  M.  Lamé  a  pu  ainsi  recon- 
nallre  (|ue  tous  les  systèmes  de  surfaces  orthogonales  isotliermes 
sont  formés  de  siu'faces  du  second  ordre,  et  que  ces  systèmes  sont 
de  cinq  genres  : 

i"  Ellipsoïdes  et  livperboloïdcs  liomofocaux; 

2°  Paraboloïdes  elliptiques  et  hyperboliques  ayant  même  axe  et 
mêmes  foyers  ; 

3°  Ellipsoïdes  de  révolution  autour  du  petit  axe  et  autour  du 
;;rand  axe  ; 

6°  Sphères  concentriques  el  cônes  du  second  ordre; 

5°  Plans  parallèles  conjugués  à  des  cylindres  isolhcrmes. 

Uauleur  dit  que  ces  recherches  lui  ont  été  inspirées  par  celte 
|)ioposition  iuqiortante  de  M.  Bertrand  :  Toute  surface  npparteiiaut  à 
nu  sijslème  triple  (h'  surfaces  ortltngouales  isotlio'uies  peut  être  dirisée  en 
carrés  iu/iniment  petits  ,  par  ses  lignes  de  courbure ^'K 

nSf)!.  M.  Lamé  s'est  livré  à  une  nouvelle  étude  des  coordonnées  cur- 
vilignes dans  un  Mémoire  sur  les  variations  des  coordonnées  curvi- 
I  ignés  ^^\ 

Ce  travail  contient  une  solution  du  problème  suivant,  qui  a  une 
très-grande  importance  dans  les  questions  de  Physique  mathé- 
mati(jue  :  Trouver  tous  les  systèmes  triplement  orthogonaux  dont  fml 
partie  une  surface  (jiii'lcon(jue  donnée  et  la  surface  parallèle  infiniment 
voisine. 

''  Journal  de  Miillirm(ili//Hcii,  l.  YtlI.  "'  Jnnrnut  de  MaOïènwliqurs .   I.  \^  I . 

i«63,]).  397-/13/1.  iSr.i.  |).  i7i-i8(). 

''1    Itwt.  ]').  3(|8. 
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Enfin,  M.  Lamé  a  consacré,  il  y  a  peu  d'années,  aux  coorJon-    iS5.). 
nées  curviliîjnes,  un  ouvrage  spécial,  fruil  de  ses  leçons  à  la  Faculté 
des  sciences*''. 

La  théorie  des  coordonnées  elliptiques,  puis  des  coordonnées 
curvilignes ,  s'est  introduite  dans  les  recherches  de  tous  les  géo- 
mètres. La  plupart  des  travaux  les  plus  remarquables,  depuis  une 
trentaine  d'années,  en  renferment  des  applications. 

Nous  avons  cité,  au  sujet  de  la  surface  des  ondes  de  Fresuel.     iX^i-i. 
l'important  ouvrage  de  M.  Lamé  sur  la  théorie  mathématique  de 
l'élasticité  des  corps  solides.  ■ 

IV.  —  P.  L.  Wantzel. 

Wantzel,  élève  des  plus  distingués  de  l'Ecole  Polytechnique, 
enlevé,  en  i8i8,  à  l'âge  de  trente-quatre  ans,  aux  sciences  mathé- 
matiques, qu'il  cultivait  avec  succès,  s'est  surtout  occupé  d'Algèbre 
et  de  la  théorie  des  nombres.  Nous  pouvons  cependant  citer  de  lui 
plusieurs  recherches  importantes  concernant  la  Géométrie. 

En  premier  lieu,  un  travail  qu'il  publia  étant  encore  élève  ingé- 
nieur des  ponts  et  chaussées,  est  intitulé  :  Recherches  sur  les  moyens 
(le  reconnaUre  si  un  problème  de  Géométrie  peut  se  résoudre  avec  la  règle 
et  le  compas^'-\  Après  avoir  traité  la  question  d'une  manière  <féné- 
rale  et  complète,  le  jeune  auteur  applique  sa  méthode  aux  pro- 
blèmes célèbres  de  la  duplication  du  cube,  des  deux  moyennes 
proportionnelles  et  delà  trisection  de  l'angle.  11  démontre,  pour  la 
première  fois  d'une  manière  entièrement  rigoureuse,  l'impossibilité 
(]('  résoudre  ces  problèmes  par  la  règle  et  le  compas.  On  trouve  en 
outre  dans  le  même  Mémoire  une  démonstration  fort  siiiq)lc  d'un 
lieau  théoièuie  énoncé  par  Gauss  dans  scf.  Disquisitiones  (irithnicticir, 
el  d'après  lequel  In  division  de  la  circonférence  en  N  parties  égales  ne 
peut  rire  effectuée  avec  la  règle  el  le  compas  que  si  les  facteurs  premiers 

''   Leçons  sur    Ivs   coordunnéc.i    cmri-  ^'^^  Jouniat   de   Mallirmuliiiiics ,    t.    II. 

lignes  et  leurs  cthcrscs  (ipj)liri(lioiis ;  Piiiis,  lî^Sy,  p.  liCfi-lîyi. 

M.llld-lJarliclicr.  1   vol.  iii-8\  iBfx). 
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(II'  \  iliffcrciiis  de  -.!  sont  de  la  Jonnc   2"'*'  '   el  s'ils  enlrcitl  sculcmciU  à 
1(1  prenuhr  jiuissaiiœ  dans  ce  iiomhre. 

i843.  l^'ii  second  tiavail  de  Wantzcl  est  lelalif  à  la  théorie  des  surlaces 
iniiiima.  M.  Catalan  venait  de  démontrer  que,  parmi  toutes  les 
sujTaces  irjflées,  l'iiéliçoïde  à  lilets  carrés  est  la  seule  qui  suit  mi- 
nima^^\  Mais  son  analyse  était  fort  conq)liquée.  Wantzel  lit  voir, 
dans  une  Note  présentée  à  la  Société  philomathique  (séance  du 
1  I  lévrier  i8/i3),  qu'en  combinant  les  équations  de  la  génératrice 
rectilijjue  de  la  surface  avec  la  condition  qui  exprime  que  cette  sur- 
face est  minima,  on  obtenait  le  résultat  d'une  manière  plus  rapide. 
M.  Michael  Roberts  a  aussi  donné  depuis  une  démonstration  du 
théorème  de  M.  Catalan,  fondée  sur  les  mêmes  considérations '-*. 

i8'i8.  Wantzel  avait  repris  la  question  des  diamètres  des  courbes  d'ordre 
supérieur,  déjà  traitée  par  Euler,  mais  qui  n'y  avait  fait  que  les  pre- 
miers pas,  en  s'y  bornant  à  quelques  considérations  restreintes.  Ce 
demiier  travail  du  jeune  géomètre,  trouvé  dans  ses  papiers  après 
sa  mort,  a  été  présenté  à  l'Académie  des  sciences,  dans  sa  séance 
du  5  juin  1868,  sous  le  titi'e  de  Mémoire  sur  la  théorie  des  diaiiiètres 
rcctilignes  des  courbes  quelconques  **' ,  et  a  été  publié  dans  le  Journal 
de  Malliéniuliques  (*'. 

Les  hyperboles  redoiulantes  de  XEnuméralion  des  courbes  du  troi- 
sième ordre,  de  Newton,  offraient  un  exemple  de  courbes  ayant  un 
ou  trois  diam(M.res.  Eulci'  a  donm''  l'équation  d'autres  courbes  du 
même  genre,  mais  sans  en  faire  connaître  aucune  propriété  géné- 
rale. Wantzel  est  parvenu   d'une   manière  fort  simple  à  ce  beau 

'''  Sur   les  surfaces  réjiiées  dont  l'aire  ''   Coiiiplcs  rendus  des  sciuiees  de  V Aca- 

csl  un  minimum.  (Voir  Journal  de  Maltié-  demie  des  sciences,  t.  XWI,  p.  (Joo.  — 

mullqucs,  t.  Vil,  i8i«,  j).  -aoS-aii.)  Ce  M<!nioire  a  clé   l'objet  (rua  rapport 

'^'  Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  ilo  MM.  Lniiid,  Binet,  et  Stunii,  rn|)[)or- 

courhure  sont  éijanx ,  mais  diriges  en  sens  teiir.  (Voir  Comptes  rendus,   I.  XXV'lll. 

opposé.  (Voir  Journal  de  Muthhnatiques .  p.  (iO.) 

I.   XI.    l8'|().  p.   :ioO-.3l:!.  I  ''    T.   XIV,    l8'ly.   p.    1  11-1-2-2. 
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résultai  :  Les  diamèlrcs  d'uiw  courbe,  en  nombre  limilé  ou  illiniilé, 
jouissent  de  celle  propriclé,  qu'il  existe  tinc  certaine  conique  dans  Imjnelle 
ces  diamètres  retranchent  des  secteurs  de  même  surface. 

De  là  il  a  déduit  le  moyen  de  former  l'équalion  générale  des 
courbes  qui  ont  un  nombre  déterminé'  de  diamètres,  et  même  des 
courbes  qui  en  ont  un  nombre  infini. 

V.  —  Stirm. 

Les  principaux  travaux  de  Sturm  se  rapportent  à  l'Analyse. 
Mais,  connue  on  l'a  déjà  vu  dans  notre  premier  chapitre,  on  doit 
à  ce  savant  éminent  quelques  recherches  de  Géométrie. 

Dans  un  Mémoire  sur  l'optique  "',  Sturni  s'est  proposé  la  détermina-  1 8.>s. 
tion  des  surfaces  caustiques  par  réflexion  ou  réfraction  d'une  surface 
quelconque  donnée.  Il  établit  d'abord  des  formules  qui  font  con- 
naître la  direction  des  lignes  de  courbure  et  la  grandeur  des  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  normale  aux  rayons  réfléchis 
ou  réfractés,  en  fonction  des  éléments  correspondants  de  la  surface 
normale  aux  rayons  incidents.  L'interprétation  géométrique  de 
ces  formules  conduit  l'auteur  à  une  propriété  fort  simple  des  indi- 
catrices de  la  surface  de  séparation  des  milieux  et  des  surfaces  res- 
pectivement normales  aux  rayons  incidents  et  aux  ravons  réfléchis 
ou  réfractés.  La  construction  par  points  de  la  caustique  est  alors  ra- 
menée à  une  question  de  Géométrie  descriptive. 

Quelques  années  plus  tard,  Sturm  a  donné  suite  au  Mémoire    i,s'i5. 
précédent,  dans  trois  commuilications  à  l'Académie  sur  la  théorie 
de  la  vision,  qui  contiennent  de  nouveaux  résultats  géométriques  à 
l'appui  d'idées  ingénieuses  émises  par  l'auteur  sui'  les  causes  des 
phénomènes  de  la  vision  '-'. 

On  remarque  dans  ce  beau  travail  une  [)ropriélé  inq)ortante  des 
iioi'males  d'une  surface  courbe  :  Les  normales  d'une  surface  en  des 

'''  Journal  (le   MnllwmaWinas ,   t,   lit,  '"'  Comptes    rendus,     t.    \X  .    i8A.t, 

i838.  p.  357-3S/,.  p.  55/. ,  761.  ia38. 
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jioinh  iii/iiiiiiii!iil  roifiins  diiii  jxniil  A  de  la  sinfdce  rcnconlrcnt  toulex 
dctix  di-oili's,  (jiti  wid  les  perpendiculaires  aux  plans  des  deux  sériions 
principales,  menées  par  les  centres  de  courbure  de  ces  sections. 

Ce  tliéorèmo,  l'un  des  plus  importants  de  la  théorie  des  surfaces, 
a  été  démontré  aussi  depuis  par  M.  Kumnier  dans  son  Mémoire  sur 
la  théorie  des  sijslèmes  de  l'ayons  r€ctHignes^^\  Et  nous  le  retrouverons 
encore  dans  un  Mémoire  de  M.  Transon,  puis  dans  un  travail  récent 
de  M.  Mannlieiin. 

On  r(>mar(|ue  également  dans  le  Mémoire  de  Sturm  la  pro- 
|)ositioH  suivante,  relative  à  un  système  de  droites  qui  ne  peuvent 
être  les  normales  d'aucune  surface;  laquelle  conqjlète,  comme  le 
dit  l'auteur,  un  tliéorème  de  M.  Bertrand  '-'  : 

Si  l'on  considère  un  sijstènte  de  lignes  droites  disposées  dans  l'espace 
suirant  une  loi  anahjtique  quelconque  et  qui  ne  puissent  être  normales  à 
aucune  surface,  en  prenant  un  point  quelconque  0  dans  l'espace  et  la  droite 
OZ  correspondante  à  ce  point,  puis  portant  perpendiculairement  à  OZ 
deux  longueurs  infiniment  petites  OM,  OM',  égales  et  perpendiculaires 
entre  elles,  les  angles  infiniment  petits  jx  et  fx'  que  feront  In  droite  corres- 
pondante au  point  ]\I  avec  le  plan  ZOM,  et  la  droite  correspondante  au 
point  }i\'  avec  le  plan  ZOM',  auront  leur  somme  (algébrique)  (fx  +  fx.') 
différente  de  zéro  et  constante,  quelles  que  soient  les  directions  des  deux 
lignes  OM,  OM',  pourvu  quelles  soient  toujours  égales,  perpendiculaires 
l'îtne  A  l'autre  et  à  OZ  au  même  point  0.  La  somme  (pi.+ ft')  est  nulle  dans 
le  seul  cas  où  les  droites  du  système  sont  normales  ci  une  même  swface  '^'. 

18/11.  A  l'occasion  d'un  travail  de  M.  Delaunay  sur  la  surface  de  révo- 
lution dont  la  courbure  moyenne  est  constante,  Sturm  s'est  pro- 
posé de  trouver  la  courhe  qui,  par  sa  révolution  autoxir  d'un  axe,  en- 
pcndre  la  surface  mininnnn  qui  renferme  un  volume  donné'''^\  11  reconnaît 

'    \(iir   Joiinial  il(>  Civile.    I.    I.\  Il  .  *''   Cumplcf   iviulus   de   l'Acmlcmie  dvs 

iS()o,  |i.  iiS(j-a3o.  sciences,  t.  XX,  p.  1245. 

■'   Wt'iv  McM.  sur  In  lliLvrie  des  suifaccs.  '*'  Journal  de  Malliémaliques ,    t.    \'l. 

[Jviirn.dc  Miilhém.  I.  1\,  iS'il.p.  ih^.)  iHii.  p.  3i5-3ao. 
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(liie  IV'quatioii  différentielle  qui  exprime  les  coiidilious  de  la  ques- 
lidii  appartient  à  la  courbe  décrite  par  le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une 
liyperbole  qui  roule,  sans  glissement,  sur  l'axe  autour  duquel  on 
fera  tourner  la  courbe. 

Les  théorèmes  généraux  de  l'attraction  des  corps,  démontrés  par    18/13. 
des  considérations  géométriques  dans  un  Mémoire  de  la  Connats- 
sance  des  temps  pour  i865,  dont  il  a  été  question  dans  le  chapitre 
précédent,  avaient  fixé  l'attention  de  Sturm,  qui  en  doinia  une 
démonstration  analytique  dans  le  Journal  de  Malhénaliques  '''. 

Sturm  a  été  enlevé  à  la  science  qu'il  cultivait  avec  tant  de  supé- 
riorité, le  18  décembre  i855,  à  l'âge  de  cinquante  et  un  ans*-'. 

VI.  —  M.  Breton  (de  Champ). 

M.  Breton  (de  Champ),  dans  un  travail  intitulé  :  Applicalmi  d'un  )S;î8. 
principe  de  Mécanique  rationnelle  à  la  résolution  de  quelques  problèmes 
de  Géométrie  ^^^  fait  quekjues  applications  de  la  méthode  des  tan- 
gentes résultante  de  la  considération  du  centre  instantané  de  ro- 
tation d'une  figure  plane  qui  glisse  dans  son  plan.  Il  résout  quelques 
questions  relatives  aux  courbes  enveloppes.  Il  construit  l'enveloppe 
d'une  droite  dont  deux  points  glissent  sur  les  cotés  d'un  angle. 

Pour  montrer  l'importance  du  centre   instantané  de  rotation, 

'■'  JowH.  de  Math.  t.  VII,  p.  3/i5-355  :  qucs.  Celte  notice  est  de  M.  Prouhet,  que 

Note  sur  un  Mémoire  de  M.  Chnsles.  ses   connaissances    mathématiques  éten- 

'"'  On  lit  avec  émotion  l'éloquent  et  dues,  auxquelles  se  joignait  une  instruc- 

substanliel   discours    prononcé    aux    fu-  tion  littéraire  pou  commune,  et  un  fond 

nérailles  de   Sturm  par  notre   confrère  de  bienveillance  et  surtout  d'équité  bien 

M.  Liouville.  (Voir  Journal  de  Malhémati-  j)récieux,  rendaient  éminemment  propre  à 

qucs,  t.  XX,  1855,  p.  395.)  continuer  l'œuvre  du  vénérable  Terquem 

Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  dans  la  publication  des  Nouvelles  Annales. 

(t.  XV,  i856,  p.  72-89)    contiennent  Une  mort  récente  et  inattendue  a  enlevé 

une  Notice  fort  intéressante  sur  la  vie  et  aux  sciences  et  h  ses  amis  cet  excellent 

les  travaux  de  Sturm,  suivie  d'une  liste  homme,  qui  mérite  tous  nos  regrets. 
bihlio(fraphiquc  do  ses  Uémoires  et  Notes  '"'  Journal  de    Mathématiques,   t.  III, 

insérés  dans  les  divers  recueils  scientifi-  p.  'i88-'i()'i. 


lai  liAl'l'OllT  SI,  Il  LES  rHO(;RI':S 

M.  Bn-loii  prciiil  une  <|iieslioii  de  1  (espace,  le  déplaccmciil  d  iiii  aiijjlc 
trièdre  li'ii'cclaii<;lo  dont  les  facos  (;lissent  sur  un  ellipsoïde;  cl  il  dé- 
nionlrc  que  le  soininel  de  l'aiiifle  décrit  une  surface  donl  la  normale 
passe  toujours  jiar  le  centre  de  rellipsoïde;  dOîi  il  conclut,  comme  on 
le  savait  par  le  lliéorèine  si  coinui  de  Monge,  que  cetle  surface  est 
une  sphère. 

iS/i').  Indicalinu  de  quelques  lliéorèmes  généraux  de  Géométrie ^^K  — 
M.  Breton  énonce  ce  théorème  :  Si  l'on  a  dam  un  plan  une  courbe 
fixe  de  degré  quelconque  cl  un  groupe  circulaire  mobile  autour  de  son 
centre,  la  somme  des  valeurs  de  toute  fonction  sijmétrique  entière  cl  ho- 
mogène, de  degré  pair  -26,  des  réciproques  des  segments  intcrccplés  par 
la  courbe  sur  les  rayons  du  groupe,  est  constante,  pourvu  que  leur  nombre 
surpasse  0. 

Ou  voit  que  par  groupe  circulaire  l'auteur  entend  un  svslèuK! 
de  rayons  divisant  l'espace  circulaire  autour  d'un  jioinL  en  angles 
égaux;  ce  que  d'autres  ont  appelé  rosette. 

M.  Breton  étend  ces  considérations  à  des  groupes  eUiptiques,  ap- 
[)elant  ainsi  la  projection,  sur  un  pian,  de  groupes  circulaires. 

Quelques  exemples  de  ce  genre  de  questions  se  sont  déjà  trouvés 
dans  nos  deux  chapitres  précédents  (p.  66  et  i  -iô). 

^<^l,i>  Un  travail  suhséqueni,  intitulé  :  -Ao/c  sur  quelques  propriétés  des 
7'ayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  une  surface  par  des  plans 
conduits  suivant  une  même  normale^-^\  renferme  des  aj)plications  des 
propriétés  des  groupes  circulaires  ou  elliptiques. 

Dans  un  Mc'wnoire  qui  a  pour  titre  :  Anahjse  de  l'ouvrage  deSletvarl, 
mlilulé  :  Quelques  lliéorèmes  généraux  d'un  grand  usage  dans  les  hautes 
Malhémuiiques''^'.  M.  Breton  montre  (jue  la  ])lupart  de  ces  ihéorèmes 

'''  Comptes  rendus  de  V  Académie.  I.W  .  cl  044.  —  Rapport  (le  M.  Cauchy.  {Ibid. 
]>.  /199.  |i.  'i().'i.)  —  ''  Journal  de  Mulhématiques . 

")  Cnmptcs   rendus.    I.   \M     p     178         I.MII,  18/18.  p.  aSi-:?;5-j. 
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pouveiit  être  considérés  comme  des  corollaires  de  trois  proposi- 
I ions  .principales,  auxquelles  d'autres  se  rattaclient  par  l'analogie. 
Il  fait  voir  en  outre  cjue  plusieurs  de  ces  théorèmes  ne  se  vérifient 
que  sous  certaines  conditions  non  indiquées  par  l'auteur.  Cette  re- 
marque avait  déjà  été  le  sujet  d'une  Note  adressée  pai-  M.  Breton  à 
l'Académie  des  sciences  le  9  juin  i866(''.  Nous  devons  ajouter  que 
le  savant  professeur  de  l'Académie  royale  militaire  de  Woolwich, 
T.  S.  Davies,  avait  déjà  fait  cette  observation  dans  un  excellent  tra- 
vail sur  l'ouvrage  de  Stewarl'-'. 

M.  Breton,  après  avoir  présenté  à  l'Académie,  en  i84()  et  i853. 
deux  aperçus  succincts  sur  la  question  des  Porismes  '^',  en  a  fait  plus 
tard  le  sujet  d'un  travail  fort  étendu,  sous  le  titre  de  :  Rcrhcrrlwx 
nouvelles  sur  les  Porismes  d'Euclide  '''l 

Dans  une  première  partie  l'auteur  donne  une  traduction  du  pas-  i85i" 
sage  et  des  lemmes  de  Pappus  sur  les  Porismes  d'Euclide,  ainsi 
que  des  passages  de  Proclus.  Puis  il  fait  connaître  les  opinions  ou 
conjectures  de  divers  géomètres  sur  les  Porismes.  Dans  une  se- 
conde partie  il  commente  les  textes  de  Pappus  et  de  Proclus,  et 
il  émet  ses  propres  conclusions  sur  cette  grande  question. 

Depuis,  M.  Breton  est  revenu  sur  le  même  sujet  dans  de  nou- 
velles communications  à  l'Académie'^',  qui  ont  donné  lieu  alors  à  des 
observations  contradictoires^"',  puis  enfin  à  un  rapport  de  MM.  Ber- 
Irand  et  Serret,  contraire  aux  vues  de  l'auteur  <'^'. 

'''  Note  sur  la  faiisselc  de  qtielrjues pro-  question  des  Porismes.  (Comptes  rendus, 

positions  non  encore  démontrées  de  Matlliew  l.  XXXVI,  i863,  p.  1008-1015.) 
Stewnrt.  (Voir  Comptes  rendus ,  t.  XXIl,  '*'  Journal  de  Mathématiques,   t.  XX, 

18/16,  p.  gSi.)  i855,  p.  ao9-3o4. 

'"  An  A nulytical  Discussion  oJD'  Mat-  '^    Comptes  rendus ,  i.  L ,  anncc  18G0, 

lliew  Stewart's  (feneral  Theorems.    (Voir  p.  <).38  elggS;  t.  LI,  1860,  p.  loS'i; 

Transactions  of  tlie  royal  Society  of  Edin-  l.  LUI,  1861 ,  p.  336. 
hurjjh,  t.  XV,  18/1/1 ,  p.  573-608.)  <°'  Comptes  rendus,  1.  L,  p.  9^10,  799  , 

''  Mémoire  sur  les  Porismes  d'Euclide.  io07;l.  LI,p.  io36,  10/1 3- 1061. 
(C'om^jto  renrf«.s',  l.XXIX .  18/ig,  P./179-  '''    Comptes  rendus,    (,    LUI.    |i.    («yy 

/i  8a .  )  —  Note  sur  un  point  important  de  la  71/1. 
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iSâO.  -S'»'  Icn  scciioiis  ruculdiica  du  loir  cl  ilcs  Kinjaccs  de  rcrolulton  algr- 
hriqnes  d'ordre  tjiirlroïKiue'K  —  M.  ^  voii  Villarceau  avait  fait  coii- 
iiaîtro,  dans  une  Nolo  préscnlée  à  l'Acadrinie'-',  que  le  tore,  indé- 
pendamment des  sections  méridiennes  et  des  parallèles  qui  sont  des 
(•ou])les  de  cercles,  admet  un  troisième  système  de  sections  circu- 
laiies.  situées  dans  des  plans  inclinés  à  Taxe  de  révululion  cl  dou- 
blement (aiijjenls  à  la  surlace.  M.  Breton  démontre  ce  tliéoi'ème, 
et,  en  outre,  il  démontre  que  le  tore  est  la  seule  surface  de  révo- 
lution qui  admette  des  sections  circulaires  obliques  à  Taxe. 

VII.  —   M.    DlUAMEI.. 

M.  Duliamel,  dont  nous  avons  fait  connaître,  dans  notre  ])remier 
chapitre,  un  travail  intéressant  sur  la  méthode  des  tan<jentes  de 
Uoberval,  s'est  occupé  surtout  de  Phvsique  malhématicjuc,  de  la 
théorie  de  la  chaleur  particulièrement,  et  de  Mécanique.  Ses  nom- 
breux Mémoires  ont  paru  la  plupart  (de  i83'2  à  i856)  dans  le 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

I  s;!<).  Nous  extrairons  d'une  ^vlc  sur  les  surfaces  isolhorines  dans  les  corps 
solides  dont  la  conduclibililé  n'esl  pus  la  même  dans  tous  les  sens^^\  une 
remarque  qui  peut  trouver  place  ici.  M.Duhamel,  faisant  une  ap- 
plication particulière  au  cas  où  les  surfaces  isothermes  sont  des 
ellipsoïdes,  reconnaît  que  ces  ellipsoïdes  ne  sont  pas  homofocaux, 
et  (|u'il  existe  une  loi  très-simple  entre  leurs  axes  et  leur  conduc- 
lihilité  l'espective,  savoir,  que  :  fjcs  différences  des  demi-axes  sont  pro- 
porliounelles  aux  conduclihdilés  principales. 

Il  li'onve  (Micorc  que  :  Le  /lii.rde  chaleur  qui  traverse  la  surface  d'un 
ellipsoïde  isolheriue,  eu  nii  pouil  ipuelcoiupie,  est  proportionnel  à  la  per- 
prndiiiiltnre  (duiissée  du  centre  su)-  le  plau  tanip'ut  eu  ce  point,  rcomme 

'■'  Nouvelles  AiiiKitrs  de  Mdllii'miiliijiirs,  nith'mic  des  sciences: ,  I.  \\\ll.  i8'iS. 
i85f).  t.  \V.  p.  /io-/i().  j,.  .,(,(•,. 

'''   Cwiijile^  mutii-s  (les  n'anccs  de  l'A  '''  Jminial  de  Mtdti.  I.  1\.  |i.  (iH-jS. 
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ftcela  avait  été  trouvé,  ajoute-t-il,  par  M.  Ghasles,  pour  le  cas  par- 
ff  ticulior  (l'une  conductibilité  constante  <''.  r> 

Note  sur  la  méthode  de  Fermât  pour  In  détermination  des  maxima  et  i8(;o. 
miniina,  et  son  application  au  prohlème  des  tangentes  et  des  centres  de 
gravité  ^-K  —  Peu  de  temps  après  que  Roberval  eut  donné  sa  mé- 
thode des  tangentes,  le  même  problème  fut  résolu  d'une  manière 
différente  par  Descartes,  dans  sa  Géométrie,  puis  par  Fermât,  au 
moyen  de  la  méthode  de  maximis  et  minimis.  Ces  deux  dernières 
solutions  excitèrent  une  vive  rivalité  et  des  discussions  entre  Des- 
cartes et  Fermât,  auxquelles  prit  part  aussi  Roberval.  Montucla,  en 
rendant  compte  de  ces  débats,  qui  avaient  un  très-grand  intérêt 
dans  l'histoire  des  Mathématiques,  a  accusé  la  grande  vivacité  de 
Descartes,  et  regardé  la  méthode  de  Fermât  comme  se  rapprochani 
le  plus  de  celle  qui  aujourd'hui  forme  l'application  la  plus  simple 
du  calcul  différentiel.  Depuis,  plusieurs  géomètres,  d'Alembert, 
Lagrange,  Laplace,  Fourier,  ont  paru  confirmer  ce  jugement  du 
célèbre  historien  des  Mathématiques.  Cependant  M.  Duhamel,  ayant 
repris,  il  y  a  quelques  années,  l'examen  de  la  question,  a  dû  con- 
clure, d'une  part,  contrairement  au  jugement  porté  par  Montucla 
sur  la  querelle  entre  Descartes  et  Fermât,  que  les  considérations 
présentées  par  Descartes  étaient  bien  fondées;  et,  d'autre  part, 
que  c'est  surtout  dans  la  seconde  méthode  donnée  par  ce  grand 
géomètre,  plus  que  dans  celle  de  Fermât,  que  l'on  peut  voir  la 
méthode  actuelle,  et  dès  lors  l'origine  du  calcul  différentiel. 
Nous  citerons  les  propres  paroles  de  M.  Duhamel  : 
tt  Lagrange  s'est  trompé  dans  son  appréciation  de  la  méthode  de 
rcFermat  :  ce  qu'il  en  a  dit  devait,  au  contraire,  s'appliquer  à  celle 
'fde  Descartes,  qui  est  le  premier  qui  ait  considéré  la  tangente 

'■'  Mémoire  nurV attraction  d'une  couclic  àitiilibre  de  Icmpcraturc.  {\oiv  Jouriial  di: 

ellipsoïdale  infiniment  mince ,  et  les  rapports  l'Ecole  Polytechnique,  \\\'  cahier,  p.  38.) 

qui  ont  lieu  entre  cette  attraction  et  les  lois  '"'   Comptes  rendus   de   l'Académie  des 

lie  ta  clialeur  en  mouvement  dans  un  corps  eu  sciences,  t.  L,  i8Co,  p.  7^11-766. 
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rccoiiiiiie  hi  liiiiile  d'une  séraiilc!  dont  deux  points  de  roiicoiilrc 
ravcc  la  courbe  se  raj)j)r()clieiit  iiidrliiiiinenl;  el  c'esl  sa  méthode, 
«et  non  celle  de  Fermât,  qui  est,  en  conservant  1  expression  d(î  T^a- 
ff  grange,  analogue  à  celle  du  calcul  dilTérentiel. -» 

Cette  Note  sur  la  niiHliode  de  maa:i)ms  el  mimmrs  de  Fermât,  lue 

à  rAcadémie,  était  un  extrait  d'un  travail  fort  impoitant,  (|uia  paru 

i.'^O'i.    depuis  dans  les  Mémoires  de  l'Académie,  sous  le  titre  de  Mémoire 

sur  la  Méthode  des  maxima  et  des  minima  de  Fermai,  el  sur  les  Méthodes 

des  fauijenlcs  de  Fermai  et  de  Desrartes''^ \ 

Il  appartenait  naturellement  à  l'auteur  de  l'ouvrage  lumineux  et 
instructif  sur  les  Méthodes  dans  les  sciences  de  raisonnement^'^  d'appro- 
fondir ainsi  et  de  juger  de  haut  les  débats  relatifs  à  des  questions 
si  considérables  dans  l'histoire  de  la  science. 

Ori  doit,  comme  l'on  sait,  à  M.  Duhamel  plusieurs  ouvrages 
didactiques,  Cours  de  Mécanique  et  Cmirs  d'Analyse  de  l'Ecole  Poli/lcch- 
nique,  Elénents  de  Calcul  infinitésimal,  fruit  d'une  longue  expérience 
et  d'un  enseignement  ([ui  a  eu  sur  la  jeunesse  de  nos  écoles  une 
inlluence  considéi'able. 

VIII.    •   0.    UoDRIfiUES. 

i84o.  Nous  avons  à  ajouter  aux  recherches  déjà  citées  de  Rodrigues 
un  travail  fort  étendu,  traitant  des  lois  géométriques  qm  réip'ssenl  les 
déplacemenls  d'vii  sijslhnc  solide  dans  l'espace,  el  de  la  variation  des  coor- 
données provenant  de  ces  déplacements  considérés  indépendamment  des 
causes  qui  peuvent  les  produire^^\  —  Plusieurs  paragraphes  sont  con- 
sacrés à  la  composition  des  translations  el  des  rotations  d'un  corps 
autour  de  plusieurs  axes,  parallèles,  convergents,  ou  de  position 
<luclconque  dans  l'espace.  L'auteur  démontre  l'existence  de  Xaxe 
central  ;  il  donne  l'expression  des  coor<lonnées  des  points  du  corps 

'''  Mémoircn  (le  rAcudémic  tics  xcicnccu ,  iSfiS;  Gautliicr-Villars.  —  '''  .hm-niit  de 

(.  XXII,  tSOZl,  |).  269-330.  Mollthmliqura ,    I.    V,     i84o,    p.    liSo- 

'    3  volumes  in-8".  i8G5.   i8()G  cl        /l'io. 
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Iransporlé  dans  sa  nouvelle  position.  Puis  il  examine  le  cas  du 
déplacement  infiniment  petit,  et  donne  les  conditions  analytiques 
d'équilibre  de  plusieurs  déplacements  successifs  infiniment  petits, 
qu'il  compare  ensuite  aux  conditions  d'équilibre  d'un  système  de 
torces.  Cette  partie  du  Mémoire  paraît  avoir  été  l'objet  principal 
de  Rodrijjues,  qui  s'y  propose  de  marquer  le  point  qui  sépare  la 
Géométrie  de  la  Mécanique. 

IX.  —  M.  Delaunay. 

Dans  une  Note  sur  la  théorie  de  î'engrcnagede  Wliilc^^\  M.  Delaunay    i84o. 
a  donné  une  démonstration ,  fondée  sur  des  considérations  géomé- 
triques fort  simples,  de  la  propriété  dont  jouit  cet  engrenage,  de  ne 
présenter  qu'un  frottement  de  roulement. 

Sur  la  surface  de  révolution  dont  la  courbure  moyenne  est  constante '^-^.    if>'ii. 
—  M.  Delaunay  appelle  courbure  moyenne,  en  un  point  d'une  sur- 
face, la  demi-somme  des  courbures  principales.  Cela  posé,  la  courbe 
méridienne  d'une  surface  de  révolution  dont  la  courbure  moyenne 
soit  la  même  eu  chaque  point  est  définie  par  la  condition 

p  étant  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe;  N,  la  por- 
tion de  la  normale  terminée  à  l'axe  de  révolution,  et  — ,1a  cour- 
bure  moyenne  constante. 

M.  Delaunay  tire  de  là  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 
de  la  courbe;  puis,  interprétant  géométriquement  cette  équation, 
il  parvient  au  résultat  suivant  : 

Poiir  trouver  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution  dont 
In  courbîire  moyenne  est  constante  et  égale  à  —,  il  faut  faire  rouler  sur 

'''  JowHfil  (le    Mnthcnmiiqiirx ,    (.    V,  '"■  Journal   de    Malhcnidliqurs .   t.  VI, 

38-^11.  iS'ii.  p.  3o9-;!i5. 
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l'axe  de  la  surface  une  ellipse  ou  une  hijpcrhole  dont  le  grand  axe  ou 
l'a.re  Iransrerse  aoit  égal  à  -'.a  :  le  foyer  décril  la  eourhe  cherchée. 

Ainsi  la  relation  -  +  ^  =  -  exprime  nne  propriété  de  la  courl)e 

décrite  par  le  foyer  d'une  conique  qui  roule  sur  une  droite. 

M.  Mannlieim  a  démontré  directement  cette  propriété  dans  un 
travail  dont  nous  aurons  à  parler  ultérieurement  (cliap.  v). 

Le  Mémoire  de  M.  Delaunay  a  donné  lieu  aussi  à  un  travad  fort 
intéressant  de  Slurni  sur  quelques  questions  analogues ''l 

1843.  Note  sur  une  ligne  de  longnevr  donnée  qui  renferme  une  aire  viaximum. 
sur  vne  surface^-K  —  La  courbe  qui  sur  un  [)lan  renferme  sous  un 
])érimèlre  donné  laii-e  maximum  est  le  cercle.  Quelle  est,  parmi 
les  courbes  isopérimètres  tracées  sur  une  surface  courbe,  celle  qui 
renferme  une  aire  maximum?  M.  Delaunay,  en  résolvant  cette  ques- 
tion, est  parvenu  au  résultat  suivant  : 

La  courbe  clierchée  jouit  de  la  propriété,  que,  en  chacun  de  ses 
poinls,  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  cosinus  de  ï angle 
formé  par  son  plan  osculateur  avec  le  plan  tangent  à  la  surface. 

On  peut  dire  encore  que,  en  chaque  point  de  la  eourhe,  la  sphère 
qui  contient  le  cercle  osculateur  de  la  courbe,  et  dont  le  centre  est  sur  le 
plan  tangent  à  la  surface,  a  vu  rayon  constant^^'. 

18/10.  Dans  un  travail  important  sur  le  calcul  des  variations  des  inté- 
grales multiples''',  M.  Delaunay  a  donné  plusieurs  autres  inter- 
prétations géométriques  intéressantes  des  résultats  de  l'Analyse. 
Ainsi,  par  exemple,  il  montre  que,  dans  la  surface  d'une  étendue 
donnée  renfermant  un  volume  maximum,  pour  chaque  point  de 

'■'  Journal   de   Mathématiques,  t.  VF,  renlermant  une  aire  donnée,  avait  élë 

p.  3 1  ij.  proposée  dans  le  Journal  de  d'elle,  l.  III . 

'"'    Voir    Journal    de    Mathématiqucis .  p.  ijg.  problème  vi,  et  r&olue  par  M.Min- 

t.  VllI,  18/13,  p.  -îhx-îhh.  (ling(/i/V/.  t.  V.  p.  297-3o'i). 

'^'  Cette  question,  de  trouver  sur  une  ''*  Journal   de    l'Ecole    Polijtechnique , 

surface  la  li;pic  de  plus  petit  périnièlro  wia' cahier,  p.  37-1  ao. 
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la  coiubL'  limite,  le  centre  de  moyenne  courbure  de  la  surface  est 
à  une  distance  du  plan  tangent  à  la  surface  limite  au  même  point, 
double  de  la  distance  du  pied  de  l'ordonnée  à  ce  plan  tangent. 

On  sait  que  depuis  plusieurs  années  M.  Delaunay  s'est  consacré 
presque  entièrement  à  l'achèvement  d'une  nouvelle  théorie  du  mou- 
vement de  la  lune,  fondée  sur  une  méthode  qui  lui  est  propre  et 
qui  permet  de  pousser  les  approximations  beaucoup  plus  loin  qu'on 
ne  lavait  fait  avant  lui'''. 

X.   —  BiNET. 

Remarque  aur  tme  cuitrhe  qui  est  sa  propre  développée,  et.  sur  un  genre  iS'i  i . 
(le  surfaces  qui  contiennent  le  lieu  des  centres  de  l'une  de  leurs  espèces  de 
courbure^-\  —  La  cycloïde  jouit  de  la  propriété  que  sa  développée 
est  une  cycloïde,  et  en  outre  que  celle-ci  est  égale  à  la  première. 
11  en  est  de  même  de  la  spirale  logarithmique.  Binet  se  propose 
de  chercher  en  général  les  courbes  qui  sont  elles-mêmes  leurs 
propres  développées;  il  donne  l'équation  de  certaines  spirales  loga- 
l'ithmiques  qui  satisfont  à  la  question. 

S'occupant  ensuite  des  surfaces,  il  en  fait  connaître  une  classe 
pour  laquelle  les  centres  de  l'une  des  deux  espèces  de  courbure 
sont  situés  sur  la  surface  même.  Ces  surfaces  sont  un  cas  spécial 
de  celles  qu'engendre  une  courbe  plane  dont  le  plan  roule  sur  une 
surface  développable.  On  sait  que  ces  surfaces  générales,  qui  sont 
le  sujet  d'un  beau  Mémoire  de  Monge  ^',  sont  représentées  par 
une  équation  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre;  l'équa- 
tion qui  exprime  la  génération  particulière  indiquée  par  Binet  n'est 
que  du  second  ordriv 

'''  Ce  travail  occu])e  les  tomes  XXVili  de  Mathématiques ,  l.  VI ,  i84  k  p.  ()i-64. 
et  XXIX,  t8()o  et  1867,  des  Mémoires  fie  '■■'  Mémoire  sur  la  surface  courbe  dont 

l'Acatlémie.  Il  n"esl  pas  terminé,  el   un  toutes  tes  normales  sont  tangentes  à  une 

troisième  volume  lui  sera  consacré.  même    surface    développable    quelconque. 

'^'  Comptes    rendus  de  l'Académie  des  {\oir  Journal  de  l'Ecole    Poli/lechniquc , 

sciences ,  l.  \U .  1  8'i  1 .  p.  i;?.'). —  Journal  mu' caliier.  iBotJ.p.  i-.'ÎQ.  1 
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l  ne  iiiKilysc  de  cos  rf'-siillals  se  li'ouvc  dans  le  luiiii'  \ll  des 
Coiii/ilcs  rciidiis  dr  i  Académie,  aiint'-c  i8ii,  p.  /i.'io-i.'j'j. 

i8/i/i.  A«/r  sur  la  courbure  des  huiles  considérées  comme  'provenant  de  l'in- 
lerseclion  nmlueUc  de  deux  surfaces  doniiées^'K  —  L'auteur  détermine 
la  courbure  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces,  de  deux 
manières  dillérentes  qui  résultent  des  mêmes  calculs. 

l'ar  la  première  il  obtient  la  courbure  de  la  courbe,  au  moven 
des  courbures  des  sections  faites  dans  chaque  surlace  par  un  plaji 
tanjjent'à  l'autre. 

El  la  seconde  donne  le  raijov  de  courbure  p  de  la  courbe  en  fonc- 
lion  des  rayons  de  courbure  v  et  i',  des  sections  normales  des  deux 
sui'faces,  faites  par  des  plans  passant  par  la  tangent*'  à  la  courbe. 
On  a 

1  1  [112  ros{i',r,) 


y, 


p-     siir-(r,r,)  L  '"'      i'? 

Cette  expression  correspond  à  la  construction  à  laquelle  Ha- 
chette était  parvenu  par  de  simples  considérations  de  (îéoméirie. 
lîini'l  cil  l'ail  l'observation. 

(Juant  à  la  courbure  même  de  la  courbe,  sa  détermination  est 
toute  (lillérente  et  constitue  un  beau  théorème  qu'on  peut  énoncer 
ainsi  : 

Lorsque  deux  surfaces  S,  Si  se  coupent  suivani  une  courbe  C,  que 
par  la  tangente  en  un  point  m  de  la  courbe  on  mène  le  plan  tangent  à 
chacune  des  stirf aces ,  le  plan  tangent  à  S  coupera  Si  suivant  une  courbe 
Si,  et  le  plan  tangent  à  Si  coupera  S  suivant  une  coxirbe  s;  (pie  sur  les 
normales  principales  de  ces  deux  courbes  on  prenne  des  segments  mp,  mp, 
représentant  leurs  courbures,  et  que  sur  ces  segments  on  construise  un 
parallclogramvie,  la  diagonale  de  ce  paralh'logramme  sera,  en  direction, 

'''  Comptes  rnidiis,     l.    \1\,    i8/|/i,  coiirhiirp  des  courbes  provenant  de  l'iii- 

]i.  9  1 0-2 2  0.  lerspclion  de  deux   surfaces.  (Tlic  Qtm- 

'   M.  W.  .Spotlisnoode  est  |)arveiiu  à  liiiilfa'  und  Dublin  Mathcmalknt  Journal . 

la  inèiiii:  expression  dans  une  Note  sui'  la  1.  I\  ,  i<'>.')'i.  p.  •.ilî/i-aliS.) 
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1(1  normnlc  privcijxilr  de  ht  courbe  C,  cl.  en  pp'ainlcur,  la  conrhiivc  (Je 
celte  courbe. 

XI.  —  M.  A.  Transon. 

RechcrcJie.'y  sur  la  courbure  des  ligues  el  des  svrfaces^'K  —  M.  Transoii 
i\])]\eWe  déviai iou  de  la  courbure  en  un  poiaL,  la  tan<;ciilc  de  l'angle 
que  le  diamèti'e  commun  aux  coni([ucs,  qui  ont  en  ce  point  un  con- 
lact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe,  lait  avec  la  normale.  Il 
trouve  une  expression  très-simple  de  cette  tangente  trigonomètricpie 
en  fonction  du  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe,  el  du  rayon  de 
courbure  p'  de  sa  développée,  savoir  : 

tan;;-  rî  =  .^  £  . 

Ensuite  M.  Transon  détermine  la  grandeur  et  le  signe  du  dia- 
mètre de  la  conique  C{ui  a  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  la 
courbe.  Le  signe  fait  connaître  si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une 
byperbole. 

Ces  déterminations  se  font  en  fonction  des  rayons  de  courbure 
de  la  courbe  et  de  ses  deux  développées  successives.  Soient  p.  p.  p" 
ces  trois  rayons  de  courbure;  S.  l'angle  que  fait  le  diamètre  com- 
mun en  direction  aux  coniques  osculatrices  du  second  ordre,  et  R, 
le  demi-diamètre  de  la  conique  osculatrice  du  troisième  ordre  ;  on  a 


tang,î  =  ^P',  n^¥>V^+0P\. 

o         -^  p  /ip-  +  (jp--.>pp 

Lorsque  S=v,  ou  dit  que  la  courbe  a  un  sommet,  de  même 
ipie  |)oiu'  les  conirjues. 

()nantaux  lois  relatives  à  la  déviation  de  la  courbure  des  lignes 
tracées  sur  une  surface,  M.  Transon  arrive  aux  l'ésuUats  suivants  : 

i"  Parmi  les  sections  normales  en  tin  jwiul,  il  eu  ea-isle  en  général 
trois  i^donl  deux  peuvent  être  imaginaires)  fini  ont  en  ce  poini  nue  déria- 
tion  nulle,  cl  çonséquemmenl  vu  sommet. 

'''    .loiiriiiil  lie  M)illinii(iliiiii('s ,  I.  \t.   iS'ii.  |).   i((i-->.nH. 


iS/n 


i(;'i  n  vi'i'oiiï  SI  11  i.KS  i'ii()(;iiKs 

•>.°  Paniii  Icft  scellons  nbhqtœs  doiil  1rs  plans  passent  par  une  même  lan- 
l>rnlr,  il  1/  en  a  une  dont  h  derioliov  est  la  plus  ij-nindc  possible.  —  l.e 
rapport  entre  crtle  dériahon  nia.runiini  el  relie  (rune autre  section  est  relui 
de  runitcaii  cosinas  de  Tinchnaiso))  nuitaclle  des  plans  des  deux  conrhcs . 

.")"  Parmi  les  sections  normales,  il  y  en  a  en  fjénéral  si.T  (ani  peit- 
rent  être  ima<rinaires  par  couples)  pour  lesijiielles  la  coiuqae  osnilalrice 
du  iiualrtèmc  ordre  est  une  parabole. 

18/11.  W.  Traiison,  dans  iino  Noie  sur  los  coiirlx's  qui  soiiL  à  ollos- 
mnncs  leurs  propres  caustiques,  (;t  sur  les  surfaces  qui  sont  à  elles- 
niènu's  une  rie  leurs  deux  nappes  focales,  dénionlnMpielques  tliéo- 
l'ènies  j)arnii  les(piels  nous  citerons  cette  pro])riété  de  la  spirale 
loiraritliniique  : 

Si  des  rai/ons  issus  du  pôle  subissent  sur  la  courbe  un  nombre  iiuel- 
conque  de  réjlexions  ou  de  réfractions,  leur  caustique  est  toujours  une 
.'spirale  looantlrniique,  de  même  anpje  et  de  même  pôle  que  la  proposêe^^\ 

iS'if).  Méthode  géométrique  pour  les  roijons  de  courbure  d'une  certaine  classe 
de  courbes  '-'.  —  Cette  niétiiode  est  une  application  de  la  propriété 
du  centre  instantané  de  rotation  d'une  lij;ure  plane  qui  glisse  sur 
son  |)lan.  iM.  Transon  doinie  l'expression  du  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  décrite  par  un  jioint  dans  le  roulement  d'une  courbe  sur 
une  courbe  fixe,  en  fonction  des  rayons  de  courbure  de  ces  deux 
(b'iiiièi'és  en  leur  point  de  contact  :  puis  le  rayon  de  courbui'e  de 
la  courbe  décrite  par  un  ]ioint  d'une  figure  dont,  le  mouvement 
esl  défini  par  celui  de  deux  de  ses  points;  ce  qui  conq)rend  toutes 
les  courbes,  comme  le  dit  M.  Transon,  anx(pu'nes  s'a|)plique  la 
mélbode  des  tangentes  fondée  sur  la  considéralion  du  centre  ins- 
lanlané  de  rolalion  dum-  figure  (pii  se  déplace  sur  son  |)lan. 

i8()i.         Mémoire  sur  les  piropnélés  d'un  ensemble  de  droites  menées  de  tous 

•'>  .hurniit  (II'    Vuttu'iiKaiipic.'i.    l.    \l.  '''    Joiiniiil    île    Miillii'miillipics ,    l.    \, 

iS'ii.  p.  V'ii-'i'iy.  iS'iT).  |..  l'iS-iT)!;. 
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Ica  points  de  l'espace  suivant  une  loi  quelconque  ''  .  —  Si  par  cljiKjuc 
point  de  l'espace  on  mène  une  droite  dont  la  direction  dépende 
de  la  position  du  point,  on  a  le  système  de  droites  que  M.  Transon 
étudie,  en  vue  surtout  de  leur  distribution  en  groupes  de  droites 
normales  à  des  surfaces. 

Il  démontre  d'abord  ce  théorème  connu,  que  les  droites  ne 
peuvent  se  partager  en  groupes  normaujc  à  des  surfaces  lieux  des 
points  de  départ  des  droites;  puis  il  cherche,  et  c'est  là  l'objet  princi- 
pal du  Mémoire,  si  les  droites  se  peuvent  partager  en  des  groupes 
normaux  à  des  surfaces  différentes  de  celles  des  points  de  départ  de 
chaque  groupe.  La  question  se  résout  allirmativement  par  cette 
considération,  que  son  énoncé  s'exprime  par  une  équation  dillé- 
rentielle  dont  la  condition  dintégrabilité  est  une  étjuation  aux  dill'é- 
rentielles  partielles  comportant  une  intégrale  générale  avec  une 
fonction  arbitraire. 

Ce  travail,  qui  renferme  des  résultats  nouveaux  et  importants, 
a  été  le  sujet  d'un  rapport  à  l'Académie  '-'. 

Sur  les  polygones  semi-réguliers  inscrits  à  ï ellipse  ^^K  —  M.  Tran-    i8().!. 
son    appelle  pohjgone  semi-régulier   inscrit  à   rellipse   un  polygone 
([ui    est  la  projection  d'un    polygone    régulier  inscrit    au    cercle. 
Il  démontre  ce  théorème  :  Uj,  Ha,-.-.  H^  étant  les  rayons  de  cour- 
hure   de  l'ellipse,   aux  sommets   d'un   polygone   semi-régulier  inscrit, 

de  n  sommets,  la  moyenne  arithmétique  des  quantités  Rp  R|,...,  R'„  est 
indépendante  de  la  position  particulière  du  polygone,  ainsi  que  du  nomhre 
de  ses  côtés. 

De  la  projection  gauche  '*'.  —  M.  Transon  nomme  projection  gauche    i  SOo. 
la  j)rojeclion  d'une  figure  plane  faite  sur  un  tableau,  par  des  droites 

'''  Présenté  à  1" Académie  des  sciences  Cliasles,    rapporteur.    [Comptes   rchdu.s . 

le  11  février  i8Ci.  (Voir  Comptes  rendus,  t.  LU,  p.  ioi3.) 

t.  LU,  p.  ihZ.)  Inséré  dans  le  Journal  de  f'  Nouvelles  Annales  dcMcilk'maliqiics , 

l'Ecole  Polyiechniijnr,  wxwn' viAùcv.  I  Si)  i.  a' série,  t.  II.  iSli.'i.  p.  3i  7-820. 
p.  1 0.5-207.  '*'  Ihid.  V  s('ne.  I.  IV.  iSfu,.  p.  ;!«,">- 

■■    r.oiiiinissaires    ;    M\l.    l!('ilr.iii(l    •■!  Mtuî .  l'M.  \  .  p.  (i.")--ii. 
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(|iii  paili'iil  (les  puiiils  (le  lii  lijjiii'c  (|iio  IDii  |ir())('tlc  vi  (|iii  sappiiiciil 
sur  deux  droilcs  lixos  de  I  ospaco  a])polr't's  dircrlriccs.  Soient  A,  15 
les  points  où  ces  deux  droites  directrices  reiicontreiil  le  plan  de  la 
lijnire  projetée,  et  A',  W,  ceux  où  les  mêmes  droites  rencontrent  le 
pian  du  l.iMeau.  Toute  di'oite  L  de  la  (ijjure  a  pour  [)rojection  une 
conicpie.  (|iii  est  l'intersection  du  tableau  et  de  rii\perboloïd(!  dé- 
terminé par  la  droite  J^  et  les  deux  directrices,  et  (]ui  par  consé- 
(|uent  passe  par  trois  points  fixes,  le. point  où  la  droite  AB  perce 
le  [ilaii  (lu  lahleau,  et  les  deux  points  A',  B'.  La  projection  d'une 
courbe  d'ordie  i»  est  une  courbe  d'ordre  om  (jui  a  trois  points 
multiples  d'oi'dre  /«,  savoir  :  le  point  où  la  droitt;  AB  perce  le  plan 
du  taldeau.  parce  (pie  la  courbe  rencontre  cette  droite  en  m  points; 
et  les  deux  ])oints  A'.  B',  parce  cpie  par  l'un  de  ces  points.  A'  par 
exem])le,  passent  m  droites  qui  s'appuient  sur  la  courbe  et  sur  la 
droite  BB'. 

Si  l'on  fait  tourner  le  plan  du  tableau  autour  de  Tarète  com- 
mune aux  deux  ])lans,  les  deux  li'jures  ne  cessent  pas  d'être  les 
j)r(jjections  1  une  de  l'autre:  ce  (pii  j)ermet  de  supprimer  la  consi- 
dération des  trois  diuu'nsious  de  res[)ace  et  de  faire  la  transforma- 
tion dans  le  j)lan  uK^-me  de  la  fifjure  proposée.  Cette  transtormation 
consiste  en  ce  tliéorème  :  Si  des  deux  points  A.  B  on  mène  à  rluiqiie 
poinl  0  de  lajigurc  proposée  deux  droites  Ao,  Bo  qui  rencontrenl  un 
axe  fixe  D  en  a  et  ê,  les  deux  droites  .\'a,  Wë  se  coupent  en  un  point  o' 
(ippu)ienanl  à  lu  nouvelle  /injure.  I^es  trois  [)oints  multiples  d'ordre  ni 
sont  les  poiiils  A  et  B'  et  le  point  où  la  droite  AB  rencontre  l'axe 
fixe  D  (' . 


'''  Xouvcties  Annales.  ->."  si'i-io.  t.  \, 
i8C(),  |).  03-70. 

A  l;i  suiU;  de  riHtc  sucomlc  pnrlic  du 
tinvail  lie  iM.  Traiison,  M.  iliist  a  ((inni 
aussil(jl  luic  construction  qui  a  (jucicjuc 
ciiosp  (1(!  |)liis  jjciioi'aj,  tout  (;ii  cuiidiiisaiil 
aux  iiiùiiii'.s  ivsultals.  Il  l'ait  corirspoiidio 
les  ravoiis   Va    lî  ?  lii)iiii>i[ia|>liii|urrii('nl 


aux  lavdiis  Ao,  lîo  respectiveiiKîut.  Cela 
pcriucL  de  prcudce  arijilrairciiient  les  trois 
[)oints  de  la  nouvelle  lijjure,  (jui  devront 
correspondre  à  trois  points  désignés  de 
la  |)rciuière.  (Voir  Sur  la  trunsformation 
'/undri'iiie ,  dans  les  ^'oln^cllc■■i  Aiimdcx. 
I.V.  p.  -2  1  3-2  18.) 

(>ii  diiil   ciicon'  à  M.  Itiisl   une  aulii' 


DE  LA  CEOMETRIE.  1G7 

Ces  modes  de  transtoriiiatiou.  loiidés  sur  de  siiii[)les  considéra- 
tions de  Géométrie,  conduisent,  comme  le  dit  M.  Transon,  au\ 
mêmes  ligures  qu'un  procédé  dont  M.  Magnus  a  donné  l'expression 
analytique  sous  le  titre  de  :  }iouveU('  iiiclhode pour  découvrir  des  théo- 
rèmes de  Géométrie  *'  :  M.  Transon  ajoute  même  que  les  formules 
de  M.  Magnus  oiïrent  plus  de  généralité,  en  ce  que  deux  des  trois 
points  fondamentaux  peuvent  y  être  des  points  imaginaires'-.  Mais 
quant  à  la  construction  de  l'espace.  M.  Transon  n'a  pas  eu  connais- 
sance d'un  passage  de  l'ouvrage  de  Steiner,  Si/slcmatische  Enlwickc- 
luiig.  .  .,  où  elle  se  trouve. 

Nous  aurions  à  citer  ici .  si  nous  ne  l'avions  fait  dans  notre  premier 


nifUhode  Je  Iransformatioii ,  qui  produit 
les  mêmes  figures,  mais  par  des  conside'- 
rations  Irès-dilTérentes ,  et  qu'il  appelle 
inversion  qiiadrique.  (On  tlie  qnmlric  in- 
t^ersion  of  plane  Qirvcs,  extrait  des  Pro- 
ccedings  de  la  Société  Royale,  mars  i865, 
p.  92-180.)  On  prend  une  conique/oH- 
damenlale  et  un  point  fixe  A,  appelé  ori- 
gine. Par  ce  point  A  on  mène  un  rayon 
à  cliaque  point  0  de  la  figiu'e  proposée, 
et  Ton  prend  sur  ce  rayon  le  point  0' 
conjugué  de  0  par  rapport  à  la  conique.  Ces 
points  0  forment  la  nouvelle  figm'e.  A  une 
courbe  d'ordre  m  correspond  une  coiu-be 
d'ordre  awi,  douée  de  trois  points  nudtij)les 
d'ordre  ;«  ;  l'iu)  est  en  A ,  et  les  deux  autres 
sont  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  conique  fondamentale  par  le 
point  A  (points  réels  ou  imaginaires). 

L'éniinenl  professem-  de  l'université 
de  Londres,  qui  cite  toujours  avec  une 
précision  qu'on  ne  saurait  trop  louer  les 
points  de  contact  que  ses  propres  Iravaiu 
peuvent  avoir  avec  quelques  autres  rc- 
clierclies.  constate  que  M.  lieilavitis  avait 
déjà  émis  l'idée  de  ce  mode  île  Iransfor- 
nialinn ,  mais  sans  aucun  développement . 


dans  son  Mi-moire  de  i838,  intitulé  : 
Saffgio  di  Geomeiria  derivaln  (inséré  dans 
le  tome  I\  des  Nuovi  Saggi  deW Accade- 
mia  di  scicnzc,  lettere  ed  itrli  di  Padovu). 
11  remarque  aussi  qu'un  théorème  dé- 
montré dans  le  Tniiti! des  scclions  coniques, 
dont  il  sera  question  dans  notre  chapitre  i\ , 
offre  un  exemple  de  cette  transformation, 
savoir  :  une  droite  transformée  en  ime  co- 
nique. 

Le  Mémoire  de  M.  Hirst  est  un  travail 
fort  complet,  où  se  trouve,  indépendam- 
ment des  propriétés  générales  de  ce  mode 
de  transformation ,  ce  qui  se  rapporte  aux 
tangentes  des  courbes  transformées,  aux 
singularités  que  peuvent  présenter  ces 
courbes  relativement  à  leiu's  points  mul- 
tiples, puis  enfin  aiLX  positions  particu- 
lièi-es  des  courbes  à  fégard  de  la  conique 
fondamentale. 

■'1  Journal  de  Grelle.  I.  Mil.  i83i, 
p.  01-63. 

'^*  ^L  Schiapari'lli  a  aussi  donné  les 
formules  analytiques  de  cette  transforma- 
tion des  figures.  {\  Ml-  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Turin ,  -i'  si'-rie , 
I.  \\1,  i8()-?,  p.  ■(•37-319.) 
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(■|i;i|mIi('.  iiii  liiuail  (le  M.  'riaiisoii  coiiccrnaiil  la  iioincllc  tlocli'iiic 
(les  iiiia;;iiiaii'('s.  dot  il  raulciii-  la  il  de  livs-iiitéressaiites  a|)plicali()iis. 

\li.  —   M.  K.  Catalan. 

Li's  liavaiix  (le  M.  Cialalaii  dalciil  de  1807  el  sont  très-variés. 
Le  plus  i;iaiid  iioiiiltic  et  les  principaux  se  rapportent  aux  diiïé- 
renles  ])ai'Lies  de  l'Analyse:  loutelois  plusieurs  louchent  par  quel- 
(|ues  côtés  h  la  Géométrie,  ou  lui  sont  même  exclusivement  relatil's. 

iiS'i->.  Sur  les  surfaces  réjjlces  donl  l'aire  est  mimmum  '''.  —  Nous  avons 
dit  (pie  Meusnicr  avait  recounu  que  la  surface  de  Yhéliroïde  à  plan 
d'uTclcur,  ou  surface  de  la  vis  à  lilets  carrés,  satisfaisait  à  la  condi- 
tion d'aire  minimum,  mais  que  ce  jréomètre  n avait  pas  cherché 
s'il  en  existait  d  autres.  M.  Catalan  est  le  premier  qui  se  soit  pro- 
posé la  (pH.>stion  générale  en  ces  termes  :  Quelles  sont,  piinni  les 
surfaces  réglées,  celles  dont  l'aire  est  minimum?  Il  démontre  (pu'/ 
n'existe  que  l'Iiéliçoïde  à  plan  directeur. 

i8/i:î.  Mémoire  sur  les  surfaces  gauches  à  plan  directeur^-'.  —  M.  Catalan 
étudie  dans  ce  travail  les  propi'iétés  de  la  surface  engendrée  par 
une  droite  i[ui  se  meut  ])arallèlement  à  un  plan  fixe,  et  particu- 
lièrement de  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés.  Entre  autres  i-iî- 
sultals  importants  on  reuiarque  l'intégration  complète  des  équations 
des  lignes  de  courhurc  et  des  lignes  géodésiques  de  cette  dernière 
surface. 

L'auteur  Iraile  aussi,  sous  le  titre  d'ADDrrmx,  de  la  ligne  de  lon- 
gueur donnée  qui  renferme  une  aire  maximum  sur  une  surface.  Il  dé- 
montre le  lliéorème  stiivaiil  : 

Lorsqu'une  courbe  \,de  longueur  donnée  renferme  une  aire  maximum 
sur  une  surface  S,  la  décelopjiuble  circonscrite  à  S  suivanl  celle  courbe 

"     .limnint  lie    Mdtliniitaiijm-x  .    I.    \ll.  ''    .Iniinuit    de    l'Écnlc     Pvlilln-liiiiijtir . 

iS'iM.  p.  -Ml.'!-!  I  I .  \\i\' Ciliii'i-.   iH'i.'l.  II.   1 -M    l.")(i. 
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jouit  de  la  pivpriélé  que,  si  on  la  dcreloppc  sur  uti  plan,  la  courbe  L 
devient  une  circonférence  de  cercle''^\ 

Cette  proposition  ne  diffère  pas  an  l'onil  de  celle  ]à  laqnelle  a 
été  conduit  aussi  M.  Delaunay,  dans  le  même  temps,  comme  on 
Ta  vu  précédemment  (p.  160). 

Théorème  sur  les  surfaces  développnbles ^-\  —  Il  s'agit  du  théorème    ^^''^• 
suivant,  que  l'auteur  démontre  fort  simplement  : 

Si  l'on  considère  une  courbe  tracée  sur  une  surface  déreloppable,  et 
la  transformée  de  cette  courbe  dans  le  développement  de  la  surface  sur 
un  plan,  le  rapport  des  rayons  de  courbure  des  deux  courbes,  en  deux 
points  correspondants,  est  égcd  au  cosinus  de  l'angle  que  le  plan  oscilla- 
teur de  h  première  fait  avec  le  plan  tangent  ii  la  surface'^^K 


iS'r 


Sur  les  trajectoires  orthogonales  des  sections  circulaires  d'un  ellip- 
soïde^*\  —  L'intégration  de  l'équation  des  trajectoires  orthogonales 
des  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde,  comprises  dans  des  plans 
parallèles,  présentait  d'assez  grandes  difficultés.  M.  Catalan  parvient 
à  les  surmonter  en  s'aidant  de  certaines  considérations  géomé- 
triques. Depuis,  l'emploi  des  coordonnées  elliptiques  a  procuré 
une  nouvelle  solution,  due  à  M.  Micliael  Roherts'^'. 


Note  sur  la  projection  stéréograpliiquc^''\  —  M.  Catalan  démontre    18.0/1. 
IV)rt  sinq)lement,  en   se   servant  des  propriétés  de  la  projection 
stéréographique,  ce  théorème,  dû  à  M.  0.  Bonnet'''',  que  les  plans 

'"'  Sleiner,  comme  In  dit  M.  Catalan,  ''  Journal  de  Malliémaliques ,  I.  XII, 

l'st  ])arvenii  à  ce  théorème  par  di's  coiisi-  18/17,  P-  ^88-/190. 

(lérations  purement  géométriques.  (Voir  '*'  Journal  de  Malhémaliqties ,    t.   XV, 

Journal  de  Mathémnlùjues   de  M.   Lieu-  i85o,  p.  aga. 

ville,  t.  VI,  i8ii,  p.  168.)  ^^Uournal de Malhématifjues  deM.hiou- 

'"-'  Compt.rend.L\\'U,i8!i-3,i).-j'^8.  ville, t.  XIX,  i85/i,p.  i39-i38. 

'■''  M.  Minding  était  déjà  parvenu  à  ce  '*    Journal  de    l'Ecole  Polytechnique , 

résultat  ilaiis  le  Joarnal  ih'  Civile,  1.  W'I.  \\\v'  cahier,  iS.OIJ,  (i.  i3(). 

i.s.i-.  H.  ■:,:,,. 
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menés  par  deux  droilcs  aiiiptijiu'cH  j)iir  idjiporl  il  une  splièrc  cokjwiiI  la 
sphère  snivanl  deux  si/slèines  de  cercles  qui  se  coupeiU  otiliogonalcmenl  ; 
et  que  ces  deux  systèmes  de  cercles  orlhogonaux  sont  les  seuls  (pion 
ptiisse  former  sur  la  sphère. 

i855.  Mémoire  sur  les  surfaces  donl  les  rayons  de  rourùure  en  rhaquc  poiiil 
sont  égaux  et  de  signes  conlraircs^^\  —  Ce  Méinoii'o,  [)i'L'seiil6  ii  lAca- 
dcniio  (Ml  décembre  i85b,  el  qui  avait  ('"té  précédé  de  deux  i\otes 
])ul)liées  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Acadéniie^'^.  a  paru  dans  le 
Jourmd  de  l'Ecole  Polytechnique^^'.  L'auteur  donne  d'abord  à  l'éijua- 
lioii  aux  dillérences  partielles  des  surl'aces  considérées  dilïérentes 
formes,  la  plupart  nouvelles,  et  qui  peuvent  être  diversement 
utiles,  suivant  les  (jueslions  spéciales  que  l'on  a  en  vue.  11  donne 
ensuite  quelques  intéjjrales  particulières  (pii  répondent  à  des  sur- 
faces jouissant  de  propriétés  remanjuables.  Enlin  il  traite  avec 
étendue  le  cas  <;énéi'al.  Ces  recliercbes  contiennent  des  résultats 
divers  et  intéressants,  et  des  détails  qui  avaient  échappé  aux  nom- 
breux géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  question.  Nous  devons 
dire  toutefois  que  l'intégrale  générale  sous  forme  réelle,  ainsi  que 
les  surfaces  minima  algébriques,  avaient  été  antérieui'ement  obte- 
nues par  M.  0.  Bonnel,  dans  une  Note  publiée  dans  les  Comptes 
reiuhts^'^\  et  que  M.  Catalan  a  soin  dt;  citer  au  commencement  de  son 
Mémoire. 

if^GS.  Mémoire  sur  la  théorie  des  jiolyèdres^''\  —  Ce  Mémoire  très-étendu 
est  un  Iravail  d'ensendjle  d'un  grand  intérêt.  La  rédaction  en  est 
soignée  et  même  élégante.  Dans  un  premiei'  cliapiire  l'auteur  fait 
connaîtie  [ilusieurs  conséquences  nouvelles  du  tbéorème  d'Euler. 
Dans  un  autre  chapitre  relatif  i\u\  conditions  de  possibilité  des  po- 

'''  Comptes  reiulus  de  l'Acad.  I.  \LI,  '    T.  XXXVII,  i8ô3,  p.  53i. —  Voir 

i85.5,  [).  loKj-ioaS.  iuissil.  XLI,  i855,p.  loSy. 

"'  T.  \L1,  i8r).î,  p.  3r>-;)8.  •.>.7/i-.>.7(i.  '■    Juunial    de    l'École    l'oliilcclinl'/nr , 

'''   xwMi' cjiliiei.  iSfjS.  p.  i>(|  i()S.  \i,r  ciiliici-,  iSCiT).  p.  1-71. 
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lyèdres,  il  clémoiilic  plusieurs  tiiéorènics,  [)ar  cxeuiplc  que  :  si  Vun 
des  angles  solides  a  p  arêtes,  le  polyèdre  a  au  moins  (p-h  i)  faces  el 
(p+  i)  sommets.  De  incme,  si  l'une  des  faces  a  n  côtés,  le  polyèdre  a 
au  moins  (n+  i)  sommets  el  (n+  i)  faces. 

Un  chapitre  a  pour  objet  la  constructiou  des  pohjèdres  qui  ont  un 
nombre  d'arêtes  donne. 

Enfin  l'auteur  traite  des  polyèdres  semi-réguliers.  11  noainie  po- 
lyèdre semi-régulier,  soit  cehd  dont  les  faces  sont  des  polygones  régu- 
liers, et  dont  les  angles  polyèdres  sont  égaux  (ou  symétriques),  soit 
celui  dont  les  faces  sont  égales  et  dont  les  angles  polyèdres  sont  réguliers. 

Cette  troisième  partie,  la  plus  importante  du  Mémoire,  est  ac- 
compagnée de  figures  d'une  exécution  difficile,  qui  a  exigé  beau- 
coup de  sagacité  mathématique.  Elle  contient  une  classification 
complète  des  polyèdres  semi-réguliers,  au  nombre  desquels  se 
trouvent  les  treize  corps  dits  d'Archimède,  qui  ont  été  le  sujet, 
comme  on  sait,  d'un  ouvrage  de  Lidonne,  à  la  suite  de  sa  Table  de 
tous  les  diviseurs  des  nombres. 

Recherche  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  lieu  des  points  dont  i80;' 
h  somme  des  distances  à  deux  droites  qui  se  coupent  est  constante  ^^K  — 
M.  Catalan  a  réuni  dans  ce  Mémoire  plusieurs  recherches  particu- 
lières concernant  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  quelconques, 
l'expression  analytique  de  quelques  systèmes  triples  de  surfaces 
orthogonales,  les  surfaces  parallèles,  et  les  surfaces  canaux.  Puis, 
abordant  la  question  de  la  surface  lieu  des  points  dont  la  somme  des 
distances  à  deux  droites  qui  se  coupent  est  constante,  il  prend  le  cas 
où  les  deux  droites  sont  rectangulaires;  il  reconnaît  qu'alors  la  sur- 
face fait  partie  d'un  système  triple  ortliogonal,  déjà  étudié  dans  un 
des  paragraplies  précédents  du  Mémoire  :  dès  lors  ses  lignes  de  cour- 

'''  Mémoireii  couronnés  par  l' Académie  tion  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  lieu 

de  Bruxelles,  t.  XX.X1I.  iféomctrique  de.i  points  dont  ta  somme  des 

L'Acaddiuie  avait  pro[)osu,  eu  18G0,  distances  à  deu.r  droites  qui  se  coupent  est 

celle  (jiiesliou  :  Trouver  rintèffrale  de  l'équa-  constanlt;. 
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l)uro  se  li()ii\ciil  (l(''l('riiiiii(''cs.  M.  Ciiiliilaii  observe  que  M.  .1.  A.  Ser- 
rcl  avait  ohleiiii  ce  même  système  par  d'autres  considéialiuiis  aiialy- 
li([iies,  dans  son  Mémoire  de  i  8A7  sur  les  surfaces  orllioi>-()H(iles  (doiil 
il  sera  (iiieslioii  ci-après).  M.  (lomljcsciire  y  est  aussi  parvenu  dans 
lin  Mémoire  publié  en  i863  dont  nous  parlerons  ultérieurement. 
(Juanl  à  la  surface  même,  considérée  isolément,  surface  du  t|ua- 
trième  ordre,  dont  ré(piati()n  se  présente  immédiatemeni ,  et  (pu 
avait  été  considérée  déjà  par  M.  .1.  G.  Dupain*'',  M.  Catalan  cite 
et  complète  la  discussion  donnée  d'une  manière  lumineuse,  par  ce 
savant  professeur. 

Lors(pu^  les  deux  droites  ne  se  coupent  pas  sous  un  angle  droit, 
la  reclierclie  des  lignes  de  courhuie  de  la  surface  paraît  présenter 
de  grandes  dillicultés. 

Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  en  ])arlant  des  travaux  de 
M.  Picart,  (pii,  dans  le  même  tem])s  cjuc  M.  Catalan,  s'en  est 
aussi  occupé,  et  en  a  généralisé  le  point  de  départ  en  considé- 
rant deux  droites  fixes,  non-seulement  de  direction  quelconque, 
mais  ne  se  rencontrant  pas. 

Mil.  —  M.  Brassine. 

Sur  (jueJques  propriélés  des  courbes  cl  des  surfaces  du  second  degré  ^-K 
—  M.  Brassine  considère  dans  les  coniques  les  rayons  vecteurs 
menés  des  foyers  aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués, 
el  démontre  plusieurs  ])ropriétés  qui  s'y  rapportent.  Ainsi,  par 
exemple,  (pie  la  somme  des  carres  de  ces  raijons  recteurs  est  constante 
pour  tous  les  si/slèmcs  de  diamètres  conjugués. 

Pour  les  surfaces,  il  existe  un  théorème  analogue  :  La  somme  des 
carrés  des  dislances  des  deux  foijers  d'une  section  pnncijmle  aux  extré- 
mités de  trois  denu-diamètres  conjugués  est  constante.  Citons  encore  ce 
théorème  :  .S';,  par  les  extrémités  de  trois  demi-diamètres  conjugués,  on 

"     .\oiiV)'tlcs  Annales  de  Mnlliciiialifjiici:.  '    JuuiikiI   de   .]l(itlicm(ai(iitrs .    I.    \ll. 

I.  W.  i8(ii.  ]).  .')7-(;3.  iS'io.  [..  i-ui-io.j. 
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fini  passer  trois  séchons  circulaires  parallèles,  la  sovuiie  des  aires  de  ces 
trois  sections  est  constante. 

XIV.  —  M.  J.  A.  Serret. 

Les  travaux  de  M.  J.  A.  Serivt.  sont-  très-variés;  ils  traitent  de 
((uestioiis  d'Analyse  pure,  de  Mécanique  rationnelle,  de  Mécanique 
céleste  et  d'Analyse  appliquée  à  la  Géométrie.  Celte  dernière  caté- 
gorie, dont  nous  avons  à  nous  occuper  exclusivement,  nous  oiïre 
plusieurs  Mémoires  concernant  la  représentation  par  des  arcs  de 
courbes  algébriques  des  transcendantes  à  dillerentielles  algébriques; 
des  recbercbes  sur  la  surface  réglée  daire  mininia,  sur  les  surfaces 
orthogonales,  sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes 
ou  sphériques,  et  enfin  sur  les  courbes  à  double  courlnire. 

M.  Serrel  s'est  occupé  en  premier  lieu  de  la  représentation  des    iS/i< 
intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce  ^^K  Les  courbes  qu'il  considère 
ont  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

p"'=  -3"'"'  COSÎH  W. 

Il  démontre  que  les  périmètres  de  ces  courbes  peuvent  exprimei- 
les  intégrales  de  la  forme  F  (^j ,  n  étant  un  nombre  entier.  Il  in- 
dique en  outre  quelques  autres  propriétés,  parmi  lesquelles  nous 
citerons  la  suivante  :  La  projection  du  centre  de  courbure  sur  le  rayon 
vecteur  est  sur  une  courbe  semblable  à  la  première. 

Quant  à  la  représentation  des  fonctions  elliptiques,  Legendre, 
après  avoii'  i'('mai([Mé  (|ue  les  arcs  de  la  lemniscate  de  Bernoulli 
donnaient  les  loiidions  ellipti(|ues  de  la  première  espèce  dans  le 
cas  où  l'angle  du  module  est  -,  avait  formé  lénualioii  dune 
couibe   (lu  sixième  degré,  dont  les  arcs  s'expi'imciil  |)ar  des  l'onc- 

I"    .lm,rn„l  ,lr   Mnltin,i,ili<i„rs .   I.   Vif,   p.    i  i  'i  - 1  i  (,. 
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lions  (le  iHCiiiiric  ('s|)rc('  de  iiiodiilc  cl  (riini|)liliKl('  <|ii('lc(»ii(|iios, 
mais  aiijjiiK'iiIrcs  (rime  (|iiaiit,ilt''  aljféhi'iqiic.  Il  désirail,  sans  oser 
res|)(''ror,  f|ue  l'on  découvrît  daulres  foui'l)es  aljjébriquos  qui  rc- 
piTsenlassoiil  aussi  les  mômes  fondions  de  [)i'emière  espèce. 
i8/i:i.  M.  Serrel.  paraît  èlre  le  preiniec  qui  ail,  réalisé  le  vo'u  émis  pai- 
LejTfendre.  Dans  un  premier  Mémoire  :  Sur  les  fonrlions  rllipliqnrs 
(le  promicrc  rs})rr(''''\  il  démontre  que  la  cassinoïdc,  ou  cUrpsr  tir  Cas- 
sini,  résout  à  cerlaiiis  éjjards  le  problème  projiosé,  en  ce  sens  que 
toute  fonction  elliptique  de  première  espèce  peut  èlre  représentée, 
quels  que  soient  son  module  et  son  amplitude,  par  la  somme  ou 
la  dilférence  de  deux  arcs  de  rosmnoïdc. 

iS'if).  Dans  un  second  Mémoire  ■.Sur  la  rcprcsciilalion  gi'omrlrique  (1rs 
foiiclinns  clUpliqucs  et  vllra-clUphqucs'''-\  M.  Scrreta  fait  connaître  une 
infinité  de  courbes  alfjébriques  dont  les  arcs  jouissent  de  la  pro- 
priété d'avoir  une  difl'érentielle  identiquement  égale  à  celle  d'une 
fonction  elliptique  de  première  espèce.  Le  caractère  analytique  de 
ces  courbes,  (pi'il  nomme  courbes  cllipliques,  est  que  leurs  coor- 
données i-ectangulaires  sont  exprimables  en  fonction  ralionnelk  de 
l'anqjlitude  de  leurs  arcs,  de  sorte  que,  eu  d'autres  termes,  ces 
courbes  expriment  les  solutions  réelles  et  l'alionncllcs  de  l'équa- 
tion (l.r-+(h/'-  =  Z(L-,  où  .r,  y  et  Z  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  :. 

cr  La  r(''(lucli()n  des  quadratures  aux  reclilicalions,  considérée  en 
f'jjéuéral,  dit  M.  Liouville  dans  son  rappoit  sur  ce  Mémoire,  et  la 
ff  résolution  des  équations  iiidétei'ininées  dont  elle  dé])end,  appar- 
ftliemicnt  à  une  branche  étendue  et  dillicile  de  l'Analyse,  que  l'on 
ff  a  jusqu'ici  à  jieiue  ellleui'éc.  Le  succès  que  M.  Serret  vient  d'ob- 
ff  tenir  dans   celte  malière  d(''Iicate  donnera   lieu  sans  doute  à  de 

'''  Comptes  rendus,   l.  Wll.  ]).  yi/i,  ii^ h 5.  {Comptes  rendus,  t.  XXI,  p.  1/17. 

nvrit  18/4.3.  —  Jouriiiil  lie  Matlicmiilif/iiM ,  —  Voir  Mémoires  des  Savants  étrangers , 

I.  VIII,  |).  i/ir)-T.5/i.  I.  XI,  ci  Journiil  de  Malhcmutiipies ,  I.  X. 

"'   l'irsi'iili'  ;i   l'AcjMli'iiiic   11'   '1   juiilcl  p.  -ih-j-^-^o .) 
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ff  nouvelles  tentatives  dont  la  science  profiteia '".  ii  Effectivement, 
M.  Liouville  ayant  fait  la  remarque  que  les  résultats  de  ce  beau 
travail  étaient  susceptibles  dune  certaine  généralisation,  en  ce  que 
l'on  pouvait  supposer  fractionnaire  l'un  des  paramètres  qui  entrent 
dans  l'équation  .«rénérale  des  courbes,  bientôt  après,  M.  Serret donna 
à  ses  premiers  résultats  toute  l'extension  qu'ils  comportaient'-'. 

Dans  un  nouveau  Mémoire  :  Sur  la  théorie  géomélriqnc  de  la  km-  iShiî. 
niscate  et  des  courbes  elliptiques  de  la  première  classe  '^\  M.  Serret  donne 
des  définitions  géométriques  de  courbes  dont  les  arcs  expriment 
les  intégrales  elliptiques.  11  complète  ainsi  le  vœu  que  formait  Le- 
gendre  en  créant  cette  théorie  des  fonctions  elliptiques,  devenue 
l'origine  des  grands  travaux  d'Abel,  de  Jacobi  et  d'illustres  géo- 
mètres nos  contemporains  actuels. 

Le  succès  de  M.  Serret  dans  ses  recherches  sur  la  représenta- 
tion géométrique  des  fonctions  ellipti([ues  l'a  engagé  à  revenir 
en  quelf[ue  sorte  en  arrière  pour  chercher  aussi  quelles  sont  les 
courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par  des  arcs  de 
cercle,  question  dont  Euler  s'était  longtemps  occupé''''.  M.  Serret 
remarque  que  les  courbes  découvertes  par  Euler  ne  sont  qu'un  cas 
particulier  des  courbes  dont  l'arc  indéfini  s'exprime  par  un  arc  de 
cercle  et  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  rationnelles  de  la 
tangente  trigonométrique  de  cet  arc.  Puis  il  obtient  les  solutions 
de  l'équation  indéterminée 

"'  (i  +  rj-' 

OÙ  K  est  une  constante,  et  x,  y  expriment  des  fonctions  rationnelles 
de  la  variable  indépendante  z'''^. 

"'   Comptes  rendus,  t.  X.XI,  p.  a83.  '"'  Voir  Nouvcnn.r  Mémoires  de  Siiiiil- 

'''  Noie  sur  les  courbes  cllipliques  de  la  Pétersbourg ,  t.  XI. 
première  classe,  (y oir  Journal  de  MiUliémn-  '^^  Mémoire  sur  les  courbes  ulircbriqucs 

ixpies,  t.  X,  i845,  p.  4ai-/i2().)  dont  les  arcs  s'exjmment  par  des  arxs  de 

'''  Journal  de   Mathémnliques .    t.    XI,  cercle ,  'm?.6x6  dans  If  Journal  de  l'École 

p.  f^o-oT).  mars  i8/i().  Polijtcchniquc ,  \\\\' caliii'i-,  iSfi^. 
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itS/iC).  '^"''  I"  '^iiii'ii'i'  iT<>l('c  (htiil  1rs  nti/ons  (le  ronrhiiir  arnil  rovii.r  ft  ilinocu 
en  sens  roulivire^'K  —  M.  Scrrcl  (Iciiioiitre  d  ahord  ([lie  riMMiçoïde 
à  plan  directeur  est  la  seule  surface  réglée  à  aire  miiiima,  ce  que 
Ion  savait  déjà  par  un  travail  de  M.  Catalan;  puis,  étendant  la 
question,  il  fait  connaître  toutes  les  surfaces  d'aire  inininia  (|iii, 
sans  être  réglées,  passent  par  deux  droites  données,  non  situées 
dans  le  même  plan.  Les  équations  qui  se  rapportent  à  ces  surfaces 
renferment  une  fonction  arbitraire,  laquelle  osl  seulenienl  assu- 
jettie à  la  condition  d'être  péi'iodi(|U('. 

'<'^''7-  Dans  un  Mémoire  :  Sur  1rs  sur/arrs  Diiliogotidlrs  '- ,  M.  Serre!  rap- 
pelle que,  daprès  une  remarque  de  M.  Bouquet,  une  fariiille  de 
surfaces  déterminée  par  une  équation  où  entre  un  paramètre  arbi- 
traire ne  peut  pas  toujours  être  considérée  comme  lune  des  fa- 
milles d'un  système  triple  de  surfaces  orthogonales.  Il  donne  une 
nouvelle  démonstration  de  celle  proposition;  jiuis  il  montre  que  les 
trois  équations  aux  dérivées  ])artielles,  auxquelles  satisfoid,  les  pa- 
l'amèlres  d'un  système  triple  de  surfaces  orthogonales,  peuvent  être 
intégrées  toutes  les  fois  que  l'un  des  paramètres  a  l'une  ou  l'autre 
de  deux  certaines  formes  analytiques  déterminées.  Il  parvient  ainsi 
à  l'expression  analyti(jue  de  jdusieurs  systèmes  de  surfaces  ortho- 
gonales dont  ré(juation  générale  esl  de  la  forme 

<?(■'•)  + ^  (.'/)  +  «(-)  =  p. 

Depuis  la  publication  de  ce  Mémoire,  plusieurs  géomètres  se 
sont  occupés  de  la  théorie  des  surfaces  orthogonales,  et  de  nou- 
veaux systèmes  ont  été  trouvés.  Nous  aurons  à  citer  notamment 
sur  ce  sujet  les  recherches  de  MM.  Ossian  Boiniel,  Moutard  el 
Darboux. 

18/18.         'S'"'  linlroTolioi)  (Ir  Irijualion  dx'  +  dif-  -+-  dz^  =  r/s'-'^'.  —  M.  Serre! 

'■   Joimial    <lc    Mitlihunliques.    |,    \|.  ■■     //„W.  t.  Xll.  |..  -'6  l-aft/l. 

|i.  'i:..-'i.".o,  ,8'.i;.  '  //,„/.  I.  \!ii.|i.  :îô;',-,'3Go. 
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se  propose  de  trouver  les  valeurs  les  plus  géuérales  des  incon- 
nues .r,  y,  z,  s  qui  représentent  les  coordonnées  rectangulaires 
et  l'arc  dune  courbe  quelconque,  en  fonction  d'une  variable  6,  et 
d'exprimer  ces  valeurs  sous  forme  finie,  sans  aucun  signe  d'inté- 
gration. L'auteur  résout  ce  problème,  que  Poisson  avait  déjà 
traité  ''',  mais  seulement  lorsque  c  manque,  c'est-à-dire  lorsque  la 
courbe  est  plane  :  il  emploie  les  variables  p,  q,  u ,  qui  figurent 
dans  l'équation  :=px  +  qij  —  u  du  plan  osculateur.  Depuis,  dans  un 
travail  inséré  par  M.  Liouville  dans  la  première  Note  de  YAimli/se 
appliquée  à  h  Géométrie  de  Monge,  M.  Serret  s'est  servi  des  mêmes 
variables  pour  la  solution  de  plusieurs  questions  importantes  et 
dilliciles,  notamment  dans  la  i-eclierche  des  courbes  dont  les  rayons 
de  courbure  et  de  torsion  ont  un  rapport  constant. 

?^ote  sur  une  équation  aux  dérivées  particUes^- .  —  On  sait,  d  après  i8i8. 
le  théorème  de  Gauss,  cjue  les  surfaces  applicables  sur  une  sphère 
jouissiMit  de  la  propriété  que  le  produit  de  leurs  rayons  de  cour- 
bure principaux  a  en  chaque  point  la  même  valeur  :  de  là  résulte 
une  équation  aux  dérivées  partielles  d  une  forme  assez  simple  pour 
les  surfaces  dont  il  s'agit.  L'intégration  de  cette  équation  a  résisté 
jusqu'ici  aux  nombreux  elforts  des  géomètres.  M.  Serret  fait  con- 
naître une  intégrale  singulière  contenant  une  fonction  arbitraire, 
et  qui  correspond  à  des  surfaces  réglées  imaginaires.  A  ce  titre  ce 
résultat  pourrait  paraître  ne  pas  comporter  un  hitérèt  réel  au  point 
de  vue  géométrique,  mais  il  doit  être  considéré  comme  un  premier 
pas  vers  la  solution  conq)lète  de  la  question. 

Mémoire  sur  quelques  formules  relatives  à  la  théorie  des  courbes  à    1801. 
double  courbure^^K  —  Les  formules  dont  il  s'agit  résultent  de  l'in- 
troduction, dans  la  théorie  des  courbes  à  double  courbure,  des 


''■   Correspondance  sur  l'Ecole  Polj/lecli-  '*'  Journ.  de  Math.  t.WU,  p. 'èùi-^68. 

nique,  f.  111.  181  '1.  p.  a3.  l'I    //,/,/.  t.  XVI,  i8.')i  ,  p.  ipS-flo;. 
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cosinus  (les  aiijjlcs  loi'inrs  a\cc  trois  axes  roclanjjiilaircs  par  la  lan- 
"oiilo  (1  iiiH'  coiirlx',  sa  iKuriialr  |iiiii(i|ial('  el  l'axe  de  son  ])lan  oscn- 
lateur.  M.  Sori'ol  nionlrc  ([iic  les  (liJlV'iciiliolIcs  tic  ces  noul' cosinus 
s'expriment  li'ès-sim[)lenienl  en  l'onclion  de  ces  mêmes  cosinus,  de 
la  dilTérenlielle  de  l'arc  el  des  deux  courbures  de  la  couibe.  Il  s'en- 
suit que  les  dilVérentiellcs  d'ordre  (|uelconque  des  coordonnées 
s'expriment  aussi  en  fonction  des  mêmes  éléments  et  de  leurs  dillé- 
renlielles. 

(les  consitlérations  pei'inetlent,  dans  les  reclieixlies  jféométri- 
ques,  de  l'aire  la  ])art  des  circonstances  uniquement  dues  à  la 
position  des  axes  de  coordonnées,  e!  de  mettre  en  é\id(>nce  les 
propriétés  inhérentes  à  la  nature  de  la  courbe. 

Diverses  applications  montrent  ton!  le  parti  (juon  peut  tirer  de 
ces  l'ormules.  Nous  citerons  cette  ])i'0|)osition  :  Le  rapport  des  deux 
courbures  d'une  eourhe,  en  un  point,  est  é<j(i]  au  rapport  des  dijfe'rcn- 
tieUes  des  cosinus  des  angles  que  la  tangente  de  la  courbe  et  Taxe  de  son 
plan  osculateurfnnt  arec  une  droite  fixe  quelconque. 

Dans  ce  travail  M.  Serrct  s'est  rencontré,  à  son  insu,  avec  un 
savant  |)rofesseur,  M.  Frenet.  cpii  avait  déjà  introduit  les  mêmes 
considérations  dans  une  thèse  présentée  à  la  Faculté  de  Toulouse, 
dont  il  sera  (jueslion  ultérieurement  (chap.  v). 

iHô-j.  C'est  dans  un  Méinoire  sur  une  classe  d'équations  différentielles  simul- 
tanées qui  se  rattachent  à  la  théorie  des  lioiics  à  double  courbure^' ,  que 
M.  Serret  a  lait  I  application  la  plus  iuiporlaiite  des  lorniules  dont 
nous  venons  de  parler. 

(le  travad  est  com|)iis(''  de  deux  jiarties  :  la  première  iMuiticnl 
l'analvse  d'une  classe  d  équations  dinV'renlielles  ([ue  Ton  rencontre 
souvent  dans  les  recherches  relatives  à  la  théorie  des  litjnes  à  double 
courbure.  Ces  équations  diUerenlielles  avaient  été  considérées  par 
La[;ran<];e    dan>  ([uelques   cas   particuliers.   M.   Serret   en   lait  une 

■'  Comptes  miiliis.  I.  \\\.  |).  .")0.  —  Joniiiiil  (te  MnlliriiKiliqiifs.  I.  WItt.  i8.">.'i. 
|i.   1-/10. 
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étude  génorale  cl  approfondie;  puis  il  applique  ses  résultats  à 
(juelques  problèmes  nouveaux.  Dans  la  seconde  partie,  il  donne  une 
solution  directe  et  plus  complète  de  deux  problèmes  déjà  traités 
dans  la  première  partie,  et  ayant  pour  objet  de  trouver  une  courbe, 
quand  on  connaît  le  lieu  des  centres  de  ses  sphères  osculalrices 
ou  de  ses  cercles  osculateurs  :  c'est  ici  surtout  que  l'auteur  fait 
usage  des  formules  établies  dans  son  premier  Mémoire. 

Mémoire  sttr  les  surfaces  dont  (ouïes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  iS53. 
ou  sphériqnes^^K  —  Monge  avait  considéré  divers  cas  des  surfaces 
dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  M.  Ossian  Bonnet 
est  le  premier  cjui  soit  revenu  sur  ce  genre  de  recherches  ('-',  et 
qui  ait  l'ait  connaître  toutes  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
sont  planes.  M.  Serret,  reprenant  cette  question  à  un  point  de  vue 
différent,  en  a  donné  une  nouvelle  solution  très-élégante,  qui  a 
l'avantage,  conune  l'ont  monti'é  presque  simultanément  l'auteur  et 
M.  Ossian  Bonnet'^',  de  s'appliquer  aux  surfaces  dont  toutes  les 
lignes  de  courbure  sont  sphériques,  et  à  celles  dont  les  lignes  de 
courbure  sont  sphériques  dans  un  système  et  planes  dans  l'autre. 

Les  recherches  de  M.  Serret,  présentées  d'abord  à  l'Académie'^', 
ont  ensuite  été  réunies  dans  le  Mémoire  dont  nous  rendons  conq>te. 
Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  parties. 

Dans  la  ])remière,  l'auteur  ti'aite  des  surfaces  dont  toutes  les 
lignes  de  courbure  sont  planes.  11  les  divise  en  deux  genres,  dont 
le  premier  est  celui  (pie  Monge  a  coium. 

La  deuxième  partie  se  rapporte  aux  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  sont  planes  dans  un  système  et  sphériques  dans  1  autre. 
Ici  M.  Scrrel  ciMplnie  la  Iransformation  |iar  rayons  vecteurs  réci- 
|HO([ues.  11  dislin{[ue  les  surfaces  demandées  eu  trois  gcures. 

"'  Juurmddc  MathiiiialiiiiiKs ,  t.  XVIll,  '    Coiiiples  rendiis,  I.  \\\\  f,  |).  3aS 

|).  1  i.'i-iGa.  et  ^iSg. 

'''   Comptes  rendus.  I.  WXVI.  i8.'),'>.  '*'   Comptes  rendus .  I.  \X\V1,  p.  9 no. 

|i.  Ml.  •:>i(,.  3o.8,  3()i  el  /i3fl. 

I  a . 
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l.ii  lioisiriiii'  pai'lic  (r;iilc  des  surfaces  dont  loiili's  les  lijjiics  de 
(•((iirhui'c  sont  s|di(''i'i(ju('s  :  ces  suiiaces  sont  de  deux  genres. 

M.  Serrel  est  revenu  plus  tard  sur  cette  tliéorie  dans  plusieiii-s 
coinniunications  à  l'Académie.  II  a  d'abord  donné  une  solution  du 
])rol)lènie  ayant  |)0ur  Init  la  détei'minalion  des  snrfaces  dont  les 
lij'ues  de  couihure  d'un  seul  système  sont  planes*'*,  problème  déjà 
résolu,  mais  d'une  manière  plus  compliquée,  ])ar  M.  Ossian  Bonnet; 
|Hiis  il  a  aboi'dé  le  problème  général  des  surfaces  dont  les  lignes 
de  courbure  d'un  seul  système  sont  spliéiûques'^',  (pii  n'avait  été 
traité  par  M.  Ossian  Bonnet  que  dans  deux  cas  particuliers. 

Ce  derniei'  problème  présentait  de  très-grandes  dillicnltés. 
M.  Sei'ret  est  j)arveiui  à  les  surmonter  en  faisant  usage  des  for- 
mules où  entrent  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à  une 
lijjne  de  courbure  en  un  point,  la  normale  ])rincipale  et  l'axe  du 
plan  osculateur  font  avec  trois  axes  coordonnés  reclan<;'ulaires,  foi- 
niules  établies  dans  le  Mémoire  de  i85i. 

Nous  omettons  ici  quelques  recberclies  de  moindre  intérêt,  telles 
qu'une  solution  fort  simple  de  la  splière  tangente  à  quatre  spbères 
données '■'. 

XV.  _  M.  I>usEux. 


i^'i'.  M.  Puiseux,  si  connu  dans  la  science  par  ses  remarquables  tra- 
vaux d'Analyse  pure  et  d'Analyse  ajipliquée  à  la  Mécanique  céleste, 
où  l'on  reconnaît  l'éminent  disci])le  de  (îaucliy,  s'est  aussi  occupé 
de  Géométrie.  Dans  une  Note  intitulée  :  Prohhhiic  de  Géomélrie^^\  il 
clierclic    la  courbe  dont  la  rourburr  el   la  toiyioii  sont  constantes; 

'''   Cnuiples  rendus .  t.  XIjI,  i85o:5Hr  /;(/(•,    ]).    io5;  Sur  les  sur/uecs  dunt   les 

les  trajectoires  ortliugouales  d'vn  plan  mo-  lignes  de  l'une  des  courbures  sont  sjilie- 

hile,  p.  125.");  t.  XIjII  :  Sur  les  surfaces  ritjues,  p.  logol  i  f)o. 

dont  les  lignes  de  l'une  des  rnurliures  snni  ''  Journal i\c  (irclli',  I.  XXXVIl,  i8'i8, 

planes,  p.  iij'i.  ]).  ."n-fjy. 

'■     Cjimplcs   rendus,   t.    XLII  :  Sur  les  '    .laurnal  île    ]fiilliruialii/ues .    I.   \IF. 

Irajeeliiires  orlliognnales  d'une  sphère  mo-  p.  (i.'i-yi. 
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et  il  trouve  que  ïhéhcc  tracée  sur  le  cylindre  ilrod  à  base  circulaire  est 
la  seule  courbe  qui  satisfasse  à  la  question. 

M.  Bertrand,  comme  nous  le  verrons,  a  généralisé  cette  propriété, 
et  démontré  que  Tliélice  ti'acée  sur  un  cylindre  quelconque  est  la 
seule  ligne  pour  laquelle  le  rapport  des  deux  courbures  en  cliaque 
point  est  constant.  M.  Puiseux  a  aussi  soumis  plus  lard  cette  ques- 
tion générale  à  son  analyse,  ce  qui  avait  paru  d'abord  olïrii'  une 
assez  grande  dilFiculté  :  il  Ta  fait  avec  succès'''. 

Problème  sur  les  développées  et  les  développantes  des  courbes  planes^'-'.    iS'i'j. 
—  Dans  ce  Mémoire,  M.  Puiseux  s'est  proposé  de  considérer  les 
développées  des  développées,  en  d'autres  termes,  les  développées 
successives,  et  de  rechercher  si  une  de  ces  développées  peut  être 
semblable  à  la  courbe  primitive. 

Une  analyse  simple  et  élégante  le  conduit  aux  équations  dépi- 
cycloïdes  et  de  spirales. 

Dans  un  très-beau  Mémoire  sur  les  courbes  taulochro)ies^^\  M.  Pui-  ''*^^^- 
seux  trouve  que,  dans  le  cas  d'une  attraction  ou  répulsion  pro- 
portionnelle à  la  distance,  l'une  des  spirales  considérées  dans  le 
Mémoire  précédent ,  ainsi  que  l'épicycloïde  déjà  remarquée  par 
Newton'*',  satisfait  aux  conditions  du  tautochronisme.  Cette  spirale 
est  semblable  à  sa  seconde  développée  :  de  sorte  qu'en  formant  les 
développées  successives  on  obtient  une  série  de  courbes  semblables 
de  deux  en  deux. 

Démonstration  du  théorème  de  Gauss^^\  —  Cette  démonsti'atiou,     i8'iS. 
que  M.  Liouville  a  insérée  dans  la  nouvelle  édition  de  Y Anahjse 
appliquée  II  la  Géométrie  de  Monge,  repose,  comme  celle  de  M.  Ber- 

'''   Voii-     Journal    de    MuOiémuliques ,  '*'  /.(/e :!/»(/(.  l.  IX,  i844, }).  Syy-.'îy;). 

l.  \\1,  i85i  :  Sur  la  ligne  dont  les  deux  '''  Ibid.  t.  IX.,  p.  /log-iai. 

cùurhurcs  ont  entre  elles  un  rapport  consl/ml .  '•'  Lirre  des  principc.t .  iiv.  I,  secl.  \. 

|>.  uo8-ai  I.  <''  Journal  de  Matli.  I.  XIII.  [>.  87. 
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traiid,  sur  Irvaliialion  du  jxMiiiit'Iic  de  la  courbe  que  l'ou  ohliciit 
en  pix-naut,  à  j)artir  d'un  poiul  lixc  de  la  surlacc.  sur  toutes  les 
lifrnes  (jéodési(|n('s  issues  d(!  ce  point,  une  même  lonjjueur  iniinimenl 
pi'lile  fT.  Mai'  des  dévelo])pements  en  séries  lialdlement  employés, 
M.  l'oiseux  ohlieiit  pour  1(!  périmètre  de  cette  courbe  la  formule 

d"où  résidie  le  lli(''orème  (piil  sajjissait  de  démontrer. 

i8(J3.  Mémoire  sur  les  surfaces  oyllioironnles'^^K  —  Dans  ce  travail, 
M.  Puiseux  établit  analvti(|uement  et  dune  manière  simple  les 
beaux  théorèmes  de  MM.  Dupin  et  Lamé. 

XVI.—  M.  B.  Amiot. 

i8/ia.  Sur  une  nnureik  méthode  de  géné-ation  et  de  discussion  des  surfaces 
du  second  ordre.  —  Théorie  des  focales  et  des  plans  directeurs  ^'^\  — 
L'auteur  appelle  foyer,  dans  une  surface  du  second  ordre,  un 
j>()ini  auquel  correspondent  deux  certains  plans  tels,  que  le  carré 
de  la  distance  de  chaque  point  de  la  surface  au  foyer  est  au  produit  des 
distances  du  même  point  aux  deux  plans  fixes,  dans  une  raison  cnns- 
lanlr. 

Il  trouve  (piil  existe  une  iidiuilé  de  foyers  dont  le  lieu  est 
l'ensemble  des  deux  coniques /ora/es  réelles  de  la  surface;  et  il  dé- 
mouti'e  plusieurs  j)ropositions,  dont  les  principales  sont  les  deux 
suivantes  : 

Les  sphères  décrites  d'un  foijer,  comme  centre,  coupent  la  surface  sui- 
vant des  courbes  dont  les  projections,  sur  le  plan  principal  dans  lequel  est 
le  fii/er,  sont  des  coniques  lioinotliéliques  qui  ont  pour  centre  commun  le 
point  it'inlei'sectioii  des  dcu.v  plans  qui  correspondent  au  foyer. 

'  .IdiirJKit  (Ir  ]lalli('m<iliijucii,  :>.'  aévic.  sciences  le  •i()  noveniliro  18^2;  iiisérJ 
I.  Vllt.   i8<i.'î,  \>.  .'Î^Sf).  ihnsh  Jniirmd  (te  Malliémnli(]iics,  I.YIW, 

'"    \I(''iii()ii-('  pn'sonld  à  l'Acadf'niie  (les  iS'i.'i.p.   ilii-^joS. 
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.SV  l'un  coupe  un  rllipsotdc  par  nii  plan  perpendiculaire  soil  au  grand 
axe,  soit  à  l'axe  moyen,  il  existe  sur  la  focale  contenue  dans  le  plan  de 
ces  deux  axes  deux  points  tels,  que  la  somme  des  raijons  vecteurs  menés 
de  ces  points  à  un  point  quelconque  de  la  section  est  constante,  et  que  la 
normale  à  la  surface  en  ce  point  est  dans  le  plan  des  deux  rayons  et  divise 
leur  angle  en  deux  également. 

Ce  Mémoire  important,  (jui  faisait  connaître  des  propriétés  nou- 
velles des  focales,  ces  courbes  si  remarquables  dans  la  tbéorie  des 
surfaces  du  second  ordre,  a  été  le  sujet  d'un  rapport  fort  étendu 
de  M.  Cauchy  ''*,  suivi  de  diverses  observations  de  MM.  Caucliy, 
Cbasles  et  Poncelet,  et  de  quelques  propriétés  nouvelles  de  ces 
mêmes  courbes  '-■. 

On  doit  à  M.  Aniiot  une  étude  intéi'essante  sur  la  théorie  des    i8'46. 
j)oints  singuliers  des  surfaces  algébriques.  Ce  travail,  entrepris  pour 
répondre  à  une  question  proposée  par  T Académie  des  sciences  de 
Belgique,  a  été  couronné  par  cette  Académie  dans  sa  séance  du 
i^aoijt  1866  (3'. 

L'auteur  s'occupe  d'abord  de  ce  qu  il  nomme  les  points  et  les 
lignes  d'inflexion  partielle  ou  complète;  et,  par  des  considérations  fon- 
dées sur  l'emploi  du  paraboloïde  osculateur,  il  ])arvient  à  trouver 
les  caractères  distinctifs  de  ces  jiremières  singularités.  11  passe  en- 
suite au  cas  des  points  et  des  lignes  multiples.  Ces  points  et  ces 
lignes  multiples  compreinient,  comme  on  sait,  plusieurs  singularités 
distinctes.  Ainsi  on  peut  avoir  une  ligne  multiple  projtrement  dite, 
une  lijgne  de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce, 
UM<!  ligne  conjuguée,  etc.  M.  Amiot  établit  des  règles  sinq)les, 
piopres  à  chaque  cas,  en  employant  la  métliode  même  dont  on  fait 

'''  (miiijiIcs    rendu.'!,    I.    \Vt,    i8A3,  et  1  n o- 1 1 1 -3  ;  Observations  do  M.  Chus- 

|).  783-798.  les,  p.  828-833  et  iio5-itio. 

*^'  Comptes  rendus,  t.  X\  I  :  Notes  de  '^'  Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des 

M.  Caucliy,   |).    7()8-8-.>.8    et    885-890;  Sav.  ctrang.  publics  par  l'Acnd.  royate  des 

Obscrvalioiis  <!('  M.  l'oiin-lcl,  p.  ç)ti-;-ç)t>'i  sciences  de  Bruxelles,  t.  \.\I.  18/ilj. 
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coiishiiiiiiiciil  iisajjc  aujourd'hui  dans  la  llirorie  des  points  siufju- 
lioi'S  dos  rourl)Cs  a]j;(''liii(|U('S,  iiiélliude  donnée  pour  la  preniièro 
fois  par  Sturni  dans  son  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique. 
Des  exemples  variés  et  clioisis  avec  soin  explicjucnt  et  confirment 
les  résultats  ohtenus  dans  le  Mémoire. 

18Ù7.  ÎSole  sur  quelques  points  de  la  théorie  analytique  des  surfaces''^\  — 
Cette  Note  renferme  des  remarques  utiles  sur  plusieurs  ])oints 
délicats  de  YAiiaJijse  apphqne'e  à  la  Gcoinrlrie  de  Monge,  principale- 
ment sui'  la  surface  dont  tous  les  jioinls  sont  des  omhilics,  et  sur 
la  détei'mination  du  nomhi'c  des  lignes  de  courbure  qui  passent 
par  un  ombilic  dans  une  surface  quelconque. 

XVII.— M.  .1.  Bkhtrand. 

Les  travaux  de  M.  Bertrand,  qui  ont  pour  objet  principal  des 
recherches  d'Analyse  pure,  de  Mécanique  rationnelle  et  de  Phy- 
sique mathémali(|ue,  s'étendent  aussi  à  certaines  questions  des 
plus  importantes  de  la  théorie  des  surfaces  et  des  courbes  à  double 
courbure,  que  l'auleur  considère  soit  directement  dans  des  Mé- 
moires spéciaux,  soit  incidemment  dans  ses  Mémoires  de  Physique 
mathématique.  Dans  ces  recherches,  le  jeune  géomètre  semble 
s'être  inspiré  de  l'exemple  de  M.  Dupin  :  il  s'est  constamment  pro- 
])osé  de  substituer  des  considérations  sinq)les  de  Géométrie  à  cer- 
taines méthodes  analytiques  en  usage,  et  de  suivre  la  même  voie 
dans  les  développements  et  les  recherches  nouvelles  qu'il  avait  en 
vue;   ce  <|u'il   a   fait  avec  un  grand  succès. 

i863.  Nous  citerons  en  premier  lieu  le  Mémoire  intitulé  :  Développe- 
ments sur  quelquis  jioiuls  de  lu  théorie  des  surfaces  isothermes  orthogo- 
nales (-'. 

'"'  Joiinialde  Miilli.  I.  Xll.  p.  \->t\-i'.iï>.  \iiiiii'nnr  (\;m^\c  Journal  tic  Miilliriiintii/ues, 

''>   Comptes  rendus ,  (.Wll.  p.  80. —         (.  1\.  |i.   iiy-iTi'i. 
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On  savait,  par  les  travaux  de  M.  Lamé,  que  les  trois  classes  de 
surfaces  orthogonales  du  second  ordre  étaient  aussi  isothermes. 
Gela  donnait  lieu  à  cette  question  : 

A  un  système  de  surfaces  isothermes  peut-on  toujours  associer  deux 
autres  systèmes  de  surfaces  isothermes,  orthogonales  aux  premières  et 
entre  elles? 

Tel  est  le  problème  que  M.  Bertrand  a  étudié.  11  a  trouvé  que 
trois  systèmes  de  surfaces  orthogonales  peuvent  ne  pas  être  iso- 
thermes, lors  même  qu'un  de  ces  systèmes  ou  deux  le  seraient. 

Parmi  les  propriétés  nécessaires  des  surfaces  triplement  ortho- 
gonales et  isothermes  obtenues  par  l'auteur,  nous  citerons  les  sui- 
vantes, qui  sont  devenues  la  base  de  plusieurs  autres  recherches  : 

Si  l'on  considère  sur  l'une  des  surfaces  un  rectangle  quelconque ,  formé 
par  quatre  lignes  de  courbure,  les  distances  des  quatre  sommets  de  ce  rec- 
tangle à  la  surface  infnimcnt  voisine  forment  une  proportion. 

Toute  surface  susceptible  défaire  partie  d'un  triple  système  de  surfaces 
isothermes  orthogonales  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  être  découpée  par 
ses  lignes  de  courbure  enrectangles  infiniment  petits  semblables  entre  eux, 
un  rectangle  pouvant  être  pris  à  volonté. 

Sur  une  même  surface  du  système  triple  et  pour  chaque  point  d'une 
même  ligne  de  courbure,  la  distance  de  la  surface  à  la  surface  infiniment 
voisine  est  proportionnelle  au  rayon  de  courbure  de  l'autre  ligne  de  cour- 
bure'^'K 

Ce  beau  travail  de  M.  Berti'and,  présenté  à  l'Académie  le 
10  juillet  i8û3,  a  été  le  sujet  d'un  i-apport  de  MxM.  Lamé  et 
Liouville  (- . 

*''  M.  15ei'trand  a  fait  depuis  un  usage  remeut  de  la  chaleur,  dont  nous  aurons  à 

Irès-heui-Gux  de  ces  conside'rations  gi^onié-  parler  plus  loin, 

triques  dans  lui  Mémoire  sur  la  titcorie  des  ''''   Comptes  rendus,  t.  XVII ,  p.  8o. 

pliénomèncs  capillaires  (Journal  de  Mathé-  Nous  empruntons  le  passage  suivant 

nuiliques,  t.  Vlil,  i8/i8,  p.  i85-2o8),  et  du  rapport  de  M.  Liouville  : 

iXmxi  unM.émo\Te  sur  les  simjûifications  que  tM.  Bertrand  a  débuté  bien  jeune  cn- 

peuvent  apporter  les  chattffemeuts  de  coor-  rrcore  par  des  recherches  fort  remarcjua- 

doiniecs  dans  les  questions  relatives  au  mou-  rf  blés  sur  la  théorie  mathématique  de  l'élec- 


186  liAlM'OliT   Si:iî    l.i:s   l'IiUGliKS 

i84;i.  I)('iii(iiislnili(in  (le  ijuchiiics  llirorciiics  aiif  les  suijaccs  (iiiliofjoiiak's^'K 
—  Dans  ce  Mi'moiic,  qui  a  siii\i  de  près  le  précédent,  M.  Bertrand 
a  (MI  on  vue  ])rincipal('nii'iil  de  iloinicr  des  démonsi rations  [jt'omc- 


ftricitc '\  cil  prouvant  le  pii'niirr,  d  iiin' 
Tiianière  îi  la  l'ois  ni'in'i-aic  cl  sirripli;  : 
"i"  (jnc  l'alisciicp  ilélcclrii-ili'  slali(|iii' 
rdaiis  l'inU-rieMir  des  corps  roiiiliii'lciii's 
ftcsl,  uni'  fonscquence  nécessaire  de  la  loi 
ftdu  ciwvr  des  (lislances;  -3°  que  lépais- 
f  senr  de  la  couche  en  équilibre  à  la  sur- 
trface  doit  être  nulle  aux  points  où  deux 
fcorps  conducteurs  se  louclienl.  Il  a  de- 
rrpiiis  publié  divers  travaux  de  Mécanicpie 
r-el  d'Analyse  pure.  Au  mérite  d'avoir  ré- 
fsolii  avec  sagacité  les  questions  dont  il 
trsest  occupé, il  a  su  joindre  celui  dehieii 
r choisir  ces  questions  elles-mêmes.  C'est 
frla  marque  d'un  excellent  esprit.  i 

M.  lîertrand  était  encore  élèveà  l'Kcolo 
l'oly technique,  lorsqu'il  a  publié  ses  re- 
cherches siu'  la  Tlicon'e  niatluhiKillquc  de 
l'clcclricité,  dont  M.  Liouville  cite  ici  les 
priuci])aux  résultats.  Par  une  coïncidence 
Idiliiile.  cl  qui  ne  peut  se  |iri'seiiler  «pic 
bien  i-arcuiciit.  le  rapport  ipii  se  lit  à  la 
suite  di?  celui-là.  dans  le  vcilmnc  des 
Ciiiiqitvt;  inidiis  <lr  l' \riiilriiiii' .  cDUCcriic 
un  autre  ji'iiiii'  ('lèvi'  de  première  aiiiiiM! 
de  l'École  l'oly  technique,  .M.  Ilennile;  et 
le  rapporteur  est  encore  M.  Liouville. 
Qu'on  nous  permette  de  dire  ici  le  sujet 
de  ce  travail.  Abel  et  Jacobi  avaient  ell'ec- 
tué  la  mtilliplicntioH  des  arguments  dans  les 
transcendantes  ultra-elliptiques,  et  prouvé 
que  la  dwision  dépend  d'wH  .syslanc  d'cfjiKt- 
tious  aljjêbrlqucs  siiimlUmées.  C'est  la  ri'- 
solulion  itcnérale   de   ces  éiiualions   (lui 


l'ail  lObjet  du  Ménioire  de  M.  Ilermite. 
Voici  le  passage  final  du  rapport  sur  ce 
Mémoire  éminemment  remarquable  :  rrEn 
tr résumé,  ce  que  l'on  savait  faire  pour  les 
fréfjuations  à  une  seule  inconnue  de  la 
«théorie  des  fonctions  elliptiques,  M.  Her- 
rrniite  est  parvenu  à  l'efl'ectuer  aussi  pour 
rrles  équations  à  plusieurs  inconnues,  a 
r- l'aide  desquelles  on  divise  les  fonctions 
-abéliennes  produites  par  riiitégration 
f  de  radicaux  carrés  quelconques  ''''.i 

Le  jeune  élève  de  l'iïlcole  Polytechnique 
avait  adressé  son  travail  à  M.  Jacobi,  qui 
lui  avait  répondu  aussitôt  :  trVous  vous 
(fêtes  ouvert,  par  la  découverte  de  cette 
rr division,  un  vaste  champ  de  recherches 
cret  de  découvertes  nouvelles,  qui  dou- 
er lieront  un  grand  essor  à  l'art  analy- 
irlique  '"  .1 

Les  travaux  do  M.  Herniile  se  rappor- 
lenl  tous  à  l'Analyse  pure,  et  particuliè- 
rement à  cette  pai'tie  cultivée  avec  tant 
de  succès  à  l'étranger,  sur  les  traces  d'Abel 
el  de  Jacobi  :  nous  aurons  donc  le  regret, 
et  ce  sera  notre  excuse  pour  cette  courte 
digression,  de  ne  pas  trouver  l'occasion 
de  rattacher  à  notre  rapport  actuel  quel- 
ques-unes des  découvertes  si  profondes  de 
cet  émiiient  géomètre. 

'■''  Présenté  à  l'Acadéinie  eu  novembre 
i8i3.  (Voir  Comptes  rendus,  t.  XVII, 
p.  1  lot).)  —  Inséré  dans  le  Journal  de 
riù:olc  i'iihjlcchniiine ,  \\\\'  cahier.  [>.  1Ô7- 


'■'  Voli-  .limninl  de  Malhvmuliquc.i ,  l.  IV,    iHSj),  p.  4i)5.  —  ''''  Compics  rendus  de  t'Acndcmic,  t.  VII, 
|i.  itfh.  —  ''  Voir  Complet  rendu»  <k  VAcadcmic,  I.  VU,  p.  8a. 
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triques  simples  des  belles  propriétés  lelatives  aux  courbures  des 
surfaces  orlhogonaJcs  conjuguées,  auxquelles  M.  Lamé  était  parvenu, 
par  l'emploi  de  1  Analyse,  dans  son  Mémoire  suv  \es coordonnées  cur- 
vilignes'^^K 

M.  Bertrand,  après  avoir  obtenu  les  résultats  de  M.  Lamé,  eu 
élimine  les  divers  rayons  de  courbure,  pour  leur  substituer  les 
côtés  iufininient  ])etits  des  parallélipipèdes  rectangles  formés  par 
les  intersections  des  surfaces;  ce  qui  introduit  un  nouveau  point  de 
vue  dans  ces  rcclierches,  et  conduit  à  ])lusieurs  conséquences  qui 
ont  été  suivies  et  développées  par  M.  Ossian  Bonnet. 

En  considérant  en  particulier  les  surfaces  orthogonales  qui  sont 
isothermes,  ce  qui  est  le  cas  des  surfaces  du  second  ordre  bomo- 
ibcales,  lauteur  parvient  à  une  relation  nouvelle  fort  importante 
entre  les  rapports  des  deux  rayons  de  courbure  des  trois  surfaces 
considérées  deux  à  deux.  Enfin  ^L  Bertrand  démontre  ce  théorème, 
dont  on  n'avait  pas  encore  de  démonstration  rigoureuse,  que  :  Les 
seules  surfaces  dont  une  des  courbures  est  nulle  sont  applicables  sur  vu 
plan,  sans  altération  des  aires  ni  des  longueurs. 

M.  Bertrand  s'est  occupé  à  plusieurs  reprises  de  la  théorie  gé-  i8.'i: 
nérale  des  surfaces.  Dans  un  premier  Mémoire,  présenté  à  l'Aca- 
démie en  déceuibre  1 8i3  '- ,  il  a  fait  connaître  une  méthode  nouvelle 
et  très-remarquable  pour  établir  les  propriétés  relatives  à  la  cour- 
Inirc.  11  prend  comme  point  de  départ  la  condition  nécessaire  pour 
ipie  des  droites  menées  par  chaque  point  de  l'espace  suivant  une  loi 
donnée  soient  normales  à  une  surface.  Celte  condition,  inter])rétée 
géométriquement,  conduit  M.  Bertrand  au  théorème  suivant,  qui  a 
|)ris  de  rin)])ortauce  dans  les  travaux  de  plusieurs  géomètres  : 

Si,  en  un  point  (luelconque  A  d'une  surface,  on  mène  In  norinale  AZ  , 
jiHis  (pic,  sur  dcii.r  liijnes  rectangulaires  menées  sur  la  sur/arc  par  le 
point  A,  on  prenne  deux  éléments  iti/lnimenl  petits  AB,  AC  de  même  lon- 

''' JoMr/(.rfejl/rt</(.  l.V,  1  H'io,[)..'îi  o-,'!.'i-.         .loiinidl  ilc  Mnlticimilifiur.i,  t.  JX,    18/1/1, 
''   Cninpte-i rendus,  l.WW .\i.  t  i-j-j. —         p.  i  .'î;)-!.").'). 


iHs  11  U'i'ouT  sin  ij:s  puuc.hès 

iniriir,  lu  iioniuilc  (tu  jH)iiit  15  frni.  (ivcr  le  plini  ZAli  (///  diiirlc  égal  à 
celui  uni:  1(1  HoniKilf  ita  pmnl  C  fera  avec  le  plan  ZAC  :  eu  outre,  /es 
(Irii.r  itDnmik's  seront  toutes  deux  dans  J'inlérieur  de  l'angle  dièdre  des 
deii.r  plans  ZAB,  ZA(1,  ou  toutes  deux  en  dehors  de  cet  angle. 

M.  Bcilraiid  douiic  l'expression  de  l'aiifrle  que  la  normale  au 
|)oiul  \)  lail  avec  le  plan  ZAB.  Soit  i  cet  angle:  a,  Taniçle  que  l'élé- 
uient  AB  fait  avec  l'une  des  deux  lignes  de  courbure  en  A,  (.'t  R,  r, 
les  deux  rayons  de  courhui'e  de  ces  lignes,  on  a  l'expression 

A  l'aide  de  cette  expression  et  du  tliéorèuie  précédent,  l'auteur 
démontre  avec  une  grande  facilité  l'existence  des  lignes  de  courbure, 
le  tbéorème  d'Euler  sur  les  rayons  de  courbure  des  sections  nor- 
males en  un  point,  le  beau  théorème  de  M.  Dupin  sur  les  sui'laces 
orthogonales,  le  théorème  de  Malus,  généralisé  par  M.  Dupin.  Il 
parvient  aussi  géométriquement  à  des  formules  analogues  à  celles 
de  Sturm  dans  la  théorie  des  rayons  réfractés,  et  il  conclut  de  ces 
considérations  que  la  loi  de  la  réfraction  de  Descartes  est  la  seule 
({ui  donne  lieu  aux  théorèmes  de  M.  Dupin. 

18^7.  Dans  une  Note  sur  la  théorie  des  normales  à  une  même  surface''^'', 
M.  Bertrand  a  généralisé  le  théorème  cité  plus  haut,  en  établissant 
une  relation  entre  les  jiositious  de  deux  normales  menées  aux  extré- 
mités de  deux  arcs  inliniment  ])etits  et  égaux,  tracés  sur  la  surface 
à  partir  du  point  A,  et  faisant  entre  eux  un  angle  quelconque 
donné.  Cette  relation  est 

'^  +  '^'  =  -tauT0 

Çi-Ç)-  iaM„y. 

Pour  6  =  ()o",  on  a  ^  =  —  (p'.  ce  (pii  est  le  théorème  ci-dessus. 
iS'i8.         Dans   un   autre   travail,    inlitulé  :   Démonstration  géométrique  de 

''■'   .1  ou  nid  l  lie  MnlIn'iiiKliiiiics,  I.  \ll.  p.  .'! 'i.'!-.'Vi(i. 


DE  LA  GKO.MÉTIUK.  189 

qucliiiics  théorèmes  rchilifs  à  la  théorie  des  surfaces ''^\  M.  Bcitraïul  s'est 
])ro[)osé  (le  tloiiiier  dos  iléiiionslratioiis  purement  géométriques  de 
plusieurs  propositions  (jui  avaient  toujours  été  démontrées  analy- 
tiquement,  telles  que  relles-ci  : 

I.  Si  l'un  des  deux  raijons  de  courbure  d'une  surface  en  chaque  point 
est  constant,  cette  surface  appartient  à  la  famille  des  surfaces  canaux, 
c'est-à-dire  qu'elle  est  l'enveloppe  des  positions  d'une  sphère  de  rayon 
constant  dont  le  centre  décrit  une  certaine  courbe. 

II.  Si  l'une  des  séries  de  lignes  de  courbure  d'une  surface  est  formée  de 
courbes  planes  siluccs  dans  des  plans  parallèles,  les  lignes  de  l'autre  série 
sont  également  planes.  Les  lignex  de  courbure  de  la  première  série,  pro- 
jetées sur  le  plan  de  l'une  d'elles,  donnent  des  courbes  aijant  nténie  déve- 
loppée. La  surface  peut  être  engendrée  par  une  courbe  défigure  inva- 
riable dont  le  plan  tournera  autour  de  la  surface  d'un  cylindre  auquel  il 
restera  constainmenl  langent. 

ISole  sur  le  problème  des  tautocIirones^-\  —  Sur  un  cas  remarquable  18/17. 
de  tautochromsme^^\  —  Le  problème  des  tautochrones  est  peut-être 
la  question  particulière  de  Mécanique  qui  a  le  plus  occupé  les 
géomètres.  Huygens,  Newton,  Hermann,  Jean  Bernoulli,  Eulcr, 
Fontaine,  Lagi'ange,  d'Alembert,  en  ont  successivement  donné  des 
solutions.  Fontaine  et  Lagrange  avaient  pensé  môme  en  avoir 
obtenu  tous  deux  une  solution  définitive. 

i\I.  Beitrand  a  repris  la  solution  de  Lagrange,  en  donnant  de 
sa  formule  une  démonstration  plus  simple,  qui  met  en  évidence 
les  cas  auxquels  elle  s'applique  et  les  restrictions  qu'elle  laisse 
subsister. 

M.  Bertrand  suppose  (pu;  la  résistance  ne  soit  plus  lunclion  de 
la  vitesse,  mais  soit  propoitiounclle  à  la  pression  suivani  la  loi  du 


'''  Jouvn.  de  Mulli.  L   Mil.  |).  7.'i-7().  '"'  Journal  de  Mn/liniuihiiiirs.  I.  XIII. 

"  Il)id.\.\\\,  is'17.  |,.  i..,-,.,s.  |i.  •.:!i-.:!o. 


I  8/i8. 


1!)()  li  \l'l'oH  F  SI  i;  I.K.s   l'IKMiliKS 

riollriiiciil  (1  Aiiioiiliiiis  cl  (le  (liiiiloiiil).  La  cycloïdc  coiisci'vi'  dans 
ce  cas  sa  |)r(i|>rirl(''  de  laulocliionisrne  "'. 

M.  Piiisoii\  a\ail  (It'iiioiili'r  d  iiiic  iiianirrc  lorl  ('•h'jjaiilc,  mais 
aiialvliniic  ' ,  <lii''  la  (•(iiiilic  dmil  les  deux  coiirhurcs  son!  coiistaiitcs 
osl  rin'licc  li'aci'c  sur  ic  cn  liiidic  de  i(''\nluliuii;  AI.  Bcriraiid  donna 
d(!  ce  tliçDiriiic  une  d(''iii()nslfiili()ii  |)iii('ni('iit  géoinélriquc  dune 
siinplicilé  parlaile,  (|ui  le  coiidiiisil  en  oiilrc  à  ce  llicorèiiio  plus 
jjéïK'i'al  :  f.rs  lirhccs  h-acéca  sur  ini  njltndre  quelconque  sont  les  seules 
couflics  (liinl  les  ilrii.r  cdurhurcn  (inl  un  rapport  conslantS^\  M.  Scrrel, 
coiiiMie  un  la  vn  inéccdcnnnonl ,  et  lui  peu  plus  tard  M.  Puiseux 
lui-uièine,  oui  réussi  à  embrasser  les  deux  Uiéorèmes  dans  une 
même  analyse. 


)8/i8.  M.  Rei'Irand  a  donne''  du  tliéorème  de  Gauss  sur  la  courbure 
dune  sui'lace  en  un  [loinl  une  démonstration  fort  sim[)le.  imi  éta- 
blissant ;;éomé|i'i(|uem('nt  la  lormide 


(T  est  le  périmètre  de  la  couibe  décrite  sur  une  sui'face  par  l'exlré- 
mité  d'un  fil  de  longueur  infiniment  petite  s,  cpii  tourne  autour  du 
ponit  0  de  la  surface,  et  li,  l'u  soûl  l(\s  deux  rayons  de  courbure 
lU'incipaux  de  la  surface!''. 


'''  (ic  lia\,ii]  (le  M.  ikTlraru!  a  cUé  l'oc- 
casion d'une  Note  intéressante  de  M.  lîrios- 
clii.  dans  la(|ii('lle  l'iialiilc  géomètre  jjéné- 
ralisi'  la  Ini-iriulc  de  t.agranjfe  et  lait 
coiiMailiT  iiiio  i.'\|)i'('ssinn  de  la  l'iii'C(> 
<|ui  ciuniHciid  IdM'.  les  l'rsullals  iililcnns 
jusqn  ici  dans  cette  (■(•lébre  (jneslicin. 
(Voir  SuUe  liiiee  taulocronc,  dans  les  .l«- 
mili  de  Toilolini,   I.   III,  i8.")-.!,  |).  ?,{'>•'.- 


Jiiniiml  de    Miilhrwiiliiiiict.    I.    \'ll 
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M.  l'uiseux  est  parvenu  à  celle  même 
roiinule  analytiqucment.  Ces  deux  de'mons- 
Iraliiins  dilïérenlos  de  M.  Hertrand  et  de 
M.  l'uiseux  onl  paru  ensend)le  dans  le 
nièmc  cahier  du  Jotiniiildc  Mdllièmaliques. 
-M.  I.iouville  les  a  reproduites  toutes  deux 
dans  nue  des  Notes  dont  il  a  enrichi  la 
nouvelle  édition  de  l'onvraire  de  Monne. 


l!l-;  M  r.Kd.MKTIilE.  191 

a  t^o  ronser\aiit  i[iiau(l  on  ^l'iurnic  la  siirl'acc,  lo  [)rodiiit  RH) 
doit  rester  le  même  aussi;  ce  qui  est  le  théorème  de  Gauss. 

A  la  suite  de  celte  démonstration,  M.  Bertrand  fait  connaître  une 
Note  de  M.  Diguet,  alors  élève  de  lEcole  Normale,  où  Ion  trouve 
l'expression  de  l'aire  comprise  dans  le  contour  «r,  sa\oir  : 

X  =  7rs-- 


T)e  cette  expiession  se  conclut  aussi  le  théorème  de  Gauss. 

.Ao/c  sur  la  théorie  des  polyèdres  réguliers ''^K  —  M.  Bertrand  re-  iS'iS. 
vient  sur  cette  proposition,  démontrée  par  Cauchy,  qu  11  n'existe 
que  les  quatre  polvèdres  d'espèce  supérieure  décrits  par  Poinsot. 
La  démonstration  de  l'illustre  géomètre,  quoique  rigoureuse,  offrait 
des  difficultés  en  exigeant  la  vue  de  modèles  en  relief,  notamment 
du  dodécaèdre  et  de  l'icosaèdre  de  première  espèce.  M.  Bertrand 
donne  une  démonstration  incompai'ablcrnent  plus  facile,  qui!  fait 
déi'iver  d  une  proposition  importante,  savon*,  que  :  Les  sommets  d'ini 
poJijèdre  régulier  étoile,  d'espèce  quelconque,  sont  aussi  les  sommets  d'un 
polyèdre  régulier  cour  exe. 

Mémoire  sur  les  simplifications  que  peurent  apporter  les  changements    ib'nj. 
de  coordonnées  dans  les  quantités  relatives  au  mouvement  de  la  chaleur''^-\ 
—  Dans  ce  Mémoire,  M.  Bertrand  s'est  proposé  ces  deux  questions  : 

1°  Quels  sont  les  systèmes  de  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  de 
rester  isothermes  pendant  toute  la  durée  du  refroidissement  d'un  corps, 
pourvu  qu'elles  le  soient  au  commencement? 

tî"  Quels  sont  les  systèmes  de  lignes  qui  jouissent  de  la  propriété  de 
rester  isothermes  pendant  toute  la  durée  du  refroidissement  d'un  corps, 
pourvu  qu'elles  le  soient  au  commencement  ? 

11  piouvi-  ([ue  la  première  condition  ne  peut  être  ri'm[)lie  que  si 

''1   Comptes  rcmius.   I.  MAI.    p.    yf|-         18/18.  (Co;«yjfesir;«/««,  I.  \\\  II,  p.  ôTiy.) 
82.  Iiisc'ré  dans  le  Jounitit  de  Malttèmntiqiies , 

''   Pnsend'  ;i  l' AcndcMiiic  ou  iiiivcniliri'         I.  \IV.  p.  1-90. 
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les  siirraccs  isollieniirs  sont  des  spliùrcs  ou  des  c\liii(lics;  et  f^m'. 

la  socoihIi'  ('\i<;c  (juc  les  liijncs  isolliermes  soient  des  cercles  ou  des 

liélices. 

Les  é(|ualioiis  (juil  iaiil  iulé<;i'('r  |)Oui'  délcrniiiioi'  les  lois  du 
fii(>n\('iiieiit  de  la  chaleur  dans  un  corps  de  forme  quelconque  con- 
(iennent  quatre  variables  indépendantes,  le  temps  et  les  trois  coor- 
données qui  servent  à  fixer  la  position  d'un  point.  Lorscpie  Ton  con- 
nail  (I  jiriorihs  surfaces  isothermes,  ces  trois  coordonnées  peuvent 
èlii'  remplacées  par  un  seul  paramètre,  comme  l'a  fait  M.  Lamé'''; 
ce  (|ui  simplifie  notablement  le  problème. 

Dès  lors  les  deux  questions  traitées  par  M.  Bertrand  prennent, 
au  point  de  vue  analytique,  les  énoncés  suivants  : 

1°  Dans  (juel  cas  est-il  [)Ossihle  de  ramener  ré([uation  du  mou- 
vement de  la  chaleur  à  ne  contenir  (pie  deux  variables  indépen- 
dantes, le  tenq)s  et  un  seul  paramètre  relatif  à  la  position  du  point 
considéi'é  ? 

2°  Dans  quel  cas  est-il  possible  de  ramener  l'équation  du  mou- 
vement de  la  chaleur  à  ne  contenir  que  trois  variables  indépen- 
dantes, le  tenq)s  et  deux  paramètres  relatifs  à  la  position  du  point 
considéré? 

Ce  iNIémoii'e  de  l'hvsi(pie  matliémati(]ue  renferme  (pielques 
résultats  cpii  renti'ent  essentiellement  dans  le  domaine  de  la  Géo- 
métrie; telles  .sont  les  propositions  suivantes  : 

Toutes  les  lignes  isothe)'mes  permanentes  sont  situées  sttf  une  série  de 
surfures  irauclies  (ujant  des  liélices  pour  lignes  de  striction,  cl  elles  sont  sur 
cItacHiie  de  ces  surfaces  les  trajectoires  ortliogonalcs  des  génératrices. 

Le  cône  dont  la  courbure  est  constante  le  long  d'une  même  ligne  de  cour- 
liiire  est  le  cône  de  révolution. 

i8.")().         Mémoire  sur  les  courbes  à  double  courbure  ^''K  —  Les  normales  à 

*''  Journal  lie  Mailiriuaùipicn  ,  I.  It.  et  x^îtn.îCniiiptcii  rendus ,  l.  \\\I.  p.  ()•>,'!.) 

roeueit  clfs  Siirtiuts  cV/v/k^tcv  ,  1.  \'.  liisi'i-i-  (tiiiis  lu  .loiiniiil  dr  MiUlii'iiiiUl(juex. 
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une  surface  jouissent  de  propriétés  générales  indépendantes  de  la 
surface  particulière  que  Ton  considère.  Ces  propriétés  constituent 
une  partie  importante  de  la  théorie  des  surfaces.  M.  Bertrand  se 
propose  de  reclierclier  les  propriétés  générales  et  caractéristiques 
des  normales  principales  des  courbes  à  double  courbure,  c'est-à- 
dire  des  normales  comprises  dans  les  plans  osculateurs. 

Ces  normales  principales  forment  une  surface gw/f/;^.  Mais,  une 
surface  gauche  quelconque  étant  donnée,  il  n'est  pas  toujours  vrai 
que  ses  génératrices  soient  les  normales  principales  d'une  courbe 
tracée  sur  la  surface. 

M.  Bertrand  trouve  que,  sous  ce  point  de  vue,  les  surfaces  gauches 
peuvent  être  partagées  en  quatre  classes  : 

1°  Les  surfaces  dont  les  génératrices  ne  sont  les  normales  prin- 
cipales d'aucune  courbe; 

2°  Les  surfaces  qui  ont  pour  génératrices  les  normales  princi- 
pales d'une  seule  courbe  ; 

3°  Les  surfaces  dont  les  génératrices  sont  à  la  fois  normales 
principales  de  deux  courbes  distinctes  ; 

li°  Enfin,  les  surfaces  dont  les  génératrices  sont  normales  prin- 
cipales d'un  nombre  infini  de  courbes  distinctes. 

Une  surface  gauche  étant  donnée,  M.  Bertrand  fait  connaître  les 
caractères  qui  servent  à  déternn'ner  la  classe  à  laquelle  elle  appar- 
tient. 

Parmi  les  résultats  particuliers  renfermés  dans  ces  importantes 
rechercbes,  nous  citerons  les  suivants  : 

Lea  normales  prinripaJcfi  d'une  rnurhc  ne  peuvent  jamais  former  vue 
surface  du  second  ordre. 

Lors(jue  les  nonnales  principales  d'une  courbe  sont  en  même  temps  les 
normales  principales  de  deux  autres  courbes,  elles  sont  les  normales  prin- 
cipales d'une  in/iinté  de  courbes.  Toutes  ces  courbes  sont  des  hélices  tracées 
sur  des  cijlindres  concentriques ,  et  leurs  normales  principales  communes 
sont  les  génératrices  d'un  hélieoïde  à  plan  direcleur. 

Pour  que  les  normales  principales  d'une  courbe  soient  eu  même  temps 
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les  iioniKilrn  principales  d'une  nuire  courbe.  Il  /uul  el  il  sujjil  qu'il 
existe  riilre  les  deu.r  coiirliiires  de  lu  première  courbe  une  rehilion  li- 
néaire. 

M.  lî('ili';iii(l  Iroinc  poiii'  (■clic  relation. 

a      C 

p  cl  R  clant  les  rayons  do  piemière  el  de  seconde  courbure  do  la 
courl)o;  a,  la  distance  du  |)oinl  do  la  courbe  au  point  correspondant 
de  raiitre  courljc,  (lislance  (|ui  csl  constante,  el  G,  une  autre  cons- 
tante. 

Si  la  constante  (1  est  nulli',  la  relation  se  rikluit  à  p  =  a. 

Ainsi,  lorsque  le  raijon  de  première  courbure  d'vne  courbe  a  une 
loiiipieur  consluntc  en  chaque  point,  il  existe  sur  la  surface  formée  par 
ces  rayons  de  courbure  une  seconde  courbe  dont  ils  sont  aussi  les  nor- 
viiiles  principales:  el  celle  seconde  courbe  es!  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure de  la  première. 

CiOltc  seconde  proposition,  coinnic  le  dit  M.  Bertrand,  avait  déjà 
élc  rcMiarqncc  pai'  M.  Bouquet. 

Dans  le  cas  "énéral  où  l'on  a  l'équation  — 7^  =  1 ,  M.  Bertrand 

"  1  p      11 

établit  deux  relations  enli'c  les  l'ayons  de  courbure  des  deux  courbes 
en  doux  points  correspondants  et  la  dislance  a  de  ces  points.  Ces 
relations  permettent  de  calculer  les  deux  rayons  de  courbure  de 
l'une  des  courbes  en  fonction  des  rayons  de  courbure  de  l'autre. 

Lorsque  C=o,  et  par  consé(pient  p  =  a,  on  a,  pour  les  deux 
rayons  de  courbuio  p,,  lî,  do  la  seconde. 

pi=-a,       B,=yv     • 

'''   Pliisiriiis  lies    [H'oposilidiis    |M'inci-  vmirlinrc,  dniis  irquel   l'.'iiilfur  s'csl  pro- 

paips  ti-aiU'cs  analyliqiiement  par  M.  lier-  jjosi;  (te  (léiiioiitror  res  propositions  par 

Iramt  ont  ilonnt!  lieu  à  un  Méiiioiro  (tn  de  simples  considérniions  {féouK'Iriques. 

M.  (Jurlis,  intitula:  Surh  xm face  lieu  des  (.Jouriiid  de  Mathémaùques ,  a°  si^rie.  t.  I, 

nornudes principales  d'une  courbe  à  donhle  if^fjti,  |).  aaS-asQ.) 
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M.  Bertrand  a  souvent  a])pliqué  à  des  recherches  de  Mécanique 
ou  de  Physique  niathématique  les  théories  et  les  méthodes  de  la 
Géométrie  des  surfaces.  Le  Mémoire  de  1869  sur  le  mouvement 
de  la  chaleur,  dont  il  a  été  question  ci-dessus,  en  est  un  exemple. 
Nous  citerons  encore  un  travail  fort  important:  Sur  les  intégrales  i^->"- 
communes  à  plusieurs  problèmes  de  Mccani(jye^^\  dans  lequel  plusieurs 
théorèmes  appartiennent,  par  leur  énoncé  comme  par  la  forme  de 
leur  démonstration,  à  la  théorie  des  surfaces  applicables  lune  sur 
1  autre.  On  y  trouve  en  particulier  ce  théorème  remarquable  :  Les 
surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution  sont  les  seules  sur  les- 
quelles deiix  points  mobiles  sollicités  par  des  forces  différentes  puissent 
avoir  une  intégrale  commune  indépendante  du  temps,  pour  les  équations 
différentielles  de  leur  motivcment. 

Dans  une  Note  sur  la  surface  des  ondes,  M.  Bertrand  démontre  i858. 
fort  simplement  un  tliéorènic  relatif  aux  lignes  de  couibure  dune 
surface  quelconque,  savoir  :  -SV  une  ligne  de  courbure  est  telle,  que 
les  plans  tangents  aux  points  de  celte  ligne  soient  équidistants  d'un 
point  0,  cette  ligne  est  située  sur  une  sphère  décrite  du  point  0  comme 
centre  '-'. 

XVIIl.  —  M.    MOLINS. 

M.  Molins,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Toulouse,  a    i^'i'î. 
publié  plusieurs  recherches  sur  la  théorie  des  lignes  à  double  cour- 
bure. Ces  recherches  ont  pour  point  de  départ  les  beaux  résultats 
obtenus  par  Lancret  dans  les  deux  Mémoires  insérés  aux  tomes  I 
et  II  du  liecueil  des  Savants  étrangers,  de  l'Institut. 

Lin  premier  travail  est  intitulé  :  Sur  les  trajectoires  qui  coupent 
sous  un  angle  donné  les  tangentes  à  une  courbe  à  double  courbure  '^'. 
Lancret  avait  étudié  les  surfaces  développables  passjuit  par  une 
courbe  donnée,  et  dont  les  génératrices  couj)ent  cette  courbe  sous 

''  Journal  (te  MiUlt.  t.  XVII,  i85a.  m/,  t.  XLVII,  i8r,8,  p.  81  7.  —  f' ./m/c». 
1>.  lai-iyi. —  ''   Comptes  muliis  ftf  l'A-         'le  Miilli.  t.  \\\\ .  i8/i3,|).   i-'^y-i^i. 
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un  aiijfic  roiistnnl.  (lesl,  (■oiiuiic  on  \(iil,  le  j)i'()l)lriiie  inverse  que 
M.  Molins  se  propose.  Il  inonlie  (jiie  la  solution  de  ce  problème 
peut  être  ramenée  aux  ([uadraLures,  tandis  que  la  <(uesLion  traitée 
par  Lancret  dépend  de  la  résolution  dune  équation  diflérentielle 
(jui  n'est  pas  intéjji'able. 

l'n  second  ti'avail  beaucoup  ])lus  important  et  ayant  pour  titre  : 
De  la  d('tciinuiiih())i ,  soua  forme  iiiléginble,  deti  éqinilwiis  des  développées 
des  eoiithcs  à  double  ronrbiire''\  contient  une  méthode  nouvelle  pour 
la  détermination  en  ternitis  finis  des  développées  des  courbes  gau- 
clies.  C'est  ;\  Mon;;e  (pie  l'on  doit  la  considération  des  développées 
des  courhes  «lauclies.  L'illustre  auteur  avait  donné  l'équation  difTé- 
rentielle  de  ces  lignes,  mais  sans  elïectuer  l'intégration.  Lancret 
détermina,  le  premiei-,  les  éipialioiis  en  termes  finis  des  dévelop- 
pées, par  une  métliode  très-compliquée,  basée  .sur  la  considération 
du  plan  rectifiant.  M.  Molins  [)arvient  à  des  équations  érjuivalentes  à 
celles  de  Lancret,  ])ar  inie  méthode  géométrique  élégante  etsinq)le. 
Son  Mémoire  renferme  en  outre  plusieurs  l'elations  nouvelles  entre 
les  éléments  des  lignes  à  double  couibure.  Nous  citerons  celles-ci  : 

Le  rapport  de  la  différence  de  deux  rayovs  de  courbure  consécutifs,  à 
l'angle  de  torsion,  est  égala  la  distance  du  centre  de  conrhure  sphériqiie 
an  plan  osculatenr.  —  L'angle  (pie  latavgente  à  la  courbe  lieu  des  centres 
des  cercles  osculateurs  fait  avec  le  rayon  du  cercle  osculatenr  est  le  com- 
plément de  l'angle  (pue  ce  rai/on  fait  avec  le  rai/on  de  courbure  sphérique. 

18A7.  Dans  une  Note  sur  les  courbes  dont  les  plans  osculateurs  font  un 
angle  constant  arec  une  surface  développable  sur  laquelle  elles  sont  tra- 
cées^'^\  M.  Molins  se  propo.se  de  compléter  les  r<'clierclies  (pii  loni  le 
sujet  de  son  premier  ti'avail ,  en  étudiant  les  propriétés  des  courbes 
tracées  sui-  une  surface  développable  dont  les  plans  osculateurs 
coupent   la  surface  sous  un  angle  constant.   11  montre,  en  s'aidant 

*''   .loiiriid!  (le   Mullii'iiKiliijiicx .   I.\ill.  ''■'   .Idiiniiil  de   Mtilli('mnliiiii."s .    (.    XII. 
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de  considérations  ({éoniétriques,  que  la  soiuliou  de  cetli;  nouvelle 
question  peut  encore  se  ramener  au\  (juadratures. 

Après  un  intervalle  de  (juelques  années,  M.  Molins  a  repris  ses 
études  sur  la  théorie  des  lignes  coiu-bes,  et  a  publié  divei's  articles 
intéressants  dont  voici  les  titn^s  : 

De  la  surface  déveJopimbk  punsanl  par  une  courbe  donnée  qnclcouqne,     iS5(J. 
el  qui,  par  son  développement,  transformerait  cette  courbe  en  un  air  de 
cercle  de  rayon  donné  ^^\ 

Sur  les  lignes  de  courbure  et  les  ligues  géudésiques  des  surfaces  dé-    iS^O- 
veloppables  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  celles   d'une  surface 
réglée  quelconque  ''-\ 

XIX.  —  M.   Du  Saint-Venant. 

La  plupart  des  travaux  de  M.  de  Saint-Venant  se  rapportent  à  la 
Mécanique  analytique,  principalement  à  la  partie  de  cette  science 
où  l'on  a  à  considérer  la  structure,  la  cohésion,  l'élasticité  des  corps, 
et  qui  exige,  comme  on  le  sait,  toutes  les  ressources  de  l'Analyse 
la  plus  avancée. 

Les  rechercjies  de  fauteur  sur  lécjuilibre  des  verges  élastiqiu's  i8W. 
l'ont  conduit  à  s'occuper  d'une  manière  approfondie  de  toutes  les 
(juestions  relatives  à  la  théorie  des  courbes  à  double  courljure,  ce 
(ju'il  a  l'ait  dans  un  jMémoire  fort  important,  intitulé:  Sur  les  lignes 
courbes  non  planes,  présenté  à  l'Académie  en  septembre  i8/i/i(''',  et 
publié  dans  le  Jonrn(d  de  l'Ecole  Polytechnique  ''l 

Le  travail  dontU  s'agit  comprend  trois  parties  distinctes.  La  pre- 
mière est  consacrée  à  la  dénmiistration  des  formules  l'ondamentales 
relatives  aux  deux  courbures,  à  la  direction  de  la  noi'uude  princi])ale 
(normal(!  située  dans  le  plan  osculateur)  et  à  la  direction  de  l'axe 
du  plan  osculatcMU',  nommé  ici  binorniale.  M.  de  Saint-Venant  établit 

'''  Jouniiil  (le  MalhéimUiqucs ,  •.>.''  sério,  '''   Cuiiiptc-i  rendus  ilcs  xéiDices  de  l'Aca- 

I.  I.  iSr)G,  p.  •.'.65-rt8G.  déliée,  l.  \I\,  p.  ^yli-j-oïjb. 

'  //(«/.->' SI']'.  I.  I\',  1  S5().  |).  ."i'iy-.'lf'i.'i.  '    \\\"  rnliiiT.   iS'i.'). 
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CCS  premières  Inrimilcs  ])ar  une  iiiétiiode  iioiivelle,  Ibndée  sur  la 
considérai  ion  des  j)rojections,  soit  de  lijpies,  soil  d'aires  conslruiles 
sur  les  éléiiieals  successifs  des  courljes  :  considération  l'écoude,  que 
l'auleur  emploie  constamment  dans  la  suite  du  Mémoire,  et  dont 
.M.  Clielini  s'est  servi  depuis  avec  succès  dans  |)lusieurs  recherches 
concernant  les  lignes  et  les  surfaces ''. 

Dans  la  deuxième  partie,  M.  de  Saint-Venant  déduit  analyti- 
quement  des  formules  de  la  première,  d'abord  les  résultats  de 
Monge  et  de  Lancret.  relatifs  à  l'angle  de  deux  normales  princi- 
pales infiniment  voisines,  à  la  droite  et  à  la  surface  rectifiante,  à  la 
surface  polaire,  à  la  sphère  osculatrice;  puis  un  grand  nombre  de 
résultats  nouveaux.  Nous  citerons  :  des  expressions  simples  du  rayon 
et  des  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  osculatrice  ;  les  expres- 
sions de  l'élément  de  l'arc  et  des  deux  courbures,  de  l'ai'ète  de 
rebroussemenl  de  la  surface  rectifiante,  de  la  développée  par  le 
plan,  et  du  lieu  des  centres  de  courbure;  l'expression  de  la  dislance 
de  d(Mi\  normales  principales  infiniment  voisines;  la  détermination 
du  point  où  chacune  de  ces  normales  rencontre  leur  perpendicu- 
laire commune,  etc.  Les  calculs  se  présentent  d'abord  dans  ces  dif- 
férentes questions  avec  une  grande  complication:  mais  M.  de  Saint- 
\enanl  parvient  à  lever  toutes  les  difficultés  en  emplovant  certains 
tvpes  (le  réduction  dont  il  donne  le  tableau  détaillé  dans  une  Note 
annexée  au  Mémoire.  Ce  tableau  sera  toujours  très-utilement  con- 
sulté par  les  jeunes  géomètres  qui  voudront  étudier  la  théorie 
analvtique  des  courbes  gauches. 

La  troisième  partie  enfin  contient  des  démonstrations  géomé- 
tri(pies  directes  de  tous  les  résultats  fournis  ])ar  le  calcul.  ^1.  de 
Sainl-\  enant  a  montré  dans  cette  partie  de  son  tra\ail  (|u'il  savait 
se  servir  avec  une  rai'e  habileté  des  méthodes  si  délicates  de  la  Géo- 
métrie infinitésimale. 

Ln  terminant  son  remanjuable  et  important  travail,  entrepris, 
comme  nous  l'avons  dit,  en  vue  de  certaines  (piestions  de  Méca- 

'''   hnrcolui  scicntificti .   ti'^'lfi. 
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nique  analytique,  M.  de  Sainl-Venaul  ajoute  que.  iic  prévoyant 
pas  qu'il  puisse  continuer  des  recherches  sur  ce  sujet,  il  croit  de- 
voir signaler,  entre  antres,  les  questions  suivantes  aux  géomètres 
qui  s'occupent  de  la  tliéorie  des  surfaces  réglées  : 

i"  Sur  la  surface  gauche  formée  par  V ensemble  des  raijons  de  cour- 
hure  d'une  courbe  donnée ,  peut-on  tracer  une  seconde  courbe  dont  les  gé- 
nératrices de  la  surface  soient  aussi  les  rayons  de  courbure  ? 

1°  Toute  surface  l'églée  peut-elle,  pourvu  quelle  ne  soit  pas  drrehp- 
pable,  être  considérée  comme  formée  par  l'ensemble  des  rayons  de  courbure 
d'une  certaine  courbe  ?  Et  s'il  n'y  a  que  certaines  surfaces  gauches  qui 
jotiissent  de  cette  propriété,  quels  sont  leurs  autres  caractères  distinctifs  ? 

3°  Quelles  sont  les  surfaces  réglées  dont  la  gorge  fait  un  angle  cons- 
tant avec  les  génératrices?  Quelles  sont  celles  dont  la  gorge  est  une  ligne 
droite  oblique  aux  génératrices?  etc. 

Ces  questions  peuvent  oilVir  un  preniiej'  germe  de  la  classification 
des  surfaces  réglées,  c[ui  est  le  sujet  du  très -beau  Mémoire  de 
M.  Bertrand  dont  il  a  été  question  précédemment. 

Le  travail  de  M.  de  Saint-Venant  est  suivi  de  deux  Notes  éten- 
dues. La  première,  qui  traite  des  particularités  relatives  à  la  nomen- 
clature des  courbes  non  planes  en  Géométrie  et  en  Mécanique, 
renferme  quelques  notions  historiques  intéressantes  ;  et  la  seconde 
oiTre  un  ensemble  de  formules  de  transformation  et  de  réduction 
de  calculs  l'elatifs  à  la  théorie  des  courbes  non  planes,  qu'il  sera 
souvent  utile  de  consulter. 

XX.   M.     OsSlAN     lioNNET. 

(Juelques-nns  des  travaux  de  ^1.  Ossian  Bonnet  ont  trait  à  lAI- 
gèbrc,  à  l'Analyse  infinitésimale,  notamment  à  la  théorie  générale 
des  séries,  à  la  Mécanique  rationnelle  et  ù  la  Physique  malhéma- 
ti(|ue.  Mais  le  plus  grand  nombre  se  rapportent  à  la  Géométrie,  et 
ont  pour  objet  l'étude  des  importantes  théories  créées  par  Monge 
et  par  Gauss,  dans  l'Analyse  appliquée  à  la  Géométrie,  id  dans  les 
l)is(iuisiliones  générales  circa  superficies  curvas. 


iH'i/.. 


•2m  i;.\i'i'onï  siJii  i.Ks  i>iior.ni:s 

Propnriéx  i>éuincln(jiirs  cl  nirroituiitcx  de  quchpica  courbcn  rom<iv<jU(t- 
hlcs^^\  —  Dans  ce  Mriiioii'c,  M.  O.ssiaii  lioiiiiet  résoul  d'alKJrd  le 
|)r()l)lènic  suivant  : 

l'Jaiit  doiiiu'-e  viir  chaiiir  jxn/ailonritt  flexible  et  Itomnp^ène,  (Vinéirah 
vpaiKseur,  dont  Ions  les  éléments  sont  soumis  à  Vaction  de  forces  centrales 
inversement  proportionnelles  à  la  distance,  trouver  la  loi  suivant  laquelle 
doit  varier  l'épaisseur  en  chaque  point,  et  la  courbe  que  doit  affecter  la 
chaîne  dans  l'état  d'équilibre,  pour  que  dans  cet  état  la  tension  varie  d'un 
point  à  l'autre  proportionuellemeiit  à  l'épaisseur,  ou  que  la  chaîne  pré- 
sente partout  épaule  chance  de  rupture. 

Il  Iroiive  (|iie  les  coiir])fs  satisl'aisaiit  à  la  question  ont  pour  é([ua- 
lion  en  coordonnées  polaires 

[i]  r'*"cos(i±H)  (0-0„)  =  ?■'*". 

Ce  sont,  comme  le  dit  M.  0.  Bonnet,  les  courbes  remari|ual)les 
que  M.  Serret  a  considérées  et  dont  les  arcs  représentent  dans 
beaucoup  de  cas  les  intéorales  culériennes  de  seconde  espèce.  Ces 
courbes  renferment  comme  cas  particuliers  le  cercle,  Tliyperbole 
é(juilalère,  la  lemniscate,  etc. 

M.  0.  Bonnet  cliercbe  ensuite  d'au ties  courbes  d'après  des  con- 
dilions  (pii  ne;  sont  (|ue  des  généralisations  de  certaines  propriétés 
delà  cycloïde,  et  il  montre  que  les  courbes  obtenues  peuvent  s'en- 
;;endrer  en  Taisant  rouler  sur  une  droite  les  courbes  représentées 
par  I  éipialion  |  i  |. 

j\ole  sur  un  ihéorèine  de  Mécanique'-'.  —  Le  théorème  dont  il  sajjit 
s'énonce  ainsi  :  Si  plusieurs  vinsses  m,  m',  m',.  .  .  respectivement  sou- 
mises à  l'action  des  forces  F,  F',  1*^',.  .  .  et  partant  toutes  d'un  même 
point  \  avec  des  vitesses  v\,,  Vo',  v„", .  .  .  de  grandeur  différente,  mats  de 

''  .Idiinicil  (te  MuthvmalKjucii ,  I.  I\ ,  ^jviKTiil  ;i  été  reproduit  ]):ir  M.  lîcrlraiid 
I  S.'xi .  [I.  (jy-i  1  '.!.  dans  ses  Notes  sur  la  Mécanique  (tiwli/li>/tie 

''   ll/id.  t.  I\  .  |).  I  1  ;;.  —  Ce  théorème         de  Lagranjje,  t.  II,  Note  IV. 
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même  direction,  décrivent  la  même  courbe  ACB,  la  masse  quelconque  M, 
soumise  à  l'action  de  la  résultante  des  forces  F,  F',  F", .  .  .  et  partant  du 
point  A  avec  une  vitesse  \o  aijant  la  même  direction  que  les  vitesses 
Vo»  ■Vo'î  Vo", .  .  .,  décrira  encore  la  courbe  ACB,  pourvu  que  les  forces 
F,  F',  F", .  .  .  soient  indépendantes  du  temps,  el  que  la  force  vive  initiale 
MV'o'-  de  la  masse  M  soit  égale  à  la  somme  inVo-+  m'  ¥^2  +  m"vô"+  •  •  • 
des  forces  vives  initiales  des  masses  m,  ni',  m",.  .  . 

Ce  théorème  généralise  deux  propriétés  données,  l'une  par  La- 
grange  ''^  l'autre  par  Legendre  '-'. 

Une  seconde  JNote,  intitulée  :  Solution  de  quelques  problèmes  de  i84i. 
Mécanique ^^\  lenferme  un  rapproclienient  curieux  entre  la  question 
d'équilibre  et  la  question  de  mouvement.  L'auteur  démontre  que, 
si  une  courbe  plane  quelconque  est  la  figure  d'équilibre  d'une 
cliaîne  dont  chaque  élément  est  soumis  à  l'action  d'une  force  R, 
la  même  courbe  sera  la  trajectoire  d'un  mobile  sollicité  par  une 
force  que  l'on  déduit  de  R  en  prenant  en  direction  contraire  ses 
composantes  tangente  et  normale  à  la  courbe,  et  réduisant  à 
moitié  la  première,  en  conservant  la  seconde,  ou  doublant  la 
seconde  en  conservant  la  première.  Il  faut,  bien  entendu,  en 
outre,  que  les  conditions  initiales  du  mouvement  du  mobile  soient 
|)rises  convenablement.  Ainsi,  le  point  de  départ  du  mobile  doit 
être  à  l'extrémité  de  la  chaîne;  sa  vitesse  initiale  est  dirigée  sui- 
vant la  tangente  en  cette  extrémité,  et  enfin  le  carré  de  la  vitesse 
initiale  divisé  par  la  composante  normale  de  la  force  à  l'origine  du 
mouvement  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  la  chaîne  à  la  même 
exli'émité. 

('('  rapprochement  fournit  à  M.  0.  Bonnet  une  démonstration 
intuitive  du  théorème  général  ci-dessus  et  particulièrement  des 
remarques  auxquelles  Lagrange  et  Legendre  avaient  été  conduits 
dans  la  i|iiestion  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes. 

'"'   Mécuuupte  analytique ,  t.  II,|).  iiG.  iS-jT).  p.   ^i->().  —  ''  Joui  nul  de  Malhé- 

"'   Théorie  (les  fonctions  cllipli'iucs,  (.  t.         mulii/ues .  t.  I\.  ]).  -My. 


202  HAPl'OKT  SUR  LES  l'IlOGHES 

i84i.  Mémoire  sur  quclfiucs  proi))-iétt;s  ijéiiéraks  des  surfaces  et  des  lipnes 
tracées  sur  les  surfaces^^K  —  Ce  Mémoire  a  un  caraclère  spécial  qu'il 
iinporto  i\  la  Géométrie  de  faii-e  ressortir  :  c'est  que  l'auteur,  comme 
l'avait  fait,  (juelque  temps  auparavant,  M.  Bertrand  dans  son  Mé- 
moire sur  les  surfaces  orthogonales,  s'y  propose  de  donner  des 
démonstrations  purement  géométriques,  en  s  aidant  seulement  de 
considérations  infinitésimales.  rrLes  considérations  géométriques, 
ff dit-il,  ne  se  bornent  pas  à  fournir  des  démonstrations  simples 
rtdes  résultats  déjà  connus,  mais  elles  conduisent  encore  à  la  décou- 
ff  verte  de  plusieurs  propriétés  nouvelles  qu'il  serait  difficile  d'éta- 
fcblir  par  l'Analyse,  r  Effectivement,  M.  Ossian  Bonnet  démontre 
ainsi  lous  les  théorèmes  connus  sur  la  théorie  des  surfaces,  no- 
tamment les  |)ro])ositions  établies  par  Gauss  dans  ses  Disquisiiiones 
gcneraJes,  et  il  donne  des  résultats  nouveaux  fort  inq)ortants. 

11  fait  un  usage  très-heureux  de  l'élément  nouveau  introduit  par 
lui  dans  la  théorie  des  surfaces,  comme  nous  l'avons  dit  précédem- 
ment (p.  1  36),  savoir,  l'expression  --^,  6  étant  l'angle  que  le  plan 

osculaleur  de  la  courbe  fait  avec  le  plan  tangent  à  la  surface,  et 
p,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe.  M.  Ossian  Bonnet  emploie 
cette  expression  sans  la  dénommer.  Plus  tard,  en  i8A8,  dans  un 
Mémoire  inséré  au  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  dont  il  va  être 
parlé  plus  loin,  il  a  aJopté  le  nom  de  courbure  géodésique,  proposé 
par  M.  Liouville'-'. 

M.  Ossian  Bonnet,  en  introduisant  le  rannoit -'-^  dans  les  dif- 
férentes  Ibrnudes  (h^  (îauss  et  dans  plusieurs  formules  nouvelles. 
notamniiMil  dans  ré(|uali()n  des  lii;nes  gé()dési(|ues,  dans  la  condi- 
lion  (|ui  exprime  l'orliiogonalilé  de  deux  s\slèmes  d(!  lignes  tracées 

'''  Ce   M('moirt',   iin'spiitr  à   l'Acaclé-  |iiirii  ihiiis  le  wmi'   ciihinr  du  .loiiniiil  de 

min  en   i8'i'i  [Comptes  rendus,  l.  \i\.  l'Ecdlc  l'olijleclini/iiir ,  année    iS'i8.   avec 

|i.  ()8o),  el  (lonl  rAcadcîmie  a  oiddniié  de  noiiibrcuscs  addilions  que  nous  indi- 

l'insorlion  au  recueil  des  S(ir<iiils  vivait-  ([uerons  plus  loin. 

j;ers ,  sui-   le   l'apport  de  M.  Caucli\ .    a  "    Comptes  vendus ,  I.  XWIII.  p. /i'i8. 
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sur  uiio  surl'acc,  etc.  a  prouvé  que  cet.  élément  doit  leniplacer  la 
courbure  ordinaire,  lorsqu'on  regarde  une  courbe  comme  tracée 
sur  une  surface  donnée  '''. 

Le  même  Mémoire  renferme  une  théorie  complète  de  la  curva- 
tura  intégra  de  Gauss,  ou,  suivant  l'expression  de  M.  0.  Bonnet,  de 
la  valeur  sphérique  d'une  portion  d'aire  tracée  sur  une  surface. 

Que  l'on  conçoive  sur  une  surface  un  contour  quelconque  poly- 
gonal ou  courbe,  et  en  chacun  de  ses  points  la  normale  à  la  sur- 
face; puis,  que  l'on  mène  les  rayons  d'une  sphère  parallèles  à  ces 
normales;  les  extrémités  de  ces  rayons  formeront  sur  la  sphère 
un  contour  comprenant  une  portion  de  surface  sphérique,  que 
M.  0.  Bonnet  appelle  la  valeur  sphérique  de  la  portion  de  surface 
comprise  dans  le  premier  contour. 

Olinde  Rodrigues,  comme  nous  l'avons  dit  (chap.  i),  a  eu  le  pre- 
mier l'idée  de  cette  reproduction  des  surfaces  quelconques  sur 
une  spiière  de  rayon  égal  à  l'unité.  Gauss  a  donné,  de  son  côté, 
un  théorème  remarquable  qui  fait  connaître  la  valeur  sphérique 
d'une  portion  de  surface  terminée  à  des  lignes  géodésiques.  M.  0. 
Bonnet  établit  une  formule  qui  s'applique  à  un  contour  terminé 
par  des  lignes  quelconques. 

Il  déduit  de  cette  formule;  en  supposant  que  la  première  surface 
est  elle-même  une  sphère,  ce  théorème  très-général  :  Une  portion  de 
surface  sphérique,  terminée  à  un  contour  polygonal  ou  courbe  quelconque, 
est  égale  au  carré  du  rayon  muUiplié  par  l'excès  de  la  somme  des  angles 
du  ronloiir  sur  autant  de  fois  deux  droits  qu'il  y  a  de  cotés  moins  deux, 

et  par  l'intégrale  j  '-^  ds  étendue  à  tout  le  contour. 

'''  Quelques-imos  (les formules  cl(!  M.  O.  gi'ncrole  des  liffiwK  tmcc'c.i  sur  une  surfiice 

lionnct  ont  élé  {|dn(5ralisées ,  depuis,  par  quelconque,  a  établi  récemmont  par  une 

ilillerents  {jdoniùtrcs.  Citons  entre  autres  méthode  qui  lui  est  propre  et  entièrement 

surtout  M.  rnl)l)é  Aoust,  dont  nous  ferons  jféoniétrique,  tous  les  résultats  dus  à  ses 

connaître  les  im|)ortantes  recherches ulté-  devanciers,  et  un  j^rand  iioiiilire  d'autres 

rieurerncnt(cli.v),  et  M.  l'h.  Gilbert,  pro-  entièrement  nouveaux.  (\(iii'  I.  XXXV'II 

f'essenràrunivorsilédeLouvain,  qui,  dans  des   Mémoires   de    IWcadi'mie    royale   de 

MU  Mémoire  remarquable  •  Sw  ta  théoriv  Bruxelles.) 


■2m  ini'i'ouT  sLii;  les  I'Uugues 

i8/i5.  Mémoire  sur  la  llténric  des  surfaces  isothermes  orlhogonales^'\  — 
M.  IJeilrand,  on  examiiiaiil  si  à  un  système  de  surfaces  isolliei-nies 
COI  rcspoiideiil  toujours  deux  autres  systèmes  de  surfaces  isothermes, 
ortliofjonales  entre  elles  et  aux  premières,  avait  trouvé  deux  condi- 
tions aux(juelles  doivent  satisfaire  les  surfaces  d'un  triple  système 
orlJiogonal  de  surfaces  isothermes '-'. 

M.  Ossian  Bonnet  se  propose,  dans  le  Mémoire  actuel,  de  re- 
chercher si  les  coiulitions  ohtenues  par  M.  Bertrand  sont  sullisantes; 
il  parvient  aux  trois  |)roj)()sitions  suivantes  : 

1  "  Si  les  surfaces  des  deux  premiers  systèmes  sont  isothermes  et 
jfruisseut  de  l'une  quelcon(jue  des  deux  propriétés  dues  à  M.  Bertrand,  les 
surfaces  du  Iroisiènte  si/stème  seront  aussi  isothermes. 

-2"  Si  les  suifaces  du  prenner  système  sont  isothermes  et  jouissent  des 
deux  p)vpriétés  dues  A  M.  Bertrand,  si  de  plus  les  surfaces  du  deuxième 
et  du  troisième  sijstème  jouissent  de  l'une  de  ces  deux  propriétés ,  les  sur- 
faces du  deuxième  et  du  troisième  sijstème  seront  isothermes. 

3"  Si  les  surfaces  des  trois  systèmes  jouissent  des  deux  propriétés  dues 
à  M.  Bertrand,  ces  .surfaces  seront  isothermes. 

Dans  une  seconde  partie  de  son  Mémoire,  M.  0.  Bonnet  dé- 
montre quelques  propriétés  nouvelles  des  systèmes  de  surfaces 
isothermes  orthogonales.  On  \  distingue  surtout  celle-ci:  Sur  une 
même  .surface  et  sur  une  même  ligne  de  courbure,  le  rayon  de  courbure 
principal  varie  proportionnellement  au  cube  de  l'autre  rayon  de  courbure 
principal. 

M.  0.  Boinu't  se  sert  de  cette  pro])osition  pour  sinq)lihei'  la  dé- 
monstration d'un  heau  théorème  que  M.  Lamé  avait  établi  par  une 
savante  analyse  et  d'après  lecpiel  :  Les  seuls  systèmes  triples  de  sur- 
faces orthogonales  isothermes  sont  formés  de  surfaces  du  second  ordre. 

Depuis,  en  faisant  connaître  l'expression  du  rayon  de  courbure 
des  lignes  asymptotiipuîs  d'une  suiface  ([uelconque ,  M.  0.  Bonnet 

'''  .Imirnat  de,  l'Ecole  l'iili/lccltiiii/iic ,  i  i^  h  !i  :  Mciiioirc  sur  les  surfaces  isolhenncs 
X\\' Ciiliioi'.  icS'i"),  |).  i'ii-i(i/i.  orlliugoimks ,  p.  117. 

'"'   .lininuil   (le   MiUliriiKili'iues ,    t.    i\. 
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a  inontri'  que  son  théorème  relatif  aux  lignes  de  courbure  des 
surfaces  faisant  partie  d'un  système  triplement  isotherme  et  or- 
thogonal fournissait  une  démonstration  complète  et  intuitive  du 
tiiéorème  de  M.  Lamé  :  nouvel  exemple  des  secours  que  prête  la 
simple  Géométrie  dans  les  questions  où  entrent  des  éléments  infi- 
niment petits  d'ordre  supérieur. 

Mémoire  sur  la  théorie  des  corps  élastiqnes^^K  —  L'auteur  se  pro-  iJ 
pose  d'établir  directement,  et  par  des  considérations  infinitésimales, 
tous  les  résultats  de  l'importante  théorie  des  surfaces  isostatiques 
due  à  M.  Lamé,  et  Indépendamment  dune  plus  grande  simplicité, 
crdit  M.  0.  Bonnet,  la  méthode  dont  j  ai  fait  usage  fournit  un  nouvel 
et  exemple  de  l'emploi  des  infiniment  petits  dans  les  questions  qui 
cr  dépendent  de  considérations  géométriques,  méthode  à  laquelle  les 
c  géomètres  semblent,  depuis  quelque  temps,  attacher  beaucoup  de 
et  prix,  n 

Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  sïtrfaces '- .  —  Nous  avons  iJ 
déjà  analysé  la  partie  de  ce  travail  qui  avait  été  présentée  à  l'Aca- 
(lénne  en  i8kli^^\  et  qui,  dans  le  Mémoire  actuel,  fait  l'objet  des 
paragraphes  3  et  8  et  des  deux  premières  pages  du  paragraphe  6. 
Nous  nous  bornerons  donc  à  indiquer  rapidement  le^  nouvelles 
questions  traitées  par  l'auteur.  Le  paragraplie  i"' contient,  avec  plu- 
sieurs résultats  nouveaux,  une  remarquable  théorie  de  la  courbure 
des  surfaces,  donnée  déjà  par  M.  Bertrand.  Nous  signalerons  parmi 
les  résultats  dus  à  M.  0.  Bonnet  deux  expressions  de  l'angle  de  deux 

normales  infiniment  voisines;  une  valeur  de  la  mesure  —  de  la 
courbure,  qui,  appliquée  aux  surfaces  gauches,  est  devenue  une 

'■'   Comptes  remliis,     t.     X\l,    i8i5,  '''  Mémoire  sur  quelques  jwopriHés  fré- 

p.  634. —  Journal  de  r Ecole  Potylechnique,  nérales  des  surfaces  et  des  liffiies  tracées 

XXX'  cahier.  i8i5,  p.  171-19  i.  sur  les  surfaces.  {Comptes  rendus  hebdo- 

'    Journal    de     l'Ecole   Polytechnique .  niaduires  des  séances   de  l'Académie  des 

wxii'cnliicr,  i8'i8.  p.  1-1/18.  sciences, .1.  MX.  p.  980.) 
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fonmilc  iiii|i()ilaiilc  de  la  théorie  de  ces  siuj'aces;  enfin,  uiic  non- 
velic  inlerpri'lalion  de  léiénienl  sijjnalé  pour  la  pi-eniière  lois  ])ar 
M.  Bertrand,  et  que  M.  0.  Bonnet  a  nommé  deit.ru'nw  roinhiirp  ou 
torsion  géodésiqtie .  Le  jjarayraplie  s  est  consacré  à  la  démonstration 
des  théorèmes  de  MM.  Dupin  el  Lamé  sur  les  surfaces  orthogo- 
nales. Le  paragraphe  h  est  une  étude  des  surfaces  i-églécs,  dans 
laquelle  on  remarque  plusieui's  propriétés  cui'ieuses  de  la  ligne 
de  striction.  Le  paragraphe  5  contient  des  formules  relatives  à  deux 
systèmes  particuliers  de  lignes  orthogonales  tracées  sur  une  sur- 
face quelconque.  Dans  le  j)aragraphe  6  on  trouve  l'analyse,  con- 
sidérahlement  sinq)lifiée,  pai'  laquelle  Gauss  a  établi  l'expression 

la  i)lus  {générale  de  la  mesure  -TT7?Fde  la  courbure,  et  la  solution 

du  problème  où  l'on  se  projtose  de  recoiniaili'e  si  deux  surfaces 
sont  ou  ne  sont  pas  applicables  l'une  sur  l'autre.  Entin,  dans  le 
paragraphe  -y  l'auteur  détermine,  en  saidant  d'un  travail  de  Joa- 
chimsthal,  toutes  les  surfaces  gauclies  applicables  sur  une  surface 
donnée.  Deux  Notes  relatives,  l'une  à  une  propriété  de  l'héliçoïde 
à  plan  directeur,  l'autre  à  (|uelques  théorèmes  sur  les  lignes  de 
courbure  et  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  du  second  ordre, 
terminent  le  Mémoire. 

Mémoire  sur  la  ihcoric  des  surfaces  orllmijoiiales  el  isotliermes  '' .  - — 
Ce  travail  contient  une  démonstration  directe  et  nouvelle  du  théo- 
rème de  M.  Lamé,  d'ajirès  lequel,  à  l'exception  du  cas  des  surfaces 
cylindriques  et  coniques,  les  s(mls  systèmes  triples  de  surfaces  iso- 
thermes et  orthogonales  sont  formés  des  surfaces  du  second  ordre. 
L'auteur  montre,  ]iai'  des  considérations  infinitésimales,  que  ce 
théorème  est  une  consé(juence  nécessaire  des  différentes  relations 
données  par  M.  Bertrand  et  par  lui  entre  les  six  rayons  de  cour- 
bure principaux  des  trois  siiilaces  triplement  isothermes  et  ortho- 
gonales qui  passent  par  un  même  pomi  de  lesjjace. 

•''  Jnurnal  de  MdlliCimiiitinos ,  I.  M\  .  |i.  'iui-'ii(i. 
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Mémoire  sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou    i853. 
sphériques  '■'.  —  Ce  travail  très-étendu  est  la  réunion  de  plusieurs 
Mémoires  et  Notes  présentés  à  l'Académie  dans  le  cours  de  l'année 
1  853  '^'.  11  comprend  quatre  parties  : 

La  première  traite  des  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure sont  planes; 

La  deuxième,  des  surfaces  dont  les  lignes  d'une  des  courbures 
seulement  sont  planes; 

La  troisième,  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont 
planes  dans  un  système  et  sphériques  dans  l'autre,  ou  bien  sphé- 
riques dans  les  deux; 

La  quatrième,  des  surfaces  dont  les  lignes  de  l'une  des  courbures 
sont  sphériques.  M.  0.  Bonnet  détermine  en  termes  finis  l'équation 
de  ces  dernières  surfaces  dans  deux  cas  seulement  :  i°  celui  où  les 
sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  sphériques  passent 
par  un  même  point;  a"  celui  où  les  sphères  coupent  la  surface  à 
angle  droit. 

J\ote  sur  la  distance  de  deux  (angenles  injintment  voisines  à  une  i853. 
courbe  gauche^^'.  —  M.  Bouquet  avait  démontré  que  la  distance 
de  deux  tangentes  infiniment  voisines  est  du  troisième  ordre  par 
rapport  à  l'arc.  M.  0.  Bonnet  complète  ce  théorème  en  donnant 
l'expiession  de  la  distance,  qu'il  trouve  égale  au  sixième  du  produit 
de  l'arc  par  l'angle  de  contingence  et  par  l'angle  de  torsion. 

La  Note  de  M.  0.  Bonnet  contient  en  outre  les  expressions 
do  divers  infiniment  petits  d'ordre  élevé.  Citons,  par  exemple,  la 
distance  d'un  point  de  la  courbe  au  plan  osculateur  en  un  point 
infiniment  voisin  ;  l'angle  du  plan  osculateur  avec  le  plan  tangent 
passant  ])ar  un  point  infiniment  voisin  ou  parallèle  à  une  tangente 
infiniment  voisine,  etc. 

'^  Journal  de  l'Ecole  Pobjtechnqne ,  '-"91  agi-  38() ,  .'J8,'),  lo/iG.  ii3.'^. 
xxxv' cahier,  p.  iiy-SoC».  ''  Nouvelles  Aiimiles de  Malliémaliqucx, 

'''  Comptes  rendus,  I.  XXXVI,  p.  «Si,        t.  XII,  p.  199. 
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i8o5.  .S'(/r  (juchjiics  propriétés  des  h'giws  géodéstqnes  ^'K —  M.  0.  Bniiiiol 
rl;il)lil  deux  proposiliuns,  dont  l'une,  (''iioiicoe  sans  démonstra- 
lioii  ])ai'  Jacohi,  c-unsiste  en  ce  que,  sur  toiiLc  surface  à  courbures 
opposées,  una  ligne  géodésique  esl  loujours  niiniiua  eidre  deux 
(|uclc()n(jues  de  ses  points;  et  la  deuxième,  entièrement  nouvelle, 
(jue,  dans  toute  surface  convexe,  une  ligne  géodésique  ne  ])eut  être 
minima  dans  une  étendue  supérieure  à  iza,  en  appelant  a  une 
constante  dont  le  carré  a^  est  su])érieur  au  produit  RRj  des  rayons 
de  courbure  principaux  en  tous  les  points  de  la  surface. 

Ce  travail  de  M.  0.  Bonnet  repose  s>ir  une  autre  pro])osilion  de 
Jacobi,  (|U('  rillustre  géomètre  avait  encore  donnée  sans  dénionstra- 
lion  dans  son  beau  Mémoire  sur  les  caractères  dis! inctifs  des  maxima 
cl  minima  dans  les  questions  dépendant  du  calcul  des  vai'iations  *-), 
savoir  :  Si  une  ligne  géodésique  AM  issue  d'nn  point  A  est  rencontrée 
en  \'  par  une  ligne  géodésique  infiniment  voisine,  issue  aussi  du  point  A, 
la  ligne  A\i  sera  toujours  ininima  entre  le  point  A  et  le  point  A',  et 
cessera  d'être  minima  au  delà  de  A'. 

Une  Seconde  Note  sur  les  lignes  géodésiques  '■'''  est  consaci'ée  à  la 
dénionstration  de  cet  inq)ortanl  lliéorènie  et  de  la  proj)Osition  réci- 
pro(|ue  qui  avait  paru  à  M.  Bertrand,  dans  une  de  ses  excellentes 
Notes  sur  la  Mécanique  anahjtique  de  Lagrange  ''*,  pouvoir  laisser 
(juebiues  doules. 

i85G.  Sur  un  genre  parliculier  de  surfaces  réciproques  ■''.  —  Ces  sni'Iaces 
se  dislingncnt  en  ce  ([ue  la  récipi'ocilé  n'y  esl  j)as  seulement  ana- 
lyti([ue,  comme  dans  les  sui'fac(;s  récipro(jiies  de  Monge,  mais  en- 
core géométri(pie  à  plusieurs  poinis  de  vue.  Ainsi,  par  exemple, 
dans  ces  surfaces  réciproques,  aux  lignes  de  courbure  d'une  surlacc- 
correspondent  les  lignes  de  coui'bure  de  la  surface  correspondante. 
Citons  enc(n'e  celle  pro|)riélé  :  les  surfaces  réciproques  des  sur- 

'''    (jiMipIrs  iriiiliis,  t.  XL,  p.  1011.  >'■'    Ciimptcs  rendus,  X.  \\A.  p.  3a. 

'■'    ./o»ni.il(>(;rcllc.l.\Vll.i8;Î7,p.(i8.  '''  T.  11.  p.  .'iôa. 

—  .Iimnt.  ili'  MiitlwmiifHjuvs,  t.  111.  ji.  hh.  '"   Coiiiplrs  miilits,  I.  \LI1,  p.  h^:<. 
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faces  à  aire  minima  sont  celles  pour  lesquelles  la  somme  dos  deux 
rayons  de  courbure  principaux  est  égale ,  en  charpie  point ,  au  double 
de  la  normale ,  etc. 

Note  sur  les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  (''.    i850. 
—  M.  0.  Bonnet  montre  que  toutes  les  surfaces  dont  les  points  sont 
des  ombilics  doivent  être  comprises  parmi  celles  qui  ont  leurs 
lignes  de  courbure  planes. 

Mémoire  sur  lu  fgure  de  la  terre  considérée  comme  peu  différente  d'une  1889. 
sphère  (' .  —  M.  0.  Bonnet  s'est  proposé  détendre  et  de  simplifier 
une  savante  analyse  de  Laplace  '^',  en  profitant  des  résultats  récem- 
ment acquis  à  la  théorie  des  surfaces.  Après  avoir  établi  simplement 
les  expressions  de  la  longitude,  de  la  latitude,  de  l'azimut,  et  dé- 
montré quelques  propriétés  curieuses  des  méridiens  et  des  paral- 
lèles, l'auteur  s'occupe  des  lignes  géodésiques.  Il  donne  tout  d'abord 
un  théorème  général  qui  lui  permet  de  j'amener  la  résolution  des 
triangles  formés  par  ces  lignes  à  celle  d'un  ti'iangle  sphérique; 
puis  il  applique  ce  théorème  à  la  détermination  des  différences  en 
longitude,  en  latitude,  en  azimut,  aux  deux  extrémités  d'un  arc 
de  ligne  géodésique  tangent  ou  normal  au  méridien,  ce  qui  esl 
le  but  final  des  reciierclies  de  Laplace.  M.  0.  Bonnet  donne  même 
les  résultats  qui  se  rapportent  au  cas  plus  général  où  la  ligne  géo- 
désique fait  un  angle  quelconque  avec  le  méridien.  Substituant 
enfin  aux  lignes  géodésiques  des  loxodromies,  M.  0.  Bonnet  résout 
la  même  question  et  arrive  à  des  résultats  analogues;  en  sorte, 
dil-il,  que,  trsi  l'on  était  certain  que  la  ligne  décrite  par  un  navire 
rrlùt  une  véritable  loxodromie,  et  que  l'on  put  négliger  les  erreurs 
rc  commises  dans  la  délerminalion  de  l'espace  parcoui-u  par  le  navire 
fret  dans  celles  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  on  jiouri-ait  avoir 

''^    Comptes  rendus  de    l' Académie  des         calii.piilililicali du  Biiriiiilm  Torlolini,  I.U. 
sciences,  1.  XJJl,  p.  loGy.  iH.Sg.p.  M)-h<j.  n:i-i3i,  180-18/1. 

'■    Aiiiiiili  dl  MiileiiKilicn  puni  cd  iippli-  ''  Mécaiiifpic  céleste,  impartie,  cli.  v. 
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fc  l'ollipsoïde  osciilalciii'  de  Ja  Icri'c,  pour  un  point  iccoiivorl  par  la 
■'Hier,  ahsoluiiioiit  do  la  iikmiic  iiianirrc  ([ue  Laplacc  a  iliHcriniiK'' 
focci  ('lli|)soï{|c  pour  un  poiiil  de  la  |)a:li('  solide  du  «jIoIjo.  n 

1860.  Ménoirc  sur  l'emploi  (Fun  nouveau  système  de  variables  dans  l'étude 
des  propriélcs  dos  surfaces  courbes  *'>.  —  Ce  Mémoire  est  le  dévelop- 
pement d'une  communication  faite  à  l'Académie  en  i853'-'.  11  con- 
lient  en  outre  plusieurs  reclierches  successivement  présentées  à 
l'Académie!  en  i855  et  i856'^'. 

Mon<je  avait  toujours  représenté  une  surl'ace  par  une  écpialion 
entre  les  coordonnées  de  Descartes.  M.  0.  Bonnet  a  pensé  qu'il  y  au- 
rait de  fjrands  avantages  à  substituer  à  ces  trois  coordonnées  d'autres 
variables  liées  d'une  manière  plus  intime  à  la  forme  de  la  surface, 
et  il  a  introduit  celles  qui  fixent  la  position  du  plan  tangent.  Les 
formules  qu'il  obtient  sont  d'une  très-grande  simplicité.  M.  0.  Bon- 
net les  applique  à  la  plupart  des  problèmes  traités  par  Monge  et  à 
plusieurs  autres  plus  dilficiles. 

Nous  signalerons  en  particulier  le  paragi"a[)lie  'y  de  la  deuxième 
|)artie,  qui  contient  une  nouvelle  élude  des  surfaces  à  lignes  de 
(•oin'])ure  planes,  (>t  le  paragrapbe  suivant,  qui  traite  des  surfaces  à 
aire  niinima.  L'équation  de  ces  surfaces,  dans  le  système  de  va- 
riables adopté,  se  réduit  à  celle  du  problème  de  l'équilibre  des 
leuqiératures  dans  le  cas  du  plan  :  de  sorte  que,  au  lieu  de  l'inté- 
grale si  conq)liquée  de  Monge,  on  obtient  une  intégrale  simj)le  dont 
on  peut  aisément  l'aire  disparaître  les  imaginaires.  Cette  intégrale 
permel  de  délei'miner  les  sui'Iaces  minima  (pii  satisfont  à  certaines 
conditions,  ])ar  exemple  :  les  surfaces  viriiuiia  al<>ébrujues;  les  surfaces 

'■'   JoiiDird  lie  Mtilhniiiiliiiiicx,  a' sôric  iiiiiiiiiiti .   |i.    1107.  —  T.   Xl.lt.    iSi')G  ; 

t.  \,  1860,  p.  i53-'3G().  Ao/fl  sur  les  surfaces   pour  IvsqucUrs   la 

'*'  Comptes  rendus,  l.  XXXVtt,  1 8,^)3.  somme  des  deux  raf/ons  de  courbure  priu- 

p.  52q.  cipiiu.r  est  égale  au  double  de  la  normale. 

•'■'  îbid.  I.  XL,  iSS.')  :  Sur  la  di'Urmi-  p.   110;  —  Nouvelles  remarques  sur  les 

nation  des  fondions  arbitraires  qui  entrent  surfaces  h  aire  minima,  p.  532;  —  Note 

dans  l'équation  intégrale  des  surfaces  à  aire  sur  la  courbure  géodésique ,  p.  1 1  07. 
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miiiima  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes;  colles  (jiii  ont  une  ligne 
de  courbure  ou  une  ligne  asymptolique  donnée;  etc. 

Mentionnons  encore  le  paragraphe  6  de  la  deuxième  partie,  dans 
lequel,  sous  forme  de  digression,  l'auteur  déduit  des  formules 
relatives  aux  surfaces  celles  qui  concerneni  les  lignes  courbes*''. 

Note  sur  les  normales  A  une  surface  ^'^K  —  Dans  cette  Note  M.  0.  iS6i 
Bonnet,  généralisant  un  important  théorème  donné  par  j\I.  Ber- 
trand dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces,  démontre  (]ue, 
lorsque  l'on  considère  des  droites  D  issues  des  différents  points 
d'une  surface  S,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces 
droites  soient  normales  à  une  surface  est  que,  si  l'on  prend  sur 
la  surface  S  trois  points  infiniment  voisins  m,  m',  m",  tels  que 
ntm'  =  mîn\  la  variation  du  cosinus  de  langle  de  D  avec  mm',  cor- 
respondante au  déplacement  de  m  en  )n",  soit  égale  à  la  variation 
du  cosinus  de  langle  de  D  avec  mm"  correspondante  au  déplace- 
ment de  m  en  m'. 

Ce  théorème,  (jui  exprime  la  signification  géométrique  de  1  équa- 
tion aux  diflérences  partielles  des  surfaces  normales  à  des  groupes 
de  droites  dans  l'espace,  que  M.  Transon  a  appelées  surfaces  résol- 
runles  '^ .  conduit  facilement  à  plusieurs  pro]>riétés  relatives  aux 
normales  dune  même  surface. 

Mémoire  sur  la  ihéorte  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée.    i86i 
—  [^'Académie  avait  ])roposé  en  i858,  pour  sujet  de  prix  à  décer- 
ner en  1  8(i() .  la  théorie  dessurfaces  applicables  sur  une  surface  don- 
née. Trois  des  concin-rents.  MM.  Bour,  Ossian  Bonnet  et  Codazzi. 
résolurent   complètement  la   question,   cren   faisant  preuve  d'une 

'''  M.  misse  Diiii  ;i  l'nit  une  apiilicalion  Xmmit  di  Mnlemalica  piira  cil  applicrila  . 

(i-ps-heureuse  fin  noiivfaii  système  de  va-  t.  Vil  ;  Rome,  i8G5,  p.  û-i8.) 
l'iables  (le  M.  Ossian   Bonnet,  dans  un  '''  Complesrentlu$derAcadémie,t.\Al . 

Mémoire  sur  la  surface  dans  taquelle  la  p.  io8i. 

somme  des  deux  rayons  de  courbure  prin-  ''  Joiiimil    do    l'Ecole  Polytechiiuiuv . 

lipauxencliacpie  pdint  i's(  cuiis(anle.  (\'oir  xxxvin'  caliii'i-.  p.  i(|.'). 
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^:{;i;in(l('  liabilclé  aiialyli(|ii('  cl  de  fonnaissanccs  profoiules  en  Gco- 
c:  iiu''li'i('.  11  Mais  1p  prix  fui,  th'-cerné  à  M.  Bour,  à  raison  do  corlains 
(l(''V('l(»|)|i(Mii(Mi(s  analyliqiics  siir  un  cas  [)ai'liculier  do  la  question, 
([uil  avail  joinls  à  la  solulion.  Le  Mémoire  de  M.  0.  Boniicl  n'a  paru 
que  lécemnienl'".  Après  avoir  rojiroduil  sans  alléralion  aucune 
le  l('\lc  (pTil  avail  |)r(''S('iilé  au  concours,  il  ahandonne  sa  solu- 
lion |)()Ui'  adopter  celh;  de  M.  Clodazzi,  qui  lui  j)araît  la  j)lus  coin- 
plèl(>  cl  la  plus  salisfaisanle.  D'après  M.  0.  Bonnet,,  les  formules  de 
M.  Coda/zi  sont  destinées  à  picndre  une  grande  importance  dans 
la  ihéorie  des  surfaces  :  il  1(-  prouve  en  déduisant  de  ces  formules 
la  solulion  d  inie  séri(>  de  (|U(^slions  dilliciles.  qui  paraissent  ina- 
bordables par  d'autres  méthodes.  Ainsi,  il  démontre  un  théorème 
ini])orlanl,  d'après  lequel  toute  surface  réjjlée  qui  reste  réjjlée  dans 
sa  déformation  conserve  ses  génératrices  rectilijjnes,  les  unes  étant 
les  transformées  des  autres  '■^K  II  détermine  les  surfac(;s  cpii  dans 
la  déformation  peuvent  conserver  leurs  lignes  de  courbure  ou 
leurs  deux  rayons  de  courbure  pi'incipaux.  Il  étudie  les  surfaces 
dont  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont  fonctions  l'un  de 
l'autre;  celles  dont  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  la  surface  est 
l'éduclible  à  la  forme 

Ll  étant  une  fonction  de  u,  et  V  une  fonction  de  v,  surfaces  dont 
on  |)eul,  d'après  un  beau  théorème  de  M.  Liouville  énoncé  pré- 
cédemment, obtenir  sous  forme  finie  les  lignes  «jéodésiques,  et  il 
démontre  que  les  surfaces  du  second  ordre  sont  les  seules  pour 
lesquelles  le  carré  de  l'élément  linéaire  a  cette  forme,  lors(pie  les 
coni'bes  coordonnées  v  =  const.  etî>=  const.  sont  les  lignes  de  cour- 


'''   l'rcuiiiùre  partie,  .lournul  de  l'Ecnlc  dans  la  lliéorit'do  la  (li'l'oniialioii  des  sur- 

Pohjtech.  \\a'  cahier,  i865,  p.  Qog-aSu.  laces  ri^g-ldcs,  avail  fait  antéricureiiicnl  le 

—  Deuxième  partie,   ilnd.   \u\'  cahier,  sujet  d'une  cnniniuiiication  à  1, Académie. 

1867,  p.  i-if)!.  (C'oHi/;/ra/rt/(/H.s-,  I.  I.VIII.  i8(i/i,  p.  t8;i- 

'''   Ce  thi''f)rèine.  ipii  roinlileune  lai-une  iH8.) 
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bure.  Enfui  il  leiiuiiie  par  ((uel(]iics  reclierclios  relatives  aux  sur- 
faces sur  les(juelles  on  peut  tracer  deux  séries  de  cercles  «jéodési- 
ques  ortliogonaux. 

Ce  Mémoire  ajoute  aux  travaux  déjà  considérables  de  M.  0.  Bon- 
net sur  la  tbéoiie  des  surfaces. 

Mémoire  sur  les  surfaces  orlhogonales  '''.  —  On  ne  connaissait  <|ue    'SGa. 
les  systèmes  de  surfaces  liomofocaies  du  second  ordre,  les  systèmes 
formés  par  les  surfaces  dont  l'équation  est  de  la  forme 

^  ('*■) +^  (y) +  ^  (-")  =  *' 

lionnes  par  M.  Serret  en  18/17'-',  *^t  «idîn  les  systèmes  analofjues 
de  M.  W.  Roberts(3). 

M.  Ossian  Bonnet  expose  une  nouvelle  métliode  par  lacj[uelle  il 
est  conduit  à  plusieurs  systèmes  orthogonaux  fj[ui  dépassent  en  géné- 
ralité ce  que  l'on  connaissait  jusqu'ici,  car  ils  contiennent  dans  leur 
expression  plusieurs  fonctions  arbitraires.  Il  démontre  que  le  pro- 
blème général  dépend  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre  à  quatn;  variables.  Ce  théorème  impor- 
tant, qui  fixe  en  quelque  sorte  l'étendue  du  problème,  a  été  démon- 
tré autrement  par  un  jeune  géomètre,  M.  Darboux,  dans  une  thèse 
|)our  le  doctorat,  présentée  en  1866  à  la  Faculté  des  sciences. 

M.  0.  Bonnet  a  appliqué  sa  méthode  à  la  détermination  des 
systèmes  triples  dans  lesquels  les  surlaces  de  l'un  des  systèmes  ont 
pour  transformées  sphériques  de  ses  lignes  de  courbure  des  lignes 
sphéri([ues  isothermes  et  oithogomiles. 

DéinoitsIralioH  du  lltéorèrne  de  (latiss  relalij  aux  petUs  iriaiigles  géo-    i86i. 
désiqucs  tracés  sur  une  surface  (piclcoiujue '-'^^  —  M.  0.  Bonnet  par- 
vient à  établir  [)ar  des  considérations  relativenu'ut  simples  ce  beau 

"'   VAiiiijitcs  i-eiidiis ,   l.  I,IV,   |i.  ^ïih  et  ''^  Coiiiplcs   rendus,    l.    tilll ,    i8Gi, 

055.  |).  5AG  et  j-ifi. 

"'  Juuriud  de  Malhvmuùijucs .  I.  Ml.  "   Comptes  rendus.  (.   t,\itt.  |).   if^.'i. 


2l.'i  i;  \l'IMHiT  Sllt  I.KS  l'IlOC.RKS 

lln-oiriiH'.  l'iiii  (k's  plus  i'('iii;ir([iialjles  el  des  [)liis  dillicilos  à  dé- 

iiiDiiIrcr  (|iii'  |H'(''S('iit('  la  lliroi'ic  des  siirlaccs  courbes. 

i865.  Sur  la  drlcnniiialioii  (lu  rai/on  de  murbure  (ka  courbes  Irarées  nur 
une  mrface  cl  donl  le  plan  OHCulalcur  est.  tangent  à  la  surface''^''.  —  Cette 
Note  de  M.  0.  Bonnet  s(!  résume  dans  les  deux  formules  suivantes  : 
Soient  p  et  r  les  rayons  de  courhure  et  de  torsion  d'une  courije 
tracée  sur  une  surface,  et  ayant  pour  ])lan  osculateur  le  plan  tan- 
cent à  la  surface;  po,  ^^  rayon  de  courbure  de  la  li^rne  asymptoti(|ue 
tanijente  à  la  courbe  considérée;  1«  et  R,.  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface;  on  a 


P  =  P-' 


4(-lil'.,)-. 

(n-n,)' 


''mjm' 


les  dérivées  étant  ])rises  |)our  des  déplacements  elTectués  sur  les 
lisînes  de  courbure. 


XXI.  —  M.  Bouquet. 

Les  travaux  très-importants  de  M.  Bouf|uet  se  rapportent  prin- 
cipalement à  l'Analyse  jmre,  et  une  partie  ont  été  faits  en  colla- 
boration avec  M.  Briot,  sur  l(>s  traces  de  Gaucby.  Mais  M.  Bou(juet 
a  jeté  ])arfois  un  regard  sur  quelrpies  tliéories  géométriques,  au 
sujet  descpielles  nous  avons  à  le  citer. 

18/16.        Dans  des  Remorques  sur  lessi/slèmes  de  droites  dans  l'espace^-^  il  a 
(b'niontré  (pie  :  La  plus  courte  distance  entre  deux  droites  consécutives 

'''    ^oiircllrx  Auiuilcs  de  Mculiciiiiilhpw.i,  (liovmilc  di  Mnlcmaticlic  du  i\I.  Haltaglini, 

<>:  sriie,  (.  IV,  i865,p.  aGy-ayô.  M.  iiel-  t.  IV,  iSGG,  p.  laS-iay. 
Irniiii  ;i  <li)ni)i'  dos  drtnonslrnd'nns  ana-  '''  Journal   de    Mnlliématifjiies .  I.   XI. 

lylii|ii''s    di'    les   ilriix   liii-iiiuks ,   dans    h-  |>.    i-n">-i->S. 
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laiigciiles  à  une  méinc  courbe  est  généralement  un  injinhneni  petit  du.  troi- 
sième ordre; 

Et  que  :  Lorsque  la  plus  courte  distance  entre  les  tangentes  consécu- 
tives d'une  courbe  est  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  troisième, 
la  courbe  est  plane,  et  par  conséquent  la  plus  courte  dislance  est  rigou- 
reusement nulle. 

La  première  de  ces  propositions  est  entrée  dans  la  théorie  des 
courbes  à  double  courbure  et  a  été  citée  par  plusieurs  géomètres. 
Nous  avons  dit  ci- dessus  que  M.  Ossian  Bonnet  ne  s'est  pas  borné 
à  la  démontrer  par  des  considérations  géométri(jues,  et  qu'il  a 
donné  en  outre  l'expression  de  la  distance  inliniment  petite  du  troi- 
sième ordre. 

Dans  une  Note  sur  les  surfaces  orthogonales,  M.  Bouquet  a  re- 
mai'qué  (\nune  série  de  surfaces  représentées  par  une  équation  où  entre 
un  parainètre  variable  n'appartient  pas  toujours  à  un  système  triple  de 
surfaces  orthogonales '^^K 

Ce  théorème,  vérifié  sur  des  exemples,  rectifiait  un  énoncé 
lautir. 

"'  Journal  de  Mallteiiialiijues,  t.  XI,  |).  i/j6-i5o. 


CHAPITRE   IV. 

Création  d'line  ohaihe  de  Géométrie  supérieure 

À  LA  Faculté  des  sciences  de  Paris. 

Recherches  de  Géojiétrie  qui  o>iT  formé  les  principales  matières 

DE   CET   enseignement. 

(■1866-1867.) 


I.XTRODl'CTION  :  COl'P   DOEIL   BAPIDR   SL'R   LA  GÉOMÉTRIE    \    1/ÉTR ANGER. 


Nous  n'avons  à  l'elracer  que  les  pj'ogrès  de  la  science  en  France; 
mais  il  faut  dire  que  l'importance  de  la  Géométrie  était  appréciée 
chez  les  nations  voisines,  et  (jue  cette  partie  des  Mathématiques 
y  a  pris,  comme  chez  nous,  un  développement  progressif. 

M.  Mohius  avait  fait  connaître  en  1897,  sous  le  titre  de  Calcul 
banjccntrique ,  un  système  de  Géométrie  analytique  propre  particu- 
lièrement à  certaines  classes  de  problèmes ,  et  s'étendant  aux  courbes 
à  double  courbure  et  aux  surfaces.  Dans  cet  ouvrage  se  trouvaient 
des  principes  de  transformation  des  figures  qui  faisaient  suite,  à 
certains  égards,  au  Traité  des  propriétés  projectives  de  Poncelet,  et 
qui  ont  pris  depuis  un  plus  grand  développement '*'. 

SU'iner,  qui  consacrait  exclusivement  à  la  Géométrie  pure  ses 
facultés  tenaces  et  puissantes,  avait  publié  de  nombreux  Mémoires 
dans  le  JournnJ  de  Mathématiques  de  Crelle,  et  deux  volumes  inti- 

''  Der  Ixifi/anlrisclir  (aiIciiI,  ciii  neiics  nufdieUilduriff  neiicr  Cl/isscnvon  Aujgabcn 
llàlfsmillel  ziir  an/iliilisclicn  lleli<indliiii<f  iind  die  EntwicLclunif  mehrcrcr  Ei{jenschaf- 
iler  Geomeiric  dargesletll  uitd  iiisliexondcrc         Icii  dcr  hegel'<clinille :  l^niltzig .  in-8°,  jSay. 
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luIés  :  Dn'clojipnnc/il  si/slnii<il)(ii(c  (le  la  (h'iKimUtncv,  réciproque  des Jljriires 
pcomètriqnes ,  arec  citation  (les  travaux  des  géomètres  anciens  et  nwdcrnes 
sur  les  Porisines,  les  méthodes  de  projection,  la  Géométrie  de  situation, 
les  transversales,  la  dualité  et  la  réciprocité ,  etc.  Berlin,  1 83'j.  —  Cons- 
tructions (réoniclri(jties  par  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Berlin,  i833'''. 

(]cs  ouvrajjes  et  les  leçons  du  célèbre  professeur  de  l'université 
de  Berlin  contribuèrenl  à  répandre  le  jtoùI,  et  l'étude;  des  mé- 
thodes de  pure  fîéoniétric. 

Mac  Cullajjli,  professeur  à  l'université  de  Dublin,  suivait  la 
même  direclion  dans  ses  travaux  de   i'livsi(jue  inalliémali(jue. 

On  doit  à  ce  géomètre  éminent,  qu'une  mort  prématurée  a 
enlevé  à  la  science,  un  très-im])orlant  Mémoire  sur  les  surfaces 
du  second  ordre,  où  se  trouvent  de  belles  |)ropriétés  des  surfaces 
homofocales^-),  et,  indépendamment  des  recherches  sur  la  surface 
des  ondes,  déjà  citées  (ch.  i,  p.  5o),  le  célèbre  Mémoire  sur  les  lois 
de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  cristallines  ^^\  qui  renferme  aussi 
d'heureuses  applications  des  ressources  de  la  Géométrie  à  1  étude 
des  phénomènes  naturels. 

L'université  de  Dublin  témoignait  encore  du  prix  qu'elle  atta- 
chait à  la  culture  des  méthodes  de  la  pure  Géométrie,  en  faisant 
paraître  sous  ses  auspices  la  traduction  d'un  ouvrage  français,  la 
Théorie  des  canes  du  second  ordre  et  des  conttiues  sphértques,  Iraduc- 
tion  accrue  de  nombreuses  Notes  de  M.  Graves,  l'un  des  professeurs 
de  cette  université,  comme  il  a  été  dit  précédemment  (cli.  i,  p.  ']'])■ 

M.  Pliicker  inti'oduisait .  et  (lévelo|)pail  dans  un  ouvrage 
étendu,  son  nouveau  syslèmc  de  coordonni'es.  »'l  i'ej)i'ésenlait 
les   é(|ualions   de   la  Gi'omélrii'   aiialvlicpie   par  des   lonclions   lio- 

'■'' Si/stematisclie Enlwicketuiig dnr Mtli(hi-  lioni  tlii^  l'ioceediiigs  of  tite   linyal  Irisli 

ffigiccit  gentnctrischcr  Geslalten  fon  l'itmn-  Acudeim ,  n°  h-x,  i8/i3,  p.  AAG-Soy. 
dev,    elc.    Berlin,    i839,  in-8°.   —   Die  ''    Transactions  de   V Académie  roi/iitc 

geoîneirischcn    Konstructioncn    tiu.tg(fiiliri  d'Irtnndc,  t.  XVIII,  i"  partie,  in-8°. 
miltctst  dcr  geradcn  Linie  und  eiiie.i  feslen  Une  traduction  de  ce  beau  Mémoire  n 

/vVcwe.v.  IJerlin,   i833.in-8".  paru   ilans  le  .Imirnal  de   Malhémaliqucs 

'"'    Oh   itir  siirfueea  of  llie  second  ordrr.  de  \l.  I.iiiiiv  illc.  I.  \  il,   i8'i:!-  p.  -îiy. 
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mogènes  :  idée  lieureuse,  qui  a  eu  depuis  de  nombreuses  consé- 
quences. C'est  à  M.  Plûckcr,  comme  on  sait,  que  Ton  doit  les  célèbres 
formules  sur  les  tangentes  doubles  et  les  points  singuliers  des 
courbes  planes,  dont  on  lait  aujourd'bui  de  continuelles  applica- 
tions dans  la  tbéorie  des  courbes,  comme  dans  celle  des  sur- 
faces. A  l'instar  de  Mac  Cullagb,  qui  avait  employé  les  l'echerches 
géométriques  dans  l'étude  des  phénomènes  physiques,  M.  Pliicker 
s'est  distrait  aussi  de  ses  conceptions  purement  mathématiques,  pour 
les  appliquer  à  la  théorie  de  la  lumière  et  du  magnétisme;  et  dans 
ces  deux  ordres  de  phénomènes,  il  a  fait  des  découvertes  liautement 
estimées  des  physiciens.  Depuis  quelque  temps,  le  célèbre  proi'es- 
seui'  de  l'université  de  Bonn  était  revenu  aux  pures  Mathématiques  : 
la  science  aurait  donc  continué  de  lui  être  redevable  à  double 
titre.  Mais,  hélas!  nous  avons  la  douleur  d'apprendre  qu'il  vient  de 
tei'ininer  sa  glorieuse  carrière,  après  avoir  ressenti  de  grandes  souf- 
frances'''. 


Si  les  doctrines  de  la  pure  Géométrie  s'introduisaient  dans  les 
luiiversités  étrangères  par  l'enseignement  libre  des  professeurs, 
il  ne  pouvait  en  être  ainsi  en  France ,  où  toutes  les  chaires  ont 

'''  Dans  un  article  récent  du  Journal  'd'èlre  complète,  nous  en  avons  dit  assez 

des  Savants  (mai  1867,    p.   aGg-aHi).  ^r pour  donner  une  idée  de  leur  variété. 

M.Bertrand,  en  rendant  compte,  avec  son  r-de  leur  importance  et  de  leur  originalité, 

inépuisable  savoir  et  son  rare  talent  d'ex[)o-  -Le  moment  est  encore  loin.  Dieu  merci  ! 

sition,  des  travaux  si  importants  et  si  va-  rrdcjng-erdédnitivenient  l'homme  éminent 

ries  de  M.  IMïitkcr,  exprimait  la  confiance  'dont  l'activité,  depuis  plus  de  quarante 

que  la   (îéoniétrie  et  la  Physique  conti-  -années,  ne  s'est  pas  un  instant  ralentie. 

Hueraient  de  s'en  enrichir  encore  pendant  ^•^L  Pliicker,  comme  mathématicien  non 

Ijien  des  années.  On  me  permettra  de  re-  'rplus  que  comme  physicien,  ne  croit  jias 

produire  ici  les  propres  paroles  de  M.  Bcr-  -savoir  achevé  sa  lâche;  ses  derniers  Mé- 

trand,  qui  seront  un  hommage  à  la  mé-  r-moires,  si  justement  admirés  par  la  So- 

moire  de  l'illustre  correspondant  de  notre  -ciété  royale  de  Londres,  sont  un  pas 

Académie.  'nouveau  dans  une  voie  ((u'il  semblait 

frQuoiqne    cette    l'opide   éniirni'ration  -avoir  délaissée  et  qu'il  |)eiit  suivre  long- 

frdeslravaux  de  M.  Pliicker  soil  bien  Niin  '-temps  encore  sans  en  épuiser  la  richesse,  n 
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nu  litre  spccuil.  .M.  l'oiii^ol ,  alois  iiiciiibie  du  (loiiscil  rosal  di; 
riiisli'uctioii  |)iil)li(|m' ,  vit  là  une  lacune  ([ui  le  préocciipail  depuis 
(|uel(|U('s  années,  et  (juil  lui  ])arnt  ui'j;enl  de  condiler.  Sur  sa  pro- 
position, (jue  l'esprit  éclairé  de  M.  de  Salvandv,  alors  ministre  de 
rinsirnclion  |)nl)li(jue.  accueillit  aussitôt,  nue  chaire  de  Gcomciric 
siiprriciin'  lut  civée  à  la  Faculté  des  sciences,  où  existait,  depuis  le 
rétahlissenieni  des  Facultés,  en  kSoS.  nue  chaire  d\ll^>êbr('  ««/«'- 
rienrc. 

(lotte  chaire  lut  conliée  au  titulaiic  achud.  à  c(dni  à  (pii  a  é|é 
imposée,  pai'  nue  [)eusée  hieuveillaide  du  Ministre,  Ihonorahle 
M.  Duruv,  la  tâche  dillicile  et  didicale  à  plusieurs  litr'es  de  pi'éparer 
le  présent  iiapport'". 


1862.  Cet  euseijfueinent  de  la  Faculté  a  donné  lieu  à  louvra^'e  ])nhlié 
en  iST);!  sous  le  titre  de  Traité  de  Gcoméirie  supérieure ,  confornié- 
uienl  an  titre  de  la  chaire.  Les  principes  qui  forment  la  base  de 
cet  ouvrajjc  sont  les  trois  théories  fort  simples  du  rapport  anhar- 
momque  de  f[uatre  points,  défi  divisions  Itomographiques,  ci  de  Viiiro- 
lution,  dont  l'exposition  et  diverses  applications,  connue  nous  lavons 
dit  précédemment  (chap.  u),  se  trouvaient  déjà  dans  les  Notes  de 
V Aperçu  liisloriquc. 

Ces  ti'ois  Ihéoi'ies  sont  maintenaul  coiuiues  île  tous  les  jféo- 
mètres;  nous  ra])pellerons  seulement  ici  les  caractères  distiuctils 
quelles  ont  permis  de  donner  aux  recherches  de  la  (léomélrie 
moderne,  et  i|ui  consistent  en  ce  que,  dans  toutes  les  relations  de 
se[;ments  on  danjjles.  la  rèjjle  des  sijjnes  s'observe,  connue  dans 
les  résultais  de  la  Géométrie  anal\ti(jue;  et  que  les  ima;;inaii'es, 
C|ui  se  présentent  tonjoni's  par  cou|)les,  connue  dans  les  racines  d'une 
é(juation  du  second  dejjré,  u'oll'renl  aucune  dillicullé  dans  leur 
interprétation. 

'''  CVst  par  (li'crcl  du  iiiôiiip  jour,  10  novenijji'c  iiS'iG,  cl  sur  l'iiiiliative  do  M.  de 
Salvaiidy,  (jiic  Cul  instituéo  aussi  la  cliairi'  de  M('rai]ii|M('  colcslt' ,  cimliôi'  à  M.  1j'  Vci  ricr. 
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La  raison  ou  est  bien  simple  :  c'est  que  les  objets  qui  peuvent 
devenir  imaginaires  n'entrent  pas  sous  forme  explicite  dans  les  théo- 
rèmes dont  on  l;iit  usage,  mais  s'y  trouvent  représentés  par  des 
éléments  réels  :  de  même  que  les  racines  d'une  équation  n'entrent 
pas  explicitement  dans  les  calculs  delà  Géométrie  analytique,  mais 
y  sont  représentées  collectivement  par  les  coeliicients  de  cette  équa- 
tion. 

Ainsi,  les  doctrines  de  la  nouvelle  Géométrie  ont,  à  tous  égards. 
la  même  généralité  que  les  méthodes  analytiques. 

Mais,  en  outre,  elles  ont  un  avantage  propre  et  tout  à  fait  carac- 
téristique :  c'est  que  toutes  les  démonstrations  s'appliquent  im- 
médiatement aux  figures  corrélatives,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les 
démonstrations  fondées  sur  la  Géométrie  analvtique,  du  moins 
([uand  on  fait  usage  du  même  système  de  coordonnées. 

L'ouvrage  comprend  quatre  sections.  Dans  Ja  première  sont 
exposées  les  trois  théories  élémentaires  qui  en  sont  la  base  ;  la 
deuxième  traite  des  propriétés  générales  des  figures  rectilignes;  la 
troisième,  des  figures  homographiques  et  des  figures  corrélatives: 
la  quatrième  est  consacrée  au  cercle. 

La  généralité  des  résultats  relatifs  aux  imaginaires,  points  ou 
droites,  s'étend  au  cercle  imaginaire.  Ce  cercle  est  défini  ou  repré- 
senté par  son  centre  et  par  le  carré  négatif  du  rayon.  Mais  les 
résultats  généraux  qui  impliquent  ces  deux  données  prennent  une 
expression  différente,  affranchie  de  l'idée  d'imaginaire,  en  se  rap- 
portant à  un  certain  point  fixe  de  l'espace. 

Ainsi,  par  exemple,  deux  points  conjugués  par  rapport  à  un 
cercle  imaginaire  sont  les  traces,  sur  le  plan  du  cercle,  de  deux 
droites  rectangulaires  partant  d'un  point  de  l'espace.  Et,  par  suite, 
des  groupes  de  trois  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  imagi- 
naire sont  les  traces  des  arêtes  d'un  système  d'angles  trièdres  tri- 
rectangles  de  mêm(>  sonnnet. 

Ces  considérai  ions  conduisent  si  naturellement  à  diverses  pi'o- 
l)i'iétés  des  cê)nes  du  second  ordre  relatives  aux  plans  cyditpics  cl 
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aux  lijjnes  locales  de  ces  cônes,  ([u'(;lles  ont  pu  faire  le  sujet  d'un 
des  chapitres  (|ui  terminent  louvrajje. 

Ce  Traité  de  (iéomélric  a  donné  lieu  à  un  ouvratre  publié 
|)ar  M.  ÏIouscl  sous  le  litre  (Yliilroduciion  à  la  Géométrie  stijiéricure 
(i  vol.  in-8",  iSliT)),  dans  le([uel  se  trouvent,  indépendamment 
de  l'exposition  des  trois  théories  indiquées  plus  liant  et  de  leurs 
aj)plications  principales,  les  jtropriétés  des  lii;ures  hoinologicpn-s 
et  celles  des  lijfuies  liomographiques. 

11  a  ])aru  aussi  une  traduction  allemande  du  Traité  de  Géométrie 
supérieure,  due  à  M.  Schnusef'';  et,  depuis,  les  parties  principales 
de  l'ouvrage  ont  été  reproduites  dans  les  Traités  de  Géométrie  mo- 
derne de  MM.  B.  Witzschel '-'  et  Rich.  Townsend'^'. 

Du  reste,  les  trois  théories  qui  sont  la  base  de  l'ouvrage  se  sont 
même  introduites  dans  les  Eléments  de  Géométrie.  Nous  les  trou- 
vons dans  l'ouvraiie  de  M.  A.  Amiot  (Paris,  1866)  et  dans  celui 
de  MM.  Rouché  et  Coniberousse  (Paris,  1866).  Ces  théories  sont 
aussi  le  principal  sujet  d'un  Mémoire  de  M.  Lenthéric,  professeur  à 
Monipellier,  sous  le  titre:  Essai  d'exposition  élémentaire  des  diverses 
théories  de  la  Géométrie  moderne ,  lu  à  la  réunion  des  Sociétés  savantes 
de   i8(i^i. 

IV. 

IIeciikiîciies  de  Géométrie  on  om  roiiMÉ  les  ithncipm.es  matières  de  l'e.\.sei(;\ement 

DANS    1,A    Cil  MUE    DE    CiÉdMÉTItlE  SI  l'ÉlilEl  RE. 

Les  Irois  théoi'ies  élémentaires  ipii  servent  de  liase  au  Traité  de 

'''   Die  (irinutlclimi  dcr  ncucrii  Gcoinc-  mil  liisomlenr  iHTUcLsiciiliguiiij- dcr  mvlris- 

irie.  Erstcr  Tlicit  :  Die  Théorie  des  anlitn-  clwn  Vcrliàtluisse  cm  Syslcmcn  von  Punldcii 

monisclien  Verhâltnisses ,  der  hotnorirnphix-  in  cincr  Graden  vnd  cincr  Ebenc ,  von  D' 

chenThcitmigmulderlnvotulion,undderen  Renjaiiiin  Witzschei,  Lelirer  der  Mallie- 

Amrendiinjr  iiiifdie geradlinigen  und  Krcix-  malik  nui  Krause'sclien  Instilut  in  Drrs- 

Fiijxiren.  Nach  Cliaslcs:  Traité  de  Gt'oiiié-  dcn;  Loipziu,  i858,  in-8". 
Irie  suiK-i-ieurc, /»■«■  beurheilet  von  Dr  C.  ''  CJwplers  ou  ihc  modem  Geomcinj, 

If.  ScImuse.lWawischwc'ig.  111-8%  iS.SO.  ])y  tlio  Rev.  li.  Townsoiid;  Diililin.  i8G5. 

''•'   GrmuUinien   der  neiieren    Geoineirie  •i  vol.  in-8". 
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Géométrie  supérieure  trouvent  desappiications  immédiates  dans  l'élude 
des  propriétés  des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre  : 
elles  s'étendent  aussi  à  toutes  les  questions  concernant  les  courbes 
et  les  surfaces  d'ordre  quelconque.  Ces  questions,  traitées  successi- 
vement depuis  une  vingtaine  d'années  dans  le  cours  de  Géométrie 
supérieure,  ont  été  le  sujet  de  diverses  communications  à  l'Aca- 
démie des  sciences,  insérées,  pour  la  plupart,  dans  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie,  et  dont  nous  allons  indiquer  ici  les  principaux 
résultats. 

Construction  de  la  courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par  neuf  i853. 
jMunts^^K  — Newton,  à  la  suite  de  son  Enumération  des  courbes  du 
troisième  ordre,  a  donné,  dans  un  chapitre  sur  la  Description  or- 
ganique des  courbes,  une  construction  de  la  courbe  du  troisième 
ordre  déterminée  par  sept  points  dont  un  doit  être  un  point 
double.  Il  ajoute  qu'on  pourra  décrire  des  courbes  d'un  ordre 
supérieur  ayant  des  points  doubles;  mais  que  la  description  des 
courbes  du  troisième  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur  qui  n'auraient 
pas  de  points  doubles  est  un  problème  très-dilficde '-'. 

Plusieurs  [féomètres  du  même  temps,  et  surtout  Maclaurin  et 
Bi'aikenridge,  ont  suivi  la  voie  tracée  par  Newton,  dans  leurs 
ouvrages  sur  la  description  des  courbes  '^',  sans  rien  ajouter  d'essen- 
tiel aux  résultats  du  grand  géomètre.  Aussi,  bien  qu'en  Analyse 
la  détermination  d'uiu;  courbe  assujettie  à  passer  par  le  nombre 
de  points  que  couqiorte  son  ordre  soit  un  des  jiroblèmes  les  plus 
lacilcs,  |)uis([ue  l(^  calcul  de  l'équation  de  la  coni'be  ne  demande 
(|u  une  sinq)ie  élimination  entre  des  é(|uations(lu  prcmiei' degré,  on 

'''   Comptes  rendus,  t.  XXWI,  i85)),  <''  ^aiAawTm ,  Geomelria  organica ,  sive 

|).  f)/i3-g52.  Descriplio  lineurum  ciirvarum  uiiiecrsalis, 

'''  rrCurvain  aliqiiam  sccundi  vcl  su-  Loiulini,  in-i°,  lyao.  —  IJraikcnndjjc, 

ff  pei'ioris  {yoneris  piiuctuiii  (luj)lex  non  lia-  E.vcràlalio  Gcometrica  de  dcscriptione  lincn- 

crliciiteni  coiniiiode  doscribeie,  problciiia  nim  ciiiraniiii .  Lniidiiii.  in-/i°.  ly^.S. 
-nst  inicr  dilliciliora  nuniorandiiiir.- 
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n'avait    ccpciKlaiit   |)(tii)l   encore  obtenu  la  construction   jjénéralc 

même  de  la  courbe  la  plus  simple,  celle  du  troisième  ordre. 

Les  progrès  récents  de  la  Géométrie  ont  permis  de  reprendre 
ces  (pieslions,  et  de  connaître  enfin  la  construction  de  la  courbe  du 
troisième  ordre  déterminée  par  neuf  points,  dont  on  a  même  pu 
donner  plusieurs  solutions  différentes  '''. 

La  première  et  la  plus  simple  repose  sur  le  tliéorème  suivaul  : 
Si  l'on  a  un  faisceau  de  coniques ,  et  un  faisceau  de  droites  qui  corres- 
pondent aux  conicjucs,  une  à  une  respectivement ,  les  points  d'intersection 
des  coniques  et  des  droites  correspondantes  sont  sur  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  qui  passe  par  les  quatre  jmmts  communs  aux  coniques  et  par 
le  centre  du  faisceau  de  droites. 

Ce  théorème  ré-sulte  de  cette  considération  fort  simple,  que  les 
coniques  et  les  .droites  l'orment  sur  une  transversale  quelconque 
deux  séries  de  points  tels,  qu'à  un  point  de  la  premièi-e  série  cor- 
respond un  point  de  la  seconde,  et  qu'à  mi  point  de  la  seconde 
série  correspondent  deux  |)oints  de  la  première;  relation  qui  s'ex- 
prime par  l'équation 

a?  (a:  +  h)  +  .»■  [a':  +b')  +  az  +  h"  =  o . 

entre  les  abscisses  des  deux  séries  de  points.  D'où  Ion  concliil 
(pi'il  existe  sur  la  transversale  trois  points  d'une  série  qui  coïncident 
cliacun  avec  un  jioinl  correspondant  de  l'autre  série,  lesquels  trois 
points  a])|)artiennent  à  la  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des 
coniques  et  des  droites:  ce  ipii  [irouve  que  cette  courbe  est  du 
troisième  ordre. 

Pour  appliquer  le  lliéorème  à  la  construction  de  la  courbe  du 
troisième  ordre  déterminée  par  neul'  ])oints,  on  fait  passer  par  «juatre 
de  ces  points  un  faisceau  de  c()Mi(pies,  et  on  détermine  un  certain 
point  qui  sera  le  centre  d'un  faisceau  de  rayons  correspondants 
à  ces  coniques,  pai'  la  coiidilion  cpie  les  cinq  ravons  passant  parles 

''1  Comptes  rendus ,  t.  XXXVI.  p.  f)'il<:         p.   iio-^.  —  Joiirmil  de  }hllii'mtiliijiips. 

I. xxxvii.]).f.7r);i.\L.i..8o...;i.'xi.i.      I.  XIX.  is.yi.p.  ;î(;o. 
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cinq  points  donnés  (autres  que  les  quatre  qui  sont  la  hase  du  fais- 
ceau de  coniques),  correspondent  aux  coni(jues  qui  passent  par  ces 
cinq  points.  Dès  lois,  les  rayons  correspondants  aux  autres  coniques 
les  coupent  sur  la  courbe  du  troisième  ordi'e  demandée. 

Le  problème  de  la  construction  dune  courbe  déterminée  par  des 
points  est  un  de  ceux  cpii  méritent  le  ])lus  de  fixer  l'attention  des 
^féoniètres,  ])arce  cpie,  étant  le  plus  facile  dans  le  problème  général  de 
la  détermination  des  courbes  satisfaisant  à  des  conditions  données, 
il  doit  servir  de  point  de  départ  lorsque  ensuite  on  adjoint  à  des 
points  des  droites  prises  pour  tangentes  des  courbes  demandées. 
La  solution  de  ce  second  problème,  où  les  données  sont  des  points 
(>t  des  tangentes,  exigera  bien  des  développements  secondaires,  à 
laison  des  cas  particuliers  dans  les  données  de  cliac[ue  question. Mais 
cette  étude  sera  nécessaire  pour  faire  connaître  les  variétés  de  forme 
de  toutes  les  courbes  d'un  même  ordre,  et  surtout  le  nombre  des 
solutions  qu'admet  chaque  question,  eu  égard  au  nombre  des  points 
et  des  tangentes  qui  en  forment  les  conditions. 

Nous  verrons  dans  ce  cliapitre  même  (p.  27^),  au  sujet  d'une  for- 
mule générale  qui  renferme  la  solution  de  toutes  les  cjuestions  qu'on 
peut  se  proposer  sur  les  sections  coniques ,  de  cjuelle  importance 
serait,  dans  la  liiéorie  des  courbes  d'un  ordre  supérieur,  la  connais- 
sance de  ce  nond)re  de  solutions  dans  les  questions  où  les  conditions 
sont  des  points  et  des  droites  prises  pour  tangentes,  conditions 
(|ue  nous  appellerons  clémenlaires . 

Sur  les  com-hcfi  du  qualrièmc  el  du  iroisième  ordre.  —  Dértdoppemcnt.    '853. 
des  confluences  du  llicoiènie  général  concernant  la  descripiion  des  courbes 
du    qualrièmc  ordre    au   moyen  de  deux  fuisceuux   de  coniques  '''.   — 
La  démonstration  (hi  tbéoi'ème  relatif  aux  intersections  d'un  fais- 
ceau de  coniques   et  d'un  faisceau   de   rayons  s'a])])lique  au  cas 

''  Cumptos  rcKilii.s,  I.  WWll.  iHf):!.  |).  9.-J9.-9.-JJ.  :i7-j-38o.  'i^y-Zi/iS. 
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lie  deux  l'aiscoaux  do  coiiinucs  (jiii  s(!  coricspondciil  une  à  iiiio  : 
h's  points  d'inlerseclion  des  ronùjues  corrcs^mndanlcs  soiil  sur  une  courbe 
du  (jiialrièinc  ordre,  pai'cc  (juc  cctlt;  coiiiIm'  a  (|iialii'  points  sur  une 
droite  (|uelcon(|ue.  Outre  ce  raisonnenieni ,  on  donne  ré(|uati()n 
même  de  la  courbe.  Les  équations  de  deux  coniques  du  pi'omier 
faisceau  ctant  S  =  0,  S,=  0,  et  celles  des  deux  coniques  (|ui  leur 
corres])ondent  dans  le  deuxième  faisceau,  \]  —  0,  li,  =  ^,  l'équation 
d(!  la  courhe  est  S  U,-l-ftS,  \    =  0,  n  étant  un  coefficient  conslanl'' . 

I^a  courlx'  du  (pialiiéme  ordie  peut  dexcnii',  dans  plusieurs  cas 
particuliers,  ICnseinlilc  d  une  droite  et  d  une  courbe  du  troisième 
ordre.  Il  lésidlc  de  là  une  nouveilc  consirucliou  de  la  courbe  du 
troisième  ordre  déterminée  par  neuf  points. 

Le  même  travail  contient  (|uel(|ues  pi'o|)riétés  des  courbes  du 
(|Matrirme  ordre  (|ui  [)assent  par  les  deux  points  imaginaires  d'un 
cercle  situés  à  rinlini'-',  et  de  celles  qui  ont  deux  points  ^/oh/;/c,s- 
en  ces  points  imaginaires  à  l'inlini  '■'''.  Il  est  aussi  (piestion  dos  courbes 
à  points  ^'inflexion,  ces  points  pouvant  èti'o  imaginaires  et  situés  à 
lintini. 


i85.j.  CoiisifHchoH  oéoinélvKiuc  des  racnies  des  équations  du  troisième  et  du 
(juntrièiiie  degré^''.  —  La  construction  géométrique  des  l'acinos  des 
équations  algébri(|ues  est  une  des  applications  les  plus  importantes 
de  la  (îéoinéli'ie  de  Descartes,  et  a  occu])é  un  grand   nombre  do 


'''  Sl('iii<M;iv;iil  (li'jii  fiiit  mention  .  daus 
une  coMiniiiuicntion  à  l'y\cad(''mic!  de  lîor- 
tin ,  en  1 8i8 ,  de  la  f;(;n(!ratioii  des  coiirljcs 
par  des  faisceaux  de  courjjes  de  dcgix's 
infâ'ieurs,  analogue  à  la  géni'iation  des 
coniques  au  moyen  de  deux  faisc(!aux  de 
dioiles,  ce  qu'on  exprime  par  (■(>  tliéo- 
rèrne  :  Dans  deux  faisceaux  de  amrbc.i 
d'ordre  m  et  m'  (/ui  se  correspondent ,  une 
à  une  respectivement ,  le  lieu  des  points  d'in- 
tersection des  courbes  correspondantes  est 
une  cnnriic  d'ordre  I  m  +  ni'  ).  (  \  on'  .h>ii)  - 


niit  de  Ci-elle.  t.  XJA'II.  i85/i.  p.  •' .  el 
t.  XLtX.  iB.^.T,  p.  ;3:j/l;  —  Journal  de 
Malliénatir/ues  de  M.  Liouville,  1.  Wlll. 
iSf):).  ]).  3 10,  et  1.  \X,  i855,  p.  ^y.  i 
Mais  on  n'avait  point  fait  l"ap|ilication  de 
relie  propriëtd  des  eourl)es  à  la  constriic- 
lion  ell'ective  de  la  courlie  du  Iroisième 
ordre  ni  d'aucune  autre. 

''^'  Comptes  rendus  de  l'Acad.  t.  \\\\  Il . 
p.  378. 

<■'     llml.Y.  h'.]-,. 
■     ll.id.  I.  \l,t.  |).  (iTT-fiH."). 
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«jéomè'res,  nolammenl  INcnvtoii  dans  son  Arilhnirlifpic  viiiverspHe. 
Mais  ces  constructions,  ditc^s  géoviélriques ,  parce  fju  on  y  emploie 
(les  courbes,  reposent  sur  des  considérations  de  Géométrie  analy- 
tique, dont  les  piincipales  diflicultés  se  rapportent  à  la  pure  Ana- 
lyse; car  il  s'agit  de  faire  dériver  1  équation  proposée  de  l'élimination 
d'iuie  variable  entre  les  équations  des  deux  courbes  dont  on  veut  se 
servir,  équations  qu'il  tant  cboisir  et  associer  convenablement. 

On  devait  désirer  que  la  Géométrie  pût  se  sullii'c  à  elle-même, 
en  s'affrancbissant  de  la  nécessité  de  recourir  aux  méthodes  ana- 
lytiques. Tel  est  l'objet  de  la  Note  sur  la  ronslrnction  ries  rannes  des 
équalions  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Cette  construction  se  fait 
fort  simplement  par  les  intersections  de  deux  coniques,  dont  une 
est  prise  à  volonté,  et  dont  l'autre  se  construit  par  points.  On  déter- 
mine ces  points  sans  aucun  calcul,  et  par  la  simple  théorie  des 
couples  de  points  en  involulion  sur  une  droite,  en  invoquant  les 
deux  théorèmes  suivants,  dont  le  premier  suffît  pour  la  construction 
des  équations  du  troisième  degré  : 
1  "  Si ,  dans  l'éqiKittov 

.r-  [nz-\-h)+  ,r  {a'z-\-  h  )  +  a"  z  +  b"  =  o, 

les  deux  variables  représeiilent  les  abscisses  de  points  x  elv.  pris  sur  une 
uicme  droite,  les  couples  de  points  x  correspondants  à  de  simples  points 
I.  sont  en  inrolutwn,  et  correspondent  anharmoniquement  aux  points  i. 
'.),"  .SV,  dans  l'équation 

X-  { az'  +  bz  +  c)+x{a'z-  +  b'  z  +  v)  -|-  f  a  z'  +  b"z  +  c"  )=o, 

le  déterminant  des  neuf  coefficients  est  nul,  les  variables  se  correspondent 
par  couples,  et  les  couples  de  points  qu'elles  déterminent  sur  une  droite 
forment  deu.r  inrolutions,  et  se  correspondent  anii/irmoniqueuicnt. 

Nous  venons  de  dii'c  (pi'on  se  sert  des  points  (rinlersection 
de  deux  conicpies  pour  trouver  les  racines  de  récpialion  ])i'oposée. 
Mais  on  p(>nt  aussi  se  sei'xu'  des  laiigciiles  comnnines  à  deux  coni- 
ques. (](■  ipii  lail  une  seconde  --ohilioii  gcomélii(|ui'  de  la  question. 
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855,  Principe  de  eorrespnndanee  entre  deux  objets  raiiahles,  qui  peut  être 
d'un  jirand  vsage  en  (ié(mélrie^^\  —  Il  s'ajjil  d'une  coi'i'ospondaiicc 
ciilrc  (l('ii\  sriics  de  |)()iiils  siliu's  sur  une  iiiriiic  droilc  ou  sui' 
deux  droites,  Iclle,  (ju  à  un  j)()iiil  de  cliaque  sérii!  corresponde  un 
|)()inl  de  lauti'e  série,  ou  bien  qu'à  un  poini,  de  la  pi-emière  séi'ie 
correspondenl  {\i'\\\  [loinls  de  la  seconde,  el  (|uà  nn  jioinl  de 
celle-ci  ne  corresponde  (pi  un  |)oinl  de  la  première. 

Dans  le  premier  cas.  /es  deux  séries  de  points  fornteiil  deux  dirisions 
lioniojirdjdiKjues  ;  <■!  dans  le  second  cas.  les  roupies  de  points  de  In  seconde 
série  sont  en  inrolution,  et  roiirspondent  itnh(tnnonnjuenicnt  nux  points 
uniques  de  la  première  série. 

Ces  deux  tliéorèmes  sont  susceptibles  d'une  loule  d  applications 
on  nn  même  raisonnement  supplée  à  des  démonstialions  qui  se- 
raient ti'ès-diverses.  On  en  conclu!  une  quatrième  construction  de 
la  courbe  du  troisième  ordre  passant  pai'  neuf  points;  ainsi  c^u'une 
construction  de  la  surface  du  second  ordre  déterminée  aussi  pai- 
neuf  i)ointsl-'  :  consiruclion  qui  s'applicjue  à  plusieurs  cas  parficu- 
liei's,  notamment  au  cas  on  la  surface  doit  être  osculalrice  en  trois 
points  à  une  courbe  {jauclie  donnée  (pielcontpie.  On  résout  aussi 
celte  fpu'slion  :  Inscrire  dans  un  are  de  section  eoniipie  trots  cordes 
ronsénitires .  sous-lendant  des  segments  égaux;  ce  rpii  est  une  «jéné- 
ralisalion  du  pi'oblème  de  la  trisection  de  lanjjle. 

Les  questions  cpii  l'entrent  dans  les  applications  du  mode  de  dé- 
monstration dont  il  s"a<;it  ici  sont  celles  dans  lesquelles  on  ])eut 
reconnaître  deux  séries  de  points  sur  une  ou  sur  deux  droites, 
salislaisaiit  à  une  des  deux  conditions  de  correspondance  anliarmo- 
nique  énoncées  dans  les  deux  théorèmes.  iNous  verrous  plus  loin 
qu'il  est  un  principe  de  correspondance  entre;  deux  séries  de  ])oints 
sur  une  même  dioile.  (pii  irinipli((ue  pas  la  nécessité  du  rap- 
])ort   anliarmoiiiqiie,  et    (pii  sétend  à   des  ipiestions  extrêmement 

'  doiiijilcs  ii'IkIiis  .  [.  \i,t.  |),  io()y-  |)iiis  loiiijlcinps  une  (■onstructiiiii  Ibi't  siiii- 
iioy.  pli'  (le  co  problème,  (.louniiil  de  Crelli'. 

'•"    Ou  -.lil   ,|1M.   M.  liesse  a  iloinié  .le-  1.  WtV.   i8'i->.  p.  ■M\-■^Ç).] 
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variées,  notaninieiit  aux  questions  relatives  aux  systèmes  <le  cuiii- 
(|iies  ainsi  qu'aux  systèmes  de  courbes  d'ordre  quelconque. 

ISote  sur  les  courbes  du  troisième  ordre,  concernant  les  ])oiuts  d'inter- 
section de  ces  courbes  entre  eJles^^K  —  Les  considérations  sur  les- 
quelles repose  la  construction  de  la  cubique  déterminée  par  neul 
points,  ainsi  (pie  celle  des  racines  des  équations  du  troisième  et 
du  quatrième  degré,  ont  conduit  à  quelques  autres  questions  sem- 
blables, concernant  les  points  d'intersection  de  deux  cubiques  as- 
sujetties à  passer  par  des  points  donnés.  Telles  sont  les  questions 
suivantes  :  Connaissant  cjuatre  des  neuf  points  d'intersection  de  deux 
cubiques,  construire  la  conique  déterminée  par  les  cinq  points  inconnus. 
—  Connaissant  cinq  des  neuf  points  d'intersection  de  deux  cubiques, 
trouver  les  quatre  autres'-'.  —  Construire  le  neuvième  point  par  lequel 
passent  toutes  les  courbes  du  troisième  ordre  assujetties  à  passer  par 
liait  points  donnés.  Nous  citons  cette  question,  déjà  traitée  par 
MM.  Weddle  et  Hart'^',  parce  qu'on  y  trouve  une  relation  entie  les 
neuf  points,  dont  voici  l'énoncé  :  Le  rapport  anharmonique  des  quatre 
droites  menées  d'un  des  neuf  points  à  quatre  autres  est  égal  à  celui  des 
quatre  coniques  menées  par  les  quatre  points  restants  et  passant,  respec- 
tivement, par  les  mêmes  points  que  les  quatre  droites. 

'''   Comptes    rendus,    t.    \LI  ,    18."),"),  courijos.  (Voir     \iiiinli  Ji   Miilciimlini  Ac 

|i.  1190-1197.  MM.  lîriostlii  et  CroiiioïKi.  I.  II.   iS(i8, 

''■  M.  H.  Siebock,  dans  un  iiii|i(ir(niil  p.  6Ô-80.) 
M('iiioire  récent,  rdsoul  pliisùnirs  qiies-  M.  H.  J.  Sleptian  Smilh  (lailait,  dans 
lions  relatives  anx  courbes  ihi  troisième  le  même  temps,  diverses  questions  sem- 
el  du  ([ualriènie  oriii-e  déterminées  par  biables.  (  Voir  :  Oh  «owe  G'comc/ivra/ C()»,s- 
di's  points  dont  une  |)arlie  peuvent  èli'e  tiiictiom ,  àaws  les  Proceedings  nf  tlic  Loii- 
imaginnires,  ces  points  étant  quatre  ;i  doit  ]I(iiliemalicnl Society ,L  \\ ,  lom  i^C)>^. 
ijuatre  les  bases  de  deiL\  faisceaux  di'  ]). 85-i 00;  et  06serw(//o  Geo/Hc/y/crt,  dans 
coniques.  Il  c(uistruit,  entre  autres,  la  co-  les  Aniuili  di  Matcmaticu  de  MM.  Briosclii 
nique  des  cinq  points  d'intersection  de  et  Creniona,  Milan,  t.  II,  p.  3i8-32i.) 
fleux  cubiques  déterminées  cliacune  par  ''  Voir  Tlie  Ciimliridgc  niul  Dublin  Ma- 
nn point  ri'cl  el  buil  points  imaiyinaires  llieinaliail  Jouniiil,  (.  VI.  1  8.')  1 .  p.  8.'î  et 
diiiil     quiilri'    ■^oiil    (•(iiiiNiMiis    aii\    drM\  |Si. 
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1857.  Dihcfininiilion  du  iioiitlirr  itc  poiiils  ijuoii  jwiil  fircnilfc  (irhilniiroiiriil 

sur  une  courbe  donnée  d'ordre  11,  pour  former  la  hase  d'un  faisceau  de 
courbes  d'ordre  m  ■<Zn^^K  —  (lelle  (jiieslioii  est  résolue  par  le  tliéo- 
rèiiie  siiivaiil  : 

Lorsqu'on  veut  délerminer,  sur  une  courbe  d'ordre  n  .  m'-^  points  formant 
bt  buse  d'un  faisceau  de  courbes  d'ordre  m  <C  n  : 

1  "  iSV  m  >    ^- 1 ,  on  peut  prendre  arbitrairement  sur  la  courbe  d'ordre  n 

(b'  ces  i{i'- points; 

•y."  Si  lu  — ou  •<i'^  +  \  Je  nombre  des  points  qu'on  peut  prendre  arbi- 
trairement est  toujours  (  3  in  —  îî)  ,  quel  (pie  soit  11,  dans  la  limite  n  =  ou 
>  -îiii  -  1 . 

18Ô7.  Deu.r  lliéorèmes  fréiiéraii.r  sur  1rs  courbes  et  les  surfaces  ijéométriques 
de  tous  les  ordres'^'-K  —  <'i(;s  théorèines  concernent  im  l'aisceaii  de 
courbes  ou  de  surfaces,  d'ordre  ([uelconque,  ayant  pour  base  des 
points  situés  sur  une  courlic  ou  sur  une  surface  d'ordre  supérieur. 
Nous  citerons  l'énoncé  relatif  aux  courljes  : 

Lorsque  n'-  points  pris  sur  une  courbe  A  d'ordre  m  forment  la 
base  d'un  faisceau  de  courbes  d'ordre  n  •<;  m ,  (oiUe  courbe  C„,  d'ordre  n , 
niellée  par  ces  n'-  points,  rencontre  la  courbe  A  en  n  (ni  —  n)  autres  points 
qui  donnent  lieu  aux  propriétés  suivantes  .- 

1°  iSVni  —  n  <C  n,  les  n(ni  —  n)  points,  quoique  en  nombre  supérieur 
(hormis  le  cas  de  ni  =  3  et  n  =  •>.)  au  nombre  de  points  qui  suffisent  pour 
délerminer  une  courbe  d'ordre  (ui  —  n),  sont  toujours  sur  une  courbe  de 
cet  ordre; 

Kl  cette  courbe  rencontre  la  courbe  A  eu  (m  —  n)-  autres  points  qui  sont 
fixes,  quelle  que  soit  la  courbe  d'ordre  n  menée  par  les  n^  points  de  A  :  de 
sorte  que  ces  (m  — n)^  points  sont  la  base  d'un  faisceau  d'ordre  (ni—  n); 

•>,"  .SV  m  —  n  =  ou  ^-  n  .  par  les  n(ni  —  n)  points  d'intersection  de  A  et 

<'>   Cnmiilcsmiilus,  I,  \\.\.  |,.  ;i(in.   -     '    //W,  I.  \l.\,   p.   loCu-iofiS. 
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1   /T        .  111  —  an  +  I    (m  —  211  + 2        .  -,       i      i         •         ;  • 

'/rb„.c/ (luln's  pointa  ilr  A  pris  iirbitrairemciil, 

(in  peut  Ion  jours  faire  passer  une  courbe  d'ordre  (m  —  ii)  ; 

r\      ■           m— 211  +  r   ru  — 2n +  2         -,  •         ; -,      •  ,  i 

ht  SI  ces  ■ points  pris  arbitrairement  sur  A  res- 
tent Jï^xes,  toutes  les  courbes  d'ordre  (m  —  ii)  reiuontrenl  A  en 

F/  \.)  111  —  211+1       111  —  211  +  2)1 

[  (m  -  nj-  - j ^^J 

antres  points  qui  sont  Jixes  aussi,  et  qui  avec  les  premiers,  pris  arbt- 
trnirement ,  forment  la  base  d' tin  faisceau  d'ordre  (m  —  n). 

3°  Dans  les  deux  cas  énoncés,  les  courbes  d'ordre  (m  —  u)  cl  les 
courbes  C„  se  correspondent  une  à  une,  et  forment  ainsi  deux  faisceaux 
fréné^ateurs  de  la  courbe  A. 

Pour  uno  surface  A  d'ordre  m,  les  faisceaux  de  surfaces  géuéra- 
Irices  d'ordre  n  et  (m  — u)  ont  pour  bases  sur  A  des  cdiirlies  à  double 
courbure  d'ordre  «"'  et  (»«  —  »)-. 

Résumé  d'une  théorie  des  coniques  spliériques  liomofocales^^'.  —  Cette    iSiio. 
lliéorie  des  coniques  sphériques  homofocales  repose  sur  la  notion  du 
cercle'imafrinaire  situé  àlinfinisur  une  spbère,  c'est-à-dire  du  cercle 
provenant  de  1  intersection  de  la  sphère  et  du  plan  situé  à  l'infini. 

La  considération  du  cercle  imapinaire  situé  à  linfini  conduit  avec 
une  extrême  facilité  à  une  foule  de  propriétés  des  coniques  sphéri- 
ques homofocales,  de  même  qu'en  Géométrie  plane  les  deux  jioints 
imaginaires  situés  à  l'infini  sur  un  cercle  sont  la  base  de  toute  la 
théorie  des  coniques  homofocales.  Le  cercle  imaginaire  de  la  sphère 
fournit  même  l(>s  définitions  les  plus  simples  des  éléments  princi- 
paux ([ue  l'on  a  à  considérer  dans  les  coniques  sphériques,  de  leurs 
centres,  leui's  loyers,  leurs  arcs  cvcliques.  Ainsi  : 

Les  centres  d'une  conique  spliérique  sont  les  trois  couples  de  points, 
opposés  deux  à  deux  diamélralement ,  dont  chacun  a  le  même  arc  polaire 
dans  la  conique  et  dans  le  cercle  iinaoïnaire  siiui'  à  l'iii/ini. 

''    Comptes  remliix ,  I.  \..  p.  (i-j!."î-(i;il} .  mais  i  Kiio. 
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Les  jdijcrs  (le  la  roinijiii'  noiit  lis  piiiiils  de  roiirours  (les  urm  t(iui>cnlii 
roiiuiiiiiis  à  lu  roiiKjitr  cl  au  cercle  tiiiiij'iiKiirf  (en  (Ijuili't's  termes,  sont 
ies  sommels  n'elsdu  (|iia(lrilatèrc  s|)liéii(|iie  [iiiiafrinaire]  circonscrit 
i\  la  coiii(|iie  et  au  ceiele). 

Lex  fircs  cijcli<ii(ex  de  la  coaujw  sdiiI  les  drti.f  airs  de  giviids  cercles 
{loiijoars  réeU)  sur  lesijuels  se  IrourenI  les  j)oiiils  d'intersection  (imagi- 
naires) de  la  cDiiique  et  du  cercle  iinaipiiaire  (en  d'autres  termes,  ces 
arcs  s(»iil  les  cùlés  réels  du  fjuadi'ilatère  spliérique  [ima<{iiiaire] 
iiiscril   à  la  coiii(HU'  et  au  cei'cle). 

Il  csl  nue  |)r()|)riélé  d  1111  système  de  cùiies  do  l'évolution  de  même 
sommcl,  (|iii  joue  aussi  un  fjraïul  rôle  dans  ces  recherches:  elle 
consiste  en  ce  (|ue  tous  ces  cônes  oui  un  double  conliicl  avec  le  cône  (ima- 
ginaire) asijmiJlole  d'une  sphère  demie  de  leur  sommel  comme  centre. 

On  peid  eneoi'e  dii'e  (|u<'  : 

Tous  les  ciines  de  rériiliilion  de  inèiiie  sommet  uni  jioiir  bases,  sur  an 
plan  (juelconijur.  des  coniques  qui  ont  toutes  un  double  coiilact  arec  un 
mente  cercle  imaginaire,  donl  le  centre  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  soin  nui  des  cônes  sur  le  plan. 

Les  propriétés  lrès-noud)renses  des  coniques  spliérifjues  homo- 
locales  peuvent  se  rattacher  à  ([uatre  |)ropositions  i'ondamentales, 
don!  cliaciinc  se  prèle  à  des  cotis(''(|ueuces  très-variées'"'. 

18G0.  Ilésunié  d  une  lliéorte  des  surjaces  du  second  ordre  lioniofocales'^^K  — 

(lelle  llii'one  des  surfaces  du  second  ordre  liomotocalcs  l'epostî  sur 
celle  |)ro|)ii(''li''  emjii'uulée  de  I  \ perçu  Inslorique,  comme  on  l'a  vu 
(cha|iilre  n).  savoir,  (|ue  les  surfaces  dont  il  s'a<>it  sont  toutes  iiis- 
ciiles  dans  une  même  suilace  (léneloppalile  dont  (rois  des  lijfnes 
de  striclion  soni  les  coni(|ues  locales  (deux  rt'elles,  et  la  troisième, 
ima<{inaire)  du  s\stème.  et  la  ([uatrième  est  le  cercle  imajjinaire 
situé  à  l'inlini. 

'■  \1.  (jciiioiia  ;i  (Innni!  une  démons-  maliquci,  t.  XIX,  1860,  p.  -jGij-ayg.) 
ti'aliciii  iiii;il\lii|iic' lie  cns  quaU'e  proposi-  '"'  CoM/jto  i'ok/ms,  I.  li.  p.  ioS5-ioG3, 

lions.  (  \  oii-  ,\iiiirclli's  Aiiiiiili'.i  de  Miilln'-         p\    i  1  10-1  1  if). 
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On  conclut  do  ià,  avec  une  grande  facilité,  un  très-grand  nombre 
de  propriétés  des  surfaces  lioniolocales,  (ju'on  rattache,  comme 
celles  des  coniques  Iiomofocales,  à  quatre  projjositions  générales. 
De  plus,  et  cela  est  remarquable,  ces  f[uatre  propositions  déri- 
vent elles-mêmes  dune  seule .  qui  forme  ainsi  un  théorème  fonda- 
mental, dont  voici  l'énoncé  : 

Si  quatre  siiijacrs  du  second  ordre  sont  telles,  que  la  déreinppable 
circonscrite  à  deux  d'entre  elles,  et  la  développahle  circonscrite  aux 
deux  autres,  soient  circonscrites  à  une  cinquième  surface  du  second 
ordre,  il  en  sera  de  même  des  deux  développables  circonscrites  aux 
quatre  surfaces  prises  deux  à  deux  d'une  autre  manière,  c'est-à-dire 
que  ces  deux  développables  seront  circonscrites  à  une  sixième  surface  du 
second  ordre. 

.  Une  des  surfaces  peut  être  infiniment  aplatie  et  devenir  une 
conique  :  cette  conique  peut  être  le  cercle  imaginaire  situé  à  l'inlini, 
ce  qui  accroît  encore  le  nombre  des  conséquences  qui  découlent 
de  chacun  des  quatre  théorèmes  généraux  *''. 

Rétablissement  di  Traité  dks  Porismes  d'Ei  clide. 


Parmi  les  ouvrages  des  mathématiciens  grecs  qui  ne  nous  sont 
pas  parvenus,  aucun  n'a  plus  excité  les  regrets  et  la  curiosité  des 
géomètres  des  siècles  derniers  que  h^  Traité  des  Porismes  d'Euclide. 

(let  ouvrage  ne  nous  est  connu  (juc  par  la  Notice  (ju'en  a  donnée 
l'ap|)ns  dans  le  Vil"  livre  de  ses  Collections  mathématiques,  et  par 
une  tiès-coiii'le  menlion  de  Proclns  dans  son  Commentaire  sur  le 
premier  livre  des  Eléments  d  Eiiclide. 

Mais  c(;  ([n'en  dil  le  prenn'er  de  ces  ailleurs,  (pii  élait  liii-ituMne 
Mil  g(''omèli'c  é'miiieiil    ri    des  plus  comiiéleiils   pour  a|i|irécier  les 

'''   M.  L;i{fuoiTO  a  liiil  une  .•i|ii)lirali(iu         iiialiijiics  ilmil    riniis   |)arli'rons  plus  loin 
utile  de  plusieurs  de  ces  iiroposiliims  d.iiis         (  ciiaii.  \  ). 
di's  reclierclies  sur  les  surfaces  aMallai'- 
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(riiviTs  (le  SCS  (l('\iiiici(!rs,  a  ('■!(''  l)i('ii  propre,  iii(l(''p('ii(laiiiiiH'ii(  ihi 
iKtiu  (lEiiflidc.  il  faire  naître  les  rej^i'ets  des  modernes,  el  leur 
désir  (1(!  rtîlromer  ou  de  parvenir  à  rétablir  un  ouvratre  aussi  pré- 
cieux; car,  selon  Pappus,  rrcet  ouvrajfe  renfermait  une  ample  collec- 
Ttion  de  propositions  d'une  conception  in<jénieuso  el  d'un  Irès-uLile 
r secours  pour  la  résolution  des  prohlènuis  les  plus  difficiles.- 

Aussi  Monlucla  a-l-il  pensé  (|ue  ce  Traité  des  Porismns  fêtait  le 
rf[»lus  profond  de  tous  les  ouvrajjes  dEuclide,  el  celui  (pii  lui  ferait 
ffle  plus  d'Iionnenr  s'il  nous  élail  parvenu  ('  .- 

La  Notice  de  Pajipns  i-enlerme  deux  définitions  de  ce  jjenre  de 
propositions,  ap|)elées  Ponsmes  par  Euclide,  et  vingt-neul  énoncés 
(jui  s'y  rapportent;  mais  le  loul  eu  termes  si  concis  et  si  obscurs, 
<|ue  les  géomètres,  à  diverses  épotpu's,  ont  \aiu(!menl  clierclié  à 
en  pénétrer  le  sens. 

Elleclivemenl  ces  énoncés,  cpii  caractérisent  les  dilléreiils  gcwc.v 
de  Porismes,  comme  le  dit  Pappus,  expriment  simplement  certaines 
conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  des  choses  cherchées'-',  et 
ces  choses  (points,  lignes,  grandeurs),  qui  constituent  l'hypothèse 
dans  chaipie  question ,  ne  sont  ])as  définies  et  doivent  être  trouvées  : 
de  sorte  que  cha([ue  /;y'«rc  couq)orle  des  hypothèses  qui  peuveni 
être  très-variées. 

Parmi  les  géomètres  qui  ont  laissé  quelques  traces  de  leurs 
etroi'ts  dans  la  divination  de  celle  doctrine  se  présentent  d'abord 
Albert  Girard,  Fermai,  Hoidliau,  llenaldini  et  Halley.  Mais  c'est 
Robert  Simson,  professeui-  à  l'université  de  Glasgow,  (|ui,  le  piv- 
mier,  vers  lyao,  a  fait  ([iiehpies  [)as  heureux  dans  la  pénétration 
du  mystère  des  Porismes. 


<''   llisloirc   (les    Mnltu'niiiliqiivx .    I.    I. 

'"'  rrKl  positioncs  (jiiutiMii  oiiincs  iiiliM' 
Tse  (lillbranl,  cura  sijeciulissiiuœ  sint.  ;h-- 
•i'i(tciiliuiii  vci'o  et  f|H<Tsi(oi(iiii  iiimin- 
'([iKidijnc   Miiiirii  ni   iilciii  l'xislciis  iiiiilli- 


••|iosilioMilnis  (lill'erciililjiJ.s  cdiiliuyi! .  co 
■■(|iio(l  ireneresinteadeni.  Itaqiiein  primo 
'rliljio  liaic  g-enera  quEBsiloniiii  in  pr()[U)- 
frsitioiiiljus  staluere  oportot.  .  .  -  l  l'uppi 
Mitlhciiuttira'  Cnlli'clioncs .  p.  -l'H)."! 
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La  Notice  de  Pap[>us  donne  les  définitions  suivantes  du  Théo- 
rème, du  Problème  et  du  Porisme  : 

Le  Tliéorème  est  une  proposition  uù  1  on  demande  de  démontrer 
ce  qui  est  proposé; 

Le  Problème  est  une  proposition  où  Ion  demande  de  construire 
ce  qui  est  [)roposé; 

Le  Porisme  est  une  proposition  où  l'on  demande  de  trouver  ce 
qui  est  proposé. 

Paj)pus  ajoute  que  cette  définition  du  Porisme  a  été  cliantjée 
par  des  géomètres  qui,  ne  pouvant  pas  tout  trouver,  se  conten- 
taient de  prouver  que  la  chose  cherchée  existe,  sans  la  déterminer. 

Il  dit  encore  que  r  ce  qui  constitue  le  Porisme  e,st  ce  qui  manque 
rfà  l'hypothèse  d'un  théorème  local:  que  leK  lieux  géomé triques  sont 
r'  une  espèce  de  Porisme.  •• 

Ces  deux  phrases  font  connaître  un  caractère  essentiel  des  Po- 
rismes,  savoir,  que  ce  sont  des  propositions  dans  lesquelles  une 
infinité  de  clioses  satisfont  à  la  question,  comme  dans  les  pro])o- 
sitions  locales. 

En  outre,  Pappus  rapporte  la  pro])osition  suivante,  connue 
exemple  des  énoncés  de  Porisnies  : 

Si  autour  de  deux  points  fixes  P,  Q  on  fait  tourner  deux  droites  tjui 
se  coupent  sur  une  droite  donnée  L,  dont  une  fera  sur  une  droite ^xe  AX, 
donnée  déposition,  un  segment  Am  compté  à  partir  d'u7i  point  donné \  sur 
cette  droite,  on  pourra  déterminer  une  autre  droite  fixe  B\  et  nu  point 
fixe  B  stir  celle  droite,  tels,  que  le  segment  Bin'  que  la  seconde  droite 
tournante  fera  sur  cette  seconde  droite  fixe,  à  partir  du  point  B,  soit  au 
premier  segment  Am  dans  une  raison  donnée  >.. 

L'ouvrage  d'Euclide  contenait  cent  soixante  et  onze  |)roposi- 
lions.  (pie  résument  les  vingt-neuf  énoncés  ou  giMires  de  Porismes 
donnés  pai'  Pappus.  Voici,  comme  exemples  de  leur  forme  concise 
et  énigniaticpuj,  quehpies-ims  de  ces  énoncés  : 

Le  rappoil  de  telle  droile  à  telle  ab.scisse  esl  domié. 

Ti'lli'  droite  l'sl  domiiM'  de  ndsilidii. 


i36  l'.AI'l'OUT  SLl'i  l.KS  IMUXil'.ES 

Tel  n'cliiiijjlc  si'iil,  ou  h'I  reclaii'jlo  plus  un  certain  espace  doinn; 
csl  (liuis  iMu-  raison  donnce  a\('c  telle  abscisse. 

Il  existe  un  point  tel,  (jue  les  di-oiles  menées  de  ce  point  coni- 
prenn(!nt  un  lrian{;l(!  donné  d'espèce.  Etc. 

H 

C'est  en  saidant  des  indications  louimes  jtar  cette  iNotice  de 
Pai)|)us  ([uc  II.  Siuison  a  découvert  le  principe  conslilulil  des 
Porisines,  et  piincipalenienl  la  locnie  de  leurs  énoncés;  ce  ([u  il 
e\|)iiinc  par  la  délinition  siiivanlc  : 

fPorisina  est  Propositio  in  qua  [n'oponitur  denionstrare  rem  ali- 
f(jnam.  vel  plures  datas  e.sse,  cui,  vel  (juihus,  ni  et  cuildjet  e\ 
rrel)us  innnmci'is,  non  ipiidcm  dalis.  sed  ipia'  ad  ea  qua'  data  siinl 
r-candem  liabenl  ralionem,  convenire  oslendendum  est  allectionem 
c-ipiandam  commiinem  in  Pro|)osilione  (lescri|jtani.  •- 

Il  donne  divers  exemples  de  Porismes,  doiil  (pichpics-iiiis  salis- 
l'ont  à  six  des  viiii;i-nenl  types  ou  /^ch/cs-  sous  lesquels  Pappus 
résumait  louvrafje  d'Enclide. 

Siiiison  laissait  donc  miacis  le  plus  jjrand  iiondire  de  ces  \iiiijl- 
neuT  énoncés.  En  outre,  il  na  pas  recherché  comment  (;ette  doc-- 
trine  devait  être  éminemment  utile,  coumie  le  dit  Pap])us,  pour  la 
l'ésoliiiion  (les  prohlèmes.  et  (piels  rapports  elle  pouvait  avoir  avec 
les  pro|iositioiis  et  les  mé-thodes  des  temps  modernes,  (pii.  ainsi 
que  nous  le  dirons  plus  loin,  l'ont  suppléée  à  noire  insn. 

I)ieii  (pie  les  vues  (h;  Simsoii  paraissent  satisfaire  à  rinlei'jiré- 
lalioii  de  divers  |)assa<jes  de  Pappus,  |)lusieurs  (jéomètres  en  An- 
«[lelerre,  sans  l(!s  rejeter  ahsolumenl,  \  li'oiivèrenl  de  rohsciirili'- 
el  s'en  écarlèrenl,  se  laisaiil  une  i(lée.dill(''rent(;  sur  ronjjine  d(!s 
Po'isiues. 

Playl'air,  dans  un  .Mémoire  intitulé:  On  llic  Ongiii  aiid  liircsliird- 
tioii  i>l  Potisiii.s  ''  .  dit  :  fr  l  11  Porisme  est  une  proposition  ailii'iiianj  la 

''  1,11  il  la  S(K'i('U' r()y;il(!  (l'Iùliiiilxjiirj;  lions  di'  la  Sociélô,  vol.  ill.  |iail  II. 
I<;  :'.  avril  i/i)-.!;  inH('T(' dans  les  Traiixiic-  i7(,l'i     ]'•   i  Tj'i-ao'i. 
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rr  possibilité  de  tromer  des  conditions  qui  rendent  un  certain  pro- 
ff blême  indéterminé,  ou  susceptiWe  d'une  infinité  de  solutions.- 

11  paraît,  d'après  Playfair  lui-niènic,  que  le  célèbre  pliilosoplic 
écossais  Du<;ald  Slewart,  lors([u'il  suppléait  son  père,  Mattbew 
Stewart,  dans  la  cbaire  de  Matbéuiatiques  d'Edimbourg,  avait  déjà 
conçu  cette  manière  de  considérer  les  Porismes,  c^ui  depuis  a  aussi 
été  celle  de  Jobn  Leslie  (' . 

Lawson  ('-',  Wallace  '^',  lord  Broughara'*',  puis  Lhuillier  '^',  ont  aussi 
traité  des  Porismes,  mais  sans  émettre  de  notions  essentiellemeni 
dill'éi-entes  de  celles  de  Simson  et  de  Playi'air.  Depuis,  M.  Babbage, 
le  célèbre  auteur  de  \' Anahjtical  Engine,  a  consacré  un  savant  Mé- 
moire d'Analyse  à  celte  question  des  Porismes''''. 

m 

Ce  sont  les  vues  mêmes  de  Simson  sur  la  forme  des  énoncés  des 
Porismes  qui  ont  été  suivies  dans  la  Note  III  de  YAperçu  histo- 
rique; et  leur  développement  a  fait,  depuis,  le  sujet  de  l'ouvrage 
publié  en  1860  sous  le  titre  :  Les  trois  livres  de  Porisvtcs  (VEucJide. 
rétablis  pour  la  première  fois ,  d'après  la  Notice  et  les  Lcmmes  de  Pappus, 
et  conformément  au  sentiment  de  II.  Simson  sur  la  forme  des  énonces  de 
ces  propositions. 


i8(Jo. 


'''  Geometrknt  Analysis,  in-8°.  Èdini- 
l)ourg.  1809. 

''■    Trcalisc  conccriiiiig  Porisms ,  1777. 

iii-/r. 

"'  Soiiin  ffcomclr.  Porisms ,  aie.  (Trans- 
aclions  nf  tlic  Ihyal  Society  of  EiUnbiirgti , 
1798.) 

'''  Gciti'i-(il  Tlicorems ,  ctiie/li/  Poiisiiis, 
in  llie  lii'jlicr  Gcoiiicli-y.  (Philosoptiical  Trnns- 
(tclions  nf  llic  Loiulon  for  tlie  year  1798.) 

'■'■'  Etèmcnls  d'Anatyse  fféomélriquc  et 
(l'Analyse  atfrét/ritjue ,  in-'i°.  1809. 

™'  On  tite  Application  nf  Anatysis  to  llw 
Discnrrrtj  nf  Encat  llieorriiis  nud  Pnri.ims. 


(  Ti'ansnctioiis  ofilie  Royal  Society  nf  Ediii- 
tmrgh,  vol.  I\,  1820,  p.  337.)  —  On 
Porisms.  {Edinburgtt  Encyclnpediu ,  in-Zt".) 
On  trouve,  dans  un  Méraoij'e  de  Tii. 
Slcplicns  Davies  :  0»  tke  algehraical  ana- 
lysis of  Porisms ,  une  indicalion  succincle 
des  {féomètres  qui  se  sont  occupds  des 
Porismes,  suivie  de  de'monstrations  ana- 
lytiques de  dix- huit  Porismes  pris  des 
ouvraffes  de  Simson,  Playfair,  Wallace, 
J.  I>eslie,  Noble,  (lonqicriz,  et  de  X Aperçu 
Itisloriquc. (  Voir  'l'hcMathcmatician,  vol.  1  ; 
l.ondon.  18/1.").  p.  .'i«-()/i.) 
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NOils  allons  j)i'(''seiil('i-  siifciiiclcniciit  hi  sulislaiirc  de  ccl  oii- 
vrajfc. 

On  v  (loiiMC  (lu  Porismc  la  flcluiilioii  suivante,  conforme,  au  fond, 
à  relie  (le  Sinison,  l)ieii  fjne  dil1(M'ente  dans  les  termes  : 

r  Le  Porisme  esl  une  ju-oposilion  on  entrent  des  objets  variables 
r  (telle  qu'une  proposition  locabî),  dans  laquelle  on  a  à  démoiUrei' 
ft  une  chose  annonc('e  comme  vraie,  et  à  trouver  I^Hat  ou  manière 
ftd'iMre  de  c(>tt(;  clmse,  en  grandeur  et  en  position.  ti 

Dans  les  Porismes,  la  chose  annonct^e  et  (jn'il  fuiil  trouver,  comme 
le  dit  Pappus,  est  apj)elée  donnée,  ce  qui  signifie  qu'elle  est  une 
conséquence  des  (lonn(''es  vi'-rilaltles,  c"est-à-dire  des  conditions  de 
la  question. 

D'après  cela,  lénonci'  suivant  est  un  Poi'isme  : 

Dans  l'ellipse,  la  somme  des  rayons  veeleurs  esl  donnée;  car  cette 
proposition  exprime  (|ue  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  une 
cbose  constante  dont  la  \alenr  est  à  (l(''terminer.  On  dit  maintenant  : 
Dans  r  ellipse,  la  somme  des  rayons  veeleurs  est  conslante. 

\u\  veux  des  anciens,  cet  (Mionc(^  n'aurait  point  exprinu'  nn  lliéo- 
rème,  ou  du  moins  anrait  (''t(''  un  lli(''oi'ème  ineomplel,  parce  que 
l'ènonc(''  d  im  th(''oième  ne  devait  rien  laisser  de  non  d(Hermin(''. 
Aussi  disaient-ils  :  La  somme  des  droites  menées  des  foyers  à  un  point 
de  la  coiirhe  esl  éijale  an  uraiid  a.re''''. 

Cet  exemple  snilit  pour  montrer  (piel  (Hait  le  caractère  propre  des 
Porismes  et  leur  dill(''i'ence  avec  les  théorèmes.  On  voit  aussi  que 
ces  propositions  |)articipaienl  du  problème,  parce  (pfil  fallaii  dé- 
terminei'  la  valeur  de  la  chose  dite  donnée,  ou  eonsluntc 

Aujourdhui,  dans  les  dinérent(^s  branches  des  Malhémali([ues, 
on  admet  des  ('Mionc(''s  de  tli(''orèn)es  non  complels;  ces  théorèmes  sont 
des  Porismes. 

F^a  remarque  piécédeiite  prévient  une  dillicnlté  grave,  (pi On  n  a 
pas  soulevi'e,  je  crois,  et  (pii,  néannionrs.  existe  dans  cette  grande 

''  .S(  iii  dlipsi,,  H  piinctis  m-  coinpora-  ih iiliir.  //«■/  a.ri  aqualcn  criiiil.  (  {jnilldiiii 
tioiii'  fiirlix  lui  .lecliniinn  reclw  linew  incii-         ('.unininim  tili.  ttt.  |no|i.  iji.l 
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([iK'slion  de  la  doclnne  des  Porismes;  car,  iiouobstanl  sou  utilité 
(laus  les  reclierches  uiatliéniatiques  ])roclamée  par  Pappus,  cette 
doctrine  aurait  disparu  de  la  science,  ce  qui  doit  paraître  inad- 
missible. Mais,  loin  qu'elle  ait  disparu,  c'est  la  science  qui  se  l'est 
incor])orée,  en  modifiant  à  notre  insu  la  forme  ancienne  des  tliéo- 
rèmes  pour  lui  substituer  celle  des  Porismes. 

IV 

Nous  avons  dit  que  les  j)roposifions  rétablies  |)ar  Simson  comme 
Porismes  ne  se  rapportaient  qu'à  six  des  vingt-neuf  énoncés  de 
Pappus.  D'où  venait  donc  la  dilBculté  que  présentaient  les  autres 
énoncés?  Cette  difficulté  dont  on  ignorait  la  cause,  et  qui  a  été  le 
|)rincipal  obstacle  au  rétablissement  de  l'ouvrage  d'Euclide,  est 
maintenant  connue  :  c'est  que  la  plupart  des  énoncés  rebelles 
lésument  des  propositions  cju'Euclide  avait  introduites  dans  son 
Traité  des  Porismes,  et  c|ui,  ne  s'étant  point  trouvées  peut-être  dans 
d'antres  ouvrages  grecs,  ne  nous  étaient  point  parvenues  et  étaient 
par  conséquent  ignorées  de  Simson,  comme  de  tous  les  géomètres 
lontomporains. 

EU'eclivcment,  ces  propositions  renferment  presque  toutes  des 
relations  de  segments  s'exprimant  par  des  équations  à  trois  et  à 
quatre  termes,  telles  que 

ixxz  +  €x  -i-  y:  +  S=  o  ^ 

X  et  z  étant  les  abscisses  de  deux  séries  de  points  comptés  sur  une 
ou  sur  deux  droites.  Or  on  ne  connaissait  jusqu'à  ces  derniers  tem])s 
d(^  lelles  relations  que  dans  l'byperbole  ra|)portée  aux  asymptotes. 
Mais  il  n'élait  question  dans  les  Porismes  d'Euclide  que  de  la  ligne 
droite  et  du  cercle  :  on  ne  pouvait  donc  pas  songer  aux  équations 
de  1  hyperbole,  et  il  fallait  découvrir  loiit  un  eiiseudde  de  pi'oposi- 
lions,  en  quelque  sorte  plus  élénu^nlaii'es,  cl  relatives  ijrincipale- 
inent  à  des  systèmes  de  points  et  de  droites. 


i)',0  HM'IMIMT  SI  i;  LES  PROGRES 

Co.s  propositions  sont  (elles  (|iii  dérivent  aujourd  Jiui  (hîla  iiolion 
du  rnpporl  (iiilKinnoiiiqiic  de  (jiiati'e  points,  et  des  divisions  liomogra- 
fhiqucs  sur  une  ou  sur  deux  droites. 

Ce  sont  donc  ces  lliéories  élémentaires,  devenues  depuis  ipiel- 
([ues  années  la  l)as(!  de  la  Céoinélne  supérieure,  qui  devaient  être 
la  clef  de  la  restitution  de  l'ouvrage  d'Eudide. 

Effectivement,  on  avait  remarqué  dans  les  lemuies  de  Pappus, 
se  ra|)porlant  aux  Forismes,  ceiiaines  traces  de  la  llicoric  des  Irans- 
rcrsah's,  telles  que  ([uel([ues  propriétés  relatives  au  rapport  har- 
monique de  quatre  poiids,  et  une  relation  d'invohition  dans  le  qua- 
drilatère coupé  par  nue  dioile  '''.  Mais  c'est  surtout  une  autre 
pro[)ositi()n ,  inajiei'çiie  d  abord,  qui  lorme  la  chaîne  la  plus  forte 
entre  l'ouvrage  d'Euclide  et  les  théories  modernes  :  nous  voulons 
parler  de  cette  pi'opriété,  que  le  roppoii  (inharmoniquc  de  quatre  points 
se  conserve  en  perspective.  Cette  simple  proj)Osition ,  exprimée  en 
d'autres  termes,  bien  entendu,  se  trouve  démontrée  six  fois,  c'est- 
à-dire  dans  six  lemnies  différents;  et  en  outre  Pappus  en  fait  usage 
pour  la  démonstration  de  plusieurs  autres  lemnies (-'. 

Ainsi  donc  l'étude  et  le  développement  des  théories  élémentaires 
de  la  Géométrie  moderne  étaient  nécessaires  pour  jiarvenir  au  ré- 
tablissement des  trois  livres  des  Porismes  d'Euclide. 

Telle  est  la  cause  (pii  a  arrêté  les  géomètres  du  siècle  dernier 
dans  lacconqjlissement  de  I  œuvi'e  dont  Simson  avait  posé  le  prin- 
cipe. 

V 

La  distinction  (pie  lujus  avons  fiiite  ci-dessus  (§  ,"!)  enlic  les  Po- 
ris)nes  et  les  llicoirincs  locan.r  est  précisément  celle  qui  existait  entre 
les  Données  d'Euclide  et  les  théorèmes  ordinaires.  Aussi  l'on  peut 
dire  que  1(!S  Porismes  sont,  par  rapport  aux  propositions  locales,  ou 

'''   \'inn-o\ol .  Tniilr  (Ir.'i  pnijirii'le.i  pro-  <•'   Lemriics    111,    X,    \I.    \t\  .   \\l. 

itctives  (les  Ji^iriirfs .   p.   wwi.   \i.ii,   i-,         \l\.  (Pcoposiliniis  i->(|,  lîif».  i^îj.  i 'lo. 
83,  ()•>.  l 'i-i.   1  '(o.) 
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plus  géiiéralonient  aux  propositions  dans  lesquelles  une  infinité  de 
ciioses  (points,  ou  lignes,  ou  grandeurs)  satisfont  à  une  question, 
ce  que  les  Données  d'Euclide  sont  aux  théorèmes  ordinaires.  Dans 
les  Porismes  comme  dans  les  Données,  la  chose  dite  donnée  est  ce 
qu'il  faut  trouver.  De  sorte  que  c'est  la  conception  de  son  livre  des 
Données  qu'Euclidc  a  étendue  aux  propositions  locales. 

L'ouvrage  de  Diophante,  qui  roule  sur  l'Analyse  indéterminée, 
renferme  quelques  propositions  sous  le  nom  de  Porismes,  auxquelles 
on  n'avait  pas  fait  attention.  Ces  propositions  satisfont  aux  condi- 
tions qui  constituent  les  Porismes  tels  que  nous  les  avons  définis. 

Un  autre  exemple  de  Porismes  se  trouve  dans  un  petit  traité 
arahe  que  M.  L.  A.  Sedillot  a  fait  connaître,  intitulé  :  Les  Connues 
géométriques ,  par  l'astronome  Hassan  ben  Haithem,  qui  llorissait  au 
Caire  dans  le  premier  tiers  du  xi''  siècle'''.  Cet  ouvrage  renferme 
tout  à  la  fois  des  propositions  locales,  des  données  proprement  dites 
et  des  propositions  do  même  énoncé  que  les  Porismes  '-'. 


*''  Nouveau  Joufiml  asi(iti(juc,  i83i. 

(^1  On  doit  à  M.  L.  A.  Sedillot  la  dé- 
couverte de  plusieurs  autres  faits  impor- 
tants dans  la  carrière  scientifique  des 
Arabes.  ISous  citerons  particulièrement  la 
construction  géométriipie  des  équations 
du  troisième  degré ,  qu'il  a  trouvée  dans 
un  manuscrit  arabe  de  la  Bibliolbèque 
impériale  (Ms.  n°  i  ici),  et  la  troisième 
inégalité  de  la  lune,  la  variation,  qu'il  a 
reconnue  dans  le  traité  d'Astronomie 
d'Aboul  W  éfa. 

Le  manuscrit  relatif  à  la  construction 
des  équations  du  troisième  degré  n'est 
qu'un  fragment  d'un  traité  que  réminciiL 
(irieiitalisledont  les  géomètres  déplorent  la 
perle  récente,  ALWoepcke,  a  trouvé  plus 
complet  dans  la  bibliothèque  de  Leyde,  et 
dont  il  a  donné  la  traduction  sous  le  titre  : 
L'Aljfèhi-cd'Oiner AILItâi/tjâiiii ,clc.  Paris. 
I  801 .  grand  in-S". 


L'existence,  dans  l'ouvrage  d'Aboul 
Wéla,  de  la  variation,  qu'on  regardait 
comme  une  des  découvertes  les  plus  im- 
portantes lie  l'Astronomie  moderne,  due 
à  Tycbo  Brahé,  a  été  contestée  d'abord  et 
a  donné  lieu  à  des  discussions  assez  pro- 
longées à  l'Académie  des  sciences  et  dans 
le  Journal  des  Savants;  puis,  dans  ces 
derniers  lenqjs,  à  de  nouvelles  disserta- 
tions, qui  ont  paru  mettre  bors  de  doute 
la  réalité  de  fimportante  découverte  de 
M .  Sedillot.  (  Voir  :  Comptes  rendus  de  l'A  ca- 
dcmie  des  sciences,  t.  II,  i83G,  p.  ■jo-j, 
a58,  ;!oi;  I.  \VI,  i8A3,  p.  ifiW- 
t.  XVfl,  iS'i;!,  p.  iG.'i;  t.  XVIII,  i8'i/., 
p.  'i8;  I.  \1X,  iSA/i.  p.  10-.UJ;  t.  \\, 
i8'i.').  p.  1008; — Journal  des  Savants , 
18'ii),  p.  5/48,  G09,  G9/4,  719;  18/1/1, 
p.  GAo.  Gi)3;  —  Matériaux  pour  servir  à 
l'hlslùiir  rniiiiKin'c  des  sciences  mathèma- 
liipits  dit-:  les  (jrers  et  les  Orientau;r .  par 
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Ces  oxomplcs  (h;  l'orisincs  dans  l'ouvrajje  de  Dioplianle  cl  dans 
le  liaiLé  arabe  ne  sont  ])as  sans  inlérèl.  Ils  confirnicnl  la  doctrine 
suivie  dans  le  rétal)lisseni(;iil  des  trois  livics  dEuclide,  et  ils  per- 
metleuL  d'espérer  (pie  l'on  pourra  trouver  un  jour,  dans  les  manus- 
crits arabes  qui  iiOiil  point  cncoïc  (''té  suIRsaniment  explorés, 
daulics  émanations  de  la  conception  d  Euclide. 

iSiio.  Projirirlrs  nlalivcs  au  (l(''p}nrcinciil jni'i,  (linia  l'espace,  d'une  f[> lire 
de  forme  iv variai) Je'-^K  —  (le  Mémoire  l'ait  suite  aux  recbercbes  sur 
le  déplacement  infiniment  petit  d'une  fifjure  dans  l'espace  dont  il 
a  été  rendu  compte  précédemment  (cliap.  ii,  p.  ii4). 

Les  ([uestions  du  déplacement  fini  ou  infiniment  petit  d'une 
figure  dans  son  plan,  ou  dans  l'espace,  considérées  au  point  de 
vue  purement  géométrique,  c'est-à-dire  en  faisant  abstraction  du 
temps  et  des  forces,  se  réduisent  à  l'élude  des  propriétés  relatives 
à  deux  figures  égales,  placées  d'une  manière  quelconque  l'une  })ar 
rapport  à  l'autre,  car  le  mode  de  déplacement  même  résultera  de 
ces  propriétés. 

Au  lieu  de  deux  figures  égales,  on  peut  considérer  deux  figures 
setulihililcs,  ainsi  cpu"  l'auteur  lavait  fait  dans  un  Mémoire  antérieur 
(cliap.  I,  [).  77),  et  plus  généralement  deux  figui'es  lu)UK)grapht([ues 
ipielcouques. 

Le  cas  de  deux  ligures  égales,  qui  est  le  plus  simple  de  la 
tliéorie  des  figures  liomograpliiques,  a  dû  être  traité  directement, 
à  raison  de  l'inqiorlanci"  qu  il  présente  en  Mécanique,  où  il  lorme 
les  ('■lémeuls  naturels  de  cette  l)rauc!ie  de  la  science,  introduite 
de])uis  (pielques  années  sous  le  nom  de  Cnie'iiiahijur.  où  l'on  traile 
dn  vionremeni  eonmléré  riidépoidavniieiil  de  .sr.s  ranses. 

!..  Ani.Srdilldl;  i'iiris,  1  S/iT).  iri-(S°.  p.  A-.?-  i8()-i  :  Sur  la  drnnivcrlc  de  la  Variiitioii 

•i'i-!  ;  —  LcHrr  à  M.  Scilillol  sur  hi  (jiirs  Imiairr .  par  le  iiiênic.) 

lion  de  1(1.  \  (iridlioii  lunaire  décoiircrle  pur  "'   (yniijilcit  rentbis ,  l.  I>t .  ]).  85I)-8()r!. 

Alioul  ttVJff,  pai-M.Cliaslesfmars  iM()i>);  (ji).")-;)! '1 .  cl  I.  1,11.  p.  77-8.".,  i8()-i()7. 

—  ('(niijiles  rrnihis  île  l'Académie .  I.  I,l\,  'iS--."ini. 
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Celte  brandie  et  la  Stalique  constituent  les  connaissances  fonda- 
mentales qui  doivent  précéder  l'étude  de  la  Dynamique,  où  Ton 
considère  à  la  fois  les  mouvcinciils  et  les  forces  qui  les  produisent  ^^\ 

L'idée  d'étudier  les  moucemeuls  indépendmnmeut  des  forces,  qui 
aurait  pu  être  suscitée  de])uis  fort  longtemps  par  l'objet  mêuie  de 
la  Statique,  où  l'on  traite  de  Téquilihre,  c'est-à-dire  des  forces,  indcpen- 
dainnieiit  des  mouvements,  fut  émise  il  y  a  trois  quarts  de  siècle  jiar 
un  jeune  capitaine  du  génie,  Carnot,  dans  son  Essai  sur  les  Ma- 
chines en  général,  et  reproduite  par  l'auteur  dans  sa  Géométrie  de 
position,  puis  dans  un  rapport  à  l'Institut.  Cependant  elle  était  res- 
tée inféconde,  ou  du  moins  dans  l'oubli,  quand  Ampère,  qui  en 
comprit  le  caractère,  dans  son  Essai  sur  la  philosophie  des  sciences, 
regarda  l'étude  des  monvemoils  considérés  en  eux-mêmes  comme  devant 
être  le  sujet  d'une  des  divisions  distinctes  de  la  Mécanique,  et  asso- 
cia cette  étude  à  la  Statique,  sous  le  nom  de  Cinématique. 

Les  questions  du  déplacement  d'une  figure  sur  le  plan  ou  dans 


'  ''>  On  s'est  écarté  de|iius  ijiielques  mi- 
nées de  cette  distinction  entre  la  Statii/ue 
nt  la  Dynamique,  en  proscrivant  la  suljor- 
dination  de  ta  Dijnamiiiue  à  la  Slulique. 
Cependant  cet  ordre  délude,  observé  par 
tous  les  géomètres  de  tous  les  temps, 
est  commande  par  la  nature  du  sujet  ;  car 
la  Statifiufl  est  une  science  faite,  n"  exigeant 
(pic  la  simple  Géométrie,  et  dont  les  aji- 
plicalions  no  demandent  pas  au  delà  du 
calcul  dillércnliei;  tandis  qu'au  contraire 
la  îhjiKtmhiue,  science  compliquée,  sou- 
mise à  des  conditions  et  à  des  principes 
élranoers  à  la  première,  et  toujours  en  ('la- 
lioralion,  repose,  dans  ses  applications, 
sur  les  lois  mêmes  de  la  Slaùque ,  et 
rencontre  toutes  les  diliicultés  du  calcul 
intégral.  Dans  ce  nouvel  ordre  d'idées, 
la  Hcicncc  de  l'i'qiiilitirc  est  regardée  comme 
Mil  cas  parliiMiliiT  di'  la  l)iiiiiiiiii'/iic :  el  le 


nom  même  de  Sinùquc  n'est  jilus  pro- 
noncé dans  les  programmes.  Cette  tenta- 
tive, ce  pas  rétrograde,  comme  l'a  dit  aus- 
sitôt M.  Duliamel  (Cours  de  Mécnnique, 
1  "  partie,  1 853,  préface),  dont  les  univer- 
sités étrangères  se  sont  bien  gardées,  de- 
vait introduire  dans  f  étude  générale  de  la 
Mécanique  une  confusion  et  une  obscurité 
contraires  à  l'esprit  des  Mafbémaliques. 
et  très-préjudiciables  à  l'intelligence  de 
celte  partie  des  sciences  et  aux  études  ul- 
térieures. L'expérience,  du  reste, paraît  en 
avoir  été  sufTisamraent  faite  dans  l'ensei- 
gnement classique,  comme  dans  les  écoles 
d'application  mêmes.  Faisons  donc  des 
vœux  pour  que  l'on  ne  tarde  point  à  re- 
venir réglementairement  à  l'étude  pre- 
mière de  la  Statique,  sous  le  nom  même 
de  celle  partie  fondanienlale  de  la  Méca- 
ni(|iie. 

i6. 


2i4  i;  \I'1'01(T  SLK  LES  l'IKHiUES 

I  rsjiacc,  Irailccs  d  aljdiil  coimnc  simples  sprculatiuiis  do  pure  Géo- 
iiu'iric,  sont  devenues  les  élémcnls  naturels,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  de  cette  pai'tie  nouvelle  de  la  Mécanique,  et  ont  fixé, 
à  ce  tilre.  ralleiiliiin  de  plusieui's  auleui's. 

I.e  travail  dont  il  s'ajjil  ici  a  une  ceiiainc  (''tendue;  nous  indi- 
«pici'ons  simplement  les  divers  pai'ajjra|)lies  qu  il  renferme  : 

I.    [*r()i)ri(5l('s   n'Ialivcs  ;iu    (li'placçiiiciit  (l'une  ri;;iir(^  |ii;ui('  dans  son  plan. 

Composilion  cl(>s  rolalions  et  des  Iranslalions  Unies  dans  nn  plan. 
n.  Propri(^lt's  rcinlives  à  deux  figures  svm('tri(pi('s  pla(('es  d'une  niani('r<' 

(juelconquc  dans  le  riKÎnie  plan. 
m.  D('plapenient  d'une  ligne  droite  dans  l'espace. 
IV.  Déplacement  d'une  figure  plane  dans  l'espace. 
V.  D(3placeniont  d'une  figure  sur  la  s|ilière. 
VI.  Déplacement  d'un  corps  solide  libre  dans  l'espace. 

Des  cordes  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  homologues  de  deux  corps 

égaux. 
Direction  et  grandeur  d'une  corde  don!  le  point  milieu  est  donné. 
Propriétés  relatives  à  deux  droites  liomologues. 
Propriétés  relatives  à  deux  plans  homologues. 
Corps  milieu  relatif  à  deux  corps  égaux. 
Propriétés  relatives  au  syslJ'nie  de  deux  rotations  conjuguées. 
Construction  de  l'axe  centrai  relatif  à  deux  corps  égaux. 
\il.   Notice  histori(pie  sur  la  (piestion  du  déplacement  d'une  figure  de  lormc 
invariable'''. 

CoritliKS    À  DOUBLE  COIIIIK  RE. 

Les  roitrbrs  à  douhlr  coiirhuri'.  (pi  ou  appelle  aussi  roiohrii nftiicliis. 
pidvieuneul  de  rinlerseclidii  de  deux  surlaces.   On   les  (h'diuil.  en 

"'  Les  géomctros  cités  dans  celle  Ni >-  .M\L15ellavilis,Bresse,  lîrelon(de  Cliani|ii. 

licf  sont,  a[)rès Descartes  :  JcanBcmmilii.  Donquin,  Ph.  Gilbert,  G.  Giorgini,deJ()ri- 

Cilairaut .  Kuler,  D" Alembert . Ciiulio  Mozzi ,  qiiières . l'aljbé  Jullien  , Lamarle ,  F.  Lucas , 

l-ox('ll.  l'roMv.  lîddrigiies.  Poiiisot.  (Jau-  Maniilieim .  Moliius.  Résal.  (i.  Snlinoii, 

iliy.     l'ciricclcl .      Lcfi^iiuiv     de      l'(Uirr\  ;  Sli';;ni,iiiii   Siciclwii.  S\  Kcslcr.  A.TraMsiui. 
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Gôuiiiétrie  analytique,  par  les  équations  des  deux  surfaces.  Mais, 
bien  que  Ton  déduise  de  là  rexpression  généi-ale  des  éléments  prin- 
cipaux de  ces  courbes,  leurs  tanj^entes,  leurs  plans  osculaleurs, 
leurs  rayons  de  courbure,  etc.,  ces  deux  équations  ne  se  prêtent  pas 
à  l'étude  des  propriétés  de  chaque  classe  particulière  de  courbes. 
Indépendamment  des  dillicultés  de  calcul,  une  certaine  complication 
naît  de  cette  circonstance,  que  la  courbe  que  l'on  a  à  considérer 
n'est  pas  toujours  la  courbe  complète  d'intersection  de  deux  sur- 
faces, cette  courbe  complète  pouvant  être  formée  de  deux  branches 
distinctes  :  cela  a  lieu  nécessairement  pour  les  courbes  gauches 
dont  l'ordre  est  un  nombre  premiei' ,  parce  que  l'ordre  de  la  courbe 
d'intersection  complète  de  deux  surfaces  est  le  produit  de  deux 
facteurs  respectivement  égaux  à  l'ordre  des  deux  surfaces,  et  con- 
séquemment  n'est  pas  un  nombre  premier.  C'est  ainsi  que  les  courbes 
gauches  du  troisième  ordre  s'expriment  par  les  équations  de  deux 
hyperboloïdes  qui  ont  une  génératrice  connnune,  cette  génératrice 
Ibrmant  la  seconde  branche  de  l'intersection  conqjlète  des  deux 
hyperboloïdes. 

Les  branches  étrangères,  qu'il  faut  ainsi  associer  aux  courbes 
dont  on  s'occupe,  compliquent  les  calculs  de  la  Géométrie  analy- 
tique :  aussi  l'étude  des  courbes  gauches  avait  fait  peu  de  progrès 
jusqu'à  ces  derniers  temps. 

C'est  à  de  sinqjles  considérations  de  pure  Géométrie  (pie  l'on  a 
recours  dans  les  Mémoires  dont  nous  avons  à  jtarler  dans  ce  mo- 
ment. 

On  y  considère  les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre, 
les  coui-bes  d'ordre  (2W(,+  i)  tracées  sur  ^hyperholoid(^  et  plus 
généralement  d'ordi'c-  {Km  +  h)  sur  une  surface  réglée  d'ordre  K 
quelconque.  Et  l'on  dévelo])pe  un  système  de  coordonnées  récti- 
lijjnes  [)ro[)re  à  l'élude  des  courbes  tracées  sur  l'hyjjerholoïde.  Nous 
allons  présenter  une  analyse  succincte  de  ces  divei'ses  reclii'rclies 
(|ui  ont  été  le  sujet  de  jilusieurs  communications  à  lAcadémie  des 
sciences. 
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Ih'opyiéléa  des  courbes  à  doithlc  rourhiirc  du  Irotsirnie  ordre  "'. 
—  Pliisiciii's  (l(>s  nombreux  irsiillats  que  renferme  ce  travail 
avaieni  (l(''jà  l'ail  le  sujel  d'une  des  Notes  de  Y  Aperçu  historique  ^'-\ 
Nous  en  l'appoi'lcrons  ici  (|Mel([U('S-uiis  : 

Six  points  donnés  dans  l'espace  déterminent  une  courbe  du  troisième 
ordre.  —  In  rthie  qui  passe  par  la  courbe,  et  qui  a  son  sommet  en  un  de 
sespoi)ils,  est  du  second  ordre.  —  Loi'sque  deux  droites  s  appuient  cha- 
cune en  deux  points  sur  une  courbe  du  troisième  ordre,  si  autour  de  ces 
droites  on  fait  tourner  deux  plans  se  coupant  toujours  sur  la  courbe,  ces 
plans  fornirni  deux  faisceaux  honwgraphiqttes.  —  Une  courbe  du  troi- 
sième ordre  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues 
dans  deux  faisceaux  de  raijons  appartenant  à  deux  figures  homogra- 
phupies^*. —  -SV  autour  de  trois  droites  de  l'espace  on  fait  tourner  trois 
plans  qui  forment  trois  faisceaux  liomographiques  (^c'est-à-dire  que  les 
plans  se  correspondent  anharmonicjucment) ,  le  point  d'intersection  de  ces 
trois  plans  décrit  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre. 

Ce  dernier  tliéorème,  dont  il  se  trouvait  déjà  des  aj)})licalions 
dans  Y  Aperçu  historique  (p.  /io5.  art.  8,9  et  10),  est  un  cas  par- 
ticulier d'une  propriété  générale  de  trois  faisceaux  de  surfaces 
liomographiques,  d'ordre  quelconque,  que  Ton  trouvera  dans  le 
iVIémoii'e  suivant. 

La  surface  déccloppable  enveloppe  des  plans  oscillateurs  d'une  courbe 
du  troisième  ordre  est  du  quatrième  ordre.  —  Par  un  point  donné,  on  peut 
mènera  cette  surface  trois  plans  tangents.  Le  plan  des  trois  points  de  con- 
lari  passe  par  le  point  donné.  —  On  conclut  de  là  cette  proposition  :  Lue 
courbe  du  troisième  ordre  peut  prendre  un  mouvement  rnfiinmeni  petit, 
dans  leiiuel  ses  points  se  dirigent  suivant  les  normales  aux  plans  oscilla- 
teurs à  la  courbe  en  ces  points.  —  Les  points  (l'une  courbe  du  troisième 

''   Complrs   rciulii\,    t.    M.V.    i8J>7.  '''  Celle  g(5nération  de   la  courbe  du 

p.  1 89-1  97.  tioisiènio  ordre  avait  déjà  clé  donnée  ]>ar 

'*'  Noie  XXXIll  :   Iklaiions  mire   .s(y)(  At.   Fr.  Seydenitz   dans   les  Archivai  de 

poiiils  d'une  courbe  à  duublc  coiirljiire  du  M allièmaliqucs  et  de  Physique  de  Gninerl, 

troisième  ordre.  Direrxex  questions  où  res  I.  \,  18^17,  p.  ao^-^i'i:  Lineàre  kous- 

rourlie.s  se  jirésentnil .  p.  'ki.'I-'u)-.  Inihiion  eiiier  Cvrre  iloppelter  krihiimung. 
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ordre  étant  considérés  comme  formant  une  première  fgure,  les  pians  oscu- 
lateurs  en  ces  points  forment  nncjiffure  corrélative;  etc.'". 

Ce  dernier  tliéorènie  moiilre  qu'il  y  a  dualité  entre  les  propriétés 
des  courbes  gauches  dont  il  s'agit,  comme  à  l'égard  des  coniques. 

Mais  il  y  a  une  analogie  plus  intime  encore  entre  ces  courbes 
du  troisième  ordre  et  les  coniques;  les  deux  propriétés  fondamen- 
tales de  celles-ci,  qui  reposent  sur  le  rapport  anharnionique,  se  re- 
trouvent dans  les  deux  propriétés  suivantes  des  courbes  gauches  : 

Les  plans  menés  par  quatre  points  de  la  courbe  gauche  du  troisième 
ordre  et  passant  par  les  tangentes  en  un  cinquième  point  quelconque  uni 
toujours  le  même  rapport  anharmomque. 

Les  plans  osculateurs  à  la  courbe  en  quatre  points  fixes  rencontrent  une 
tangente  quelconque  en  quatre  points  qui  ont  toujours  le  même  rapport 
anharmonique . 

Les  deux  théorèmes  suivants  présentent  aussi,  sous  un  aspect 
plus  général,  de  l'analogie  avec  les  deux  mêmes  propriétés  des 
coniques  : 

Les  droites  menées  de  deux  points  jixes  d' une  courbe  gauche  du  troisième 
ordre  à  tous  les  autres  points  de  la  courbe  forment  deux  faisceaux  Jiomo- 
graphiques. 

Les  droites  suivant  lesquelles  tous  les  plans  osculateurs  coupent  deux 
plans  osculateurs  fixes  forment  deux  figures  homographiques. 

Sur  Ic'S  SIX  droites  qui  peuvent  être,  dans  l'espace,  les  directions  de    18G1 
six  forces  en  équilibre.  —  Propriétés  de  l'hyperboloïde  à  une^nappe  et 
d'une  certaine  surface  du  quatrième  ordre  (-'.  —  La  première  partie  de 

'''  Depuis  quelques  années  plusieurs  et  278;  t.  Il,  p.  19;  t.  V,  p.  227.  — 

géomètres  se  sont  occupés  des  coui-bes  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques , -2' sé- 

{jauclics  (lu  troisième  ordre.  Nous  citerons  rie,  186a,  p.  287  et  366.  — Journal  du 

particulièrement,  de  M.  11.  Schro(er,  un  Crelle,  t.  LVIU,  p.  i38;  t.  LX,  p.  188, 

Mémoire  inséré  dans  le  Jo«rnfl/ de  Crelle,  ctt.LXJII.p.  1/11.  —  Mcmorie  dell'  Acca- 

t.  LVI,  i8.S8,  p.  27-/I3;  et  de  M.  Cre-  demia  di  Bologna,  a"  série,  t.  111,  i863.) 
iiiona,  divers  Mémoires.  (Voir /limn/î' rf(  '*'    Comptes   rendus,    (.    LU,    1861. 

Mnicmatica ,  de  Kome.l.  1.  i858,p.a6/i  p.  109/1-110/1. 
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(•(•  lr;i\ail  a  l'Ic  inspirée  par  une  coniMiiniicalioii  iiilrressaiilc  <lc 
M.  S\lveslci'  à  lyVcadrniic  des  sciences'''  sur  le  système  de  six 
droites  (|ui  peuvent  être  les  directions  de  six  forces  en  équilibre, 
et  son  olijel  priti(i|ial  a  été  la  proposilion  suivante  : 

(Jiiaiifl  .SU'  /wrcs-  qtn  solliniciil  un  coi'ps  soliih'  libre  se  font  équilibre, 
on  jienl  donner  au  eorpa  un  inouveinenl  iii/innnent  petit,  et  un  seul,  dans 
Irijuel  Jcs  Inijcrtinrea  des  points  de  eliaraiic  des  forées  seront  normales  à 
ces  f  tires,  resperlteenient. 

Cette  pro[)osition  est  liée  inlinienienl  à  une  pro])riété  relative 
à  cin(|  droites  (juelconqnes  de  Icsjjace,  savoir  :  (pioH.  peut  déter- 
miner un  mouvement  infiniment  petit,  et  un  seul,  dans  lequel  les  trajec- 
toires des  dijférenls  points  des  cinq  droites  seront  normales  à  ces  droites. 

(a;  lliéorènie  conduit  à  une  propriété  singulière  de  lliyperboloïde 
gauche  ou  à  une  nappe  : 

Tout  h uperholoide  à  une  nappe  peut  prendre  d'une  infinité  de  manières 
un  mouvement  infiniment  petit  dans  lequel  les  trajectoires  de  tous  les  points 
de  cette  surface  seront  normales  aux  génératrices  d'un  même  système  sur 
lesquelles  se  trouvent  ces  points. 

Pour  produire  un  tel  raouvenient,  il  sullit  de  prendre  pour  axes 
de  rotation  conjugués  deux  génératrices  (juelconques  du  second 
système,  le  rapport  des  deux  rotations  restant  arbitraire.  Dans  le 
mouvement  produit,  les  autres  génératrices  de  ce  système  sont 
associées  deux  à  deux  comme  axes  de  rotation  conjugués*-'. 

L'iiyperboloide  peut  être  ti'ansfoi'iué,  de  deux  manières  difle- 
rentes,  en  une  surface  gauche  du  quatrième  ordre  ou  du  troisième 
ordi'e,  qui  jouit  de  la  même  propriété,  savoir  :  que  cette  surface 
peut  recevoir  un  mouvement  infniinent  petit  dans  leijiui  les  trajectoires  de 
tous  ses  points  sont  normales  aux  génératrices  sur  lesquelles  ils  se  trouvent. 

Ce  travail  se  termine  par  un  ])aragraj)hc  relatif  à  la  Description 

'''   Comptes  roiulii.i,  1.  1,11  :  .S«/-  l'Iii-  ''  Ces  c(iii|ik's  de  génératrices  Je  i'iiy- 

vtiliitioH  don  ligues   dvoiks    dans  l'espace  perljoUiïde  donnent  lieu  h  d'assez  nom- 

ransidiTccs   comme  des  lues  de  i-ululiim,  tireuses  propositions  dont  il  a  été  parlé 

!'■  T'ii-y''-').  préeédeinnieiit  (rlin]).  u,  p.  i  m). 
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(Je  certaines  courbes  gaurhes  de  tous  les  ordres  sur  l'Iiyperholoulc  à  une 
nappe.  Le  caractère  propre  du  mode  de  description  dont  il  s'agit 
est  que  Ion  peut  former  sur  l'hypcrboloïde  des  courbes  dun  ordre 
quelconque  sans  leur  associer  d'autres  courbes  ou  des  droites 
(génératrices  de  l'Iiyperboloïde),  comme  cela  arrive  quand  on 
emploie  l'expression  analytique  des  courbes  résultant  de  l'intersec- 
tion de  l'hyperboloïde  et  d'une  surface  déterminée.  Ce  procédé  de 
description  des  courbes  gauclies  se  conclut  du  tliéorème  suivant, 
dont  quelques  applications  particulières  avaient  été  faites  déjà  aux 
cubiques  gauclies,  comme  on  l'a  dit  ci-dessus  (p.  2^6). 

Si  Von  a  trois  faisceaux  de  surfaces  d'ardre  m,  n,  p  respectivement, 
dans  lesquels  les  surfaces  se  correspondent  trois  à  trois  anliarmoniquemoU, 
le  lieu  des  points  d'intersection  de  trois  surfaces  correspondantes  est  une 
courbe  à  double  courbure  d'ordre  (mn  +  np  +pm). 

Que  l'on  prenne,  pour  le  second  et  le  troisième  faisceau,  des 
plans  passant  par  deux  droites  fixes,  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  correspondants  engendre  un  byperboloïde,  et  l'on 
peut  dire  que  cette  droite  correspond  à  la  surface  du  premier  fais- 
ceau, correspondante  elle-même  aux  deux  plans.  Il  en  résulte  ce 
théorème  : 

Si  l'on  a  un  faisceau  de  surfaces  d'ordre  m  et  un  hyperboloïde  à 
une  nappe  dont  les  génératrices  d'un  même  système  correspondent  anhar- 
moîiiquement  aux  surfaces,  le  lieu  des  points  d'intersection  de  chaque  sur- 
face et  de  la  génératrice  correspondante  est  une  courbe  gauche  d'ordre 
2  m  -f  1. 

De  sorte  qu'on  décrit  sur  l'hyperboloïde  des  courbes  d'ordre 
inq)air,  de  même  que  des  courbes  d'ordre  pair,  sans  qu'elles  soient 
accompagnées  d'une  ligne  droite  ou  d'autres  lignes  étrangères  à  la 
question  ('^ 

iS'Mr  la  Surface,  et  sur  la  Courbe  gauche,  lieux  des  Sommets  des  Canes    i8(!i 

'''  Cet  article  des  Comptes  rendus  a  6l6  suivi  de  reclierclies  analogues  de  M.  Crcinona  : 
Sur  lex  courbes  ifaucltcs  décrkcs  sur  l'Iiyperboloîdc  à  une  unppe.  (T.  Ml ,  p.  i  "i  i  ij-i  '\-2''>.) 
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(lu  second  ordre  qnt  diviseiil  harmotiujuenuml  hix  ou  sept  Sfipnciils  rcrli- 

ligiirs  pris  sii)'  des  droites  dans  l'espare'-^K 

Les  propositions  (l(''moiilr(''('s  dans  ce  travail  dérivent  d  un  théo- 
rème «[énéral  conceniant  I(!S  (ijfures  lioinorjra])liiquos,  d'après  le- 
quel :  Si  ton  a  quatre  fijures  homoip'ap}) ligues  dans  l'espare,  le  lieu 
d'un  point  par  on  passent  quatre  plans  lioinolojjues  des  quatre  fleures 
est  une  surface  du  quatrième  ordre.  De  là  on  conclut  divei'ses  pcoposi- 
lions,  parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes  : 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  qui  divisent  harmoni- 
ijucment  six  seipnents  est  une  surface  du  quatrième  ordre. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  qui  divisent  liar  mimique  ment  sept  seg- 
ments est  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre. 

On  peut  supj)oser  que  cliaejue  serment  se  réduise  à  un  point,  et 
que  les  cônes  passent  par  ce  point.  Alors  on  conclut  du  pi'enner 
théorème  que  le  heu  des  sommets  des  cônes  q%d  passent  par  six  points 
est  une  surface  du  quatrième  ordre^-K  La  cubique  gauche  déterminée 
j)ar  les  six  ])oints  est  située  sur  cette  surface.  On  reconnaît  immé- 
diatement que  les  quinze  droites  qui  joignent  les  six  points  deux  à 
deux  sont  aussi  sur  la  surface,  ainsi  que  les  quinze  droites  d'inter- 
section des  couples  de  plans  déterminés  par  les  six  points  pris  trois 
à  trois. 

iSfii.  Description  par  points,  d'une  manière  uniforme,  des  deux  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre,  de  la  courbe  à  nieud  et  de  la  courbe  du  troi- 
sième ordre^'-^K  —  Les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  sont  de 
deux  genres  :  les  unes  proviemient  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  ordre;  une  droite  ne  peut  alors  s'appuyer  qu'en 

'"'    Coiiijilci    rnndiis ,    t.    I.ll,     i8()i,  XfiCamtmdgeamlBubliuMalItemuhcalJour- 

[).  1 157-1  ififl.  ml,  t.  V,  i85o,  p.  58-(>().  M.  Cayley  en 

'"'    (]e    théorème    a   étd   énoncé    pur  a   donni';  une  dénionstralion   analytique 

M.  Wedille  à  la  suite  d'un  Mémoire  sur  (  GxHyite  rrar/u.?,  t.  I.It .  p.  i'.ii()-i>.>i8). 
les  théorèmes  de  l'espace  analogues  aux  '''  CdWjilcs  rnutiix ,  t.    1,111,  p.   707- 

Ihéorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon,  dans  77.'!. 
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deux  points  sur  la  courbe;  les  autres,  qu'où  dit  de  seconde  espèce,  sont 
l'intersection  d'une  surface  du  troisième  ordre  et  d'un  hyperboloïde 
dont  deux  génératrices  sont  situées  sur  la  surface.  Les  autres  gé- 
nératrices du  même  système  s'appuient  sur  la  courbe  en  trois  points, 
et  celles  du  second  système  n'ont  qu'un  point  sur  la  courbe. 

Les  courbes  de  première  espèce  (celles  qui  sont  l'intersection  de 
deux  surfaces  du  second  ordre)  peuvent  avoir  un  point  double  ou 
un  point  de  rebroussement ,  ce  qui  fait  deux  variétés.  Par  exemple, 
si  l'une  des  surfaces  est  un  cône  ayant  son  sommet  sur  l'autre,  la 
courbe  a  un  point  double  au  sommet  du  cône,  et  ses  deux  tangentes 
en  ce  point  sont  les  arêtes  du  cône  comprises  dans  le  plan  tangent 
à  la  surface.  Si  ces  arêtes  sont  imaginaires,  le  point  double  devient 
un  point  conjugué;  et  si  elles  se  confondent ,  ce  qui  a  lieu  quand  le 
plan  tangent  à  la  surface  est  aussi  tangent  au  cône,  le  point  double 
devient  un  point  de  rebroussement. 

Les  constructions  particulières  de  ces  diverses  courbes  dérivent 
simplement  du  mode  général  de  description  des  courbes  d'ordre 
(awt+i)  sur  l'hyperboloïde,  dont  il  a  été  question  dans  le  travail 
précédent. 

Dcscriplion  des  courbes  gauches  de  tous  les  ordres,  sur  les  surfaces    iSGi 
réglées  du  troisième  et  du  quairièiiie  ordre^^K  —  11  s'agit  ici  générale- 
ment de  la  description  de  courbes  d'ordre  (/fm  +  «)  sur  une  sur- 
face réglée  d'ordre  h. 

Cette  surface  d'ordre  h  se  construit  au  moven  d'une  courbe  ])laue 
d'ordr(;/,:  ayant  un  point  multijjle  d'ordre  (/.  —  i),  afin  que  les  points 
de  cette  courbe  puissent  se  déterminer  iiulividuellement.  On  prend 
sur  une  droite  iixe  de  l'espace  des  points  ([ui  correspondent  anbar- 
nioni(jucm<'iit  aux  points  de  la  courbe  :  Les  droites  qui  joignent  les 
points  correspondants  sont  les  génératrices  de  la  surface  d'ardre  k. 

Pour  fornu'r  sur  cette   surface  d'ordre  k  des   courbes   d'ordre 

■''   C.nmplcs  rciidvx.  t.  1,111.  p.  HS'i-SîSf). 
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(km+ii),  un  (lisli'ibiic  ses  jj(''ii(''rali']ces  en  )i[n)ii|)es  en  iiiNohiliun 
(le  H  ijéiiéralriccs,  et  l'on  lail  coiTospoiitlre  ces  «jroiipcs  aux  suiiacos 
(l'un  liiiscoau  trordrc  m  :  Le  lieu  des  points  d'iiHimechon  des  généra- 
trices de  eiuiqne  ijroiijie  et  de  la  surface  correspondante  est  une  courbe 
d'ordre  (kni+ii). 

Laulcur  l'ail  observer  que,  bien  qu'il  ail  pris,  pour  foi'mer  la 
surface  ré[jlce  d  ordi'e  /■',  une  courbe  plane  de  cet  ordre  à  jtoinl  mul- 
tiple d'ordre  (A:—  i),  on  peut  prendre  toute  autre  courbe  d'ordre  le, 
douée  de  divers  points  multiples,  salislaisant  à  la  condition  que  les 
points  de  la  courbe  se  déterminent  individuellement.  Ces  courbes 
se  représenteront  dans  des  recberclies  subséquentes. 

i.sGi.  Théorie  analytique  des  courbes  à  double  courbure  de  tous  les  ordres 
tracées  sur  l'Iiyperboloïde  à  une  nappe'^^\  —  On  a  pu  fidre  souvent 
cette  observation,  que  les  méthodes  les  plus  siuq)les  dans  les  ques- 
tions de  l'espace  sont  celles  qui  s'appliquent  d'elles-mêmes  au 
cas  de  la  Géométrie  plane.  La  Géométrie  de  la  sphère  en  offre  un 
exemple.  On  est  donc  conduit  à  penser  qu'au  lieu  de  considérer 
les  courbes  gauches  dans  l'espace  absolu,  au  moyen  de  relations 
entre  les  trois  coordonnées  de  chaque  point,  c'est  sur  des  surfaces 
déterminées,  dont  la  surface  plane  ne  sera  plus  qu'un  cas  par- 
ticulier, qu'il  peut  y  avoir  avantage  à  les  étudier. 

Les  courbes,  ainsi  groupées  par  familles,  auront  leurs  propriétés 
spécifiques,  propres  à  la  surface  sur  la([U('lle  elles  seront  formées; 
mais  elles  auront  aussi  certaines  propriétés  générales  communes  à 
toutes  :  ces  propriétés  constitueront  la  théorie  générale  que  fou  au- 
rait pu  avoir  en  vue  en  euq)lovant  tout  d'abord  le  système  de  trois 
(•ooi'doiinées. 

Pour  étudier  les  courbes  gauches  par  familles  sur  des  surfaces 
dilféreiites,  on  aui'a  à  rechercher  sur  clHuiue  surface  divers  [)rocédés 
de  génération  des  courbi's  par  points,  et  les  systèmes  de  coordonnées 

'''   Com/i/C'î  )v7ir/».s-.  I,  1,111.  |i.  ()Sr)-(((ji;.   i(iy--ioS(),   i-M)3-i->io. 
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curvilignes  propres  à  leur  représentation  analytique.  11  suOira  de 
rappeler  ici  les  beaux  résultats  qu'a  procurés  la  théorie  des  coor- 
données elliptiques  à  trois  variables,  introduite  par  M.  Lamé  dans 
les  questions  de  l'espace  et  appliquée  par  MM.  Jacobi,  Liouville, 
et  d'autres  géomètres  depuis,  à  l'étude  des  lignes  géodésiques  sur 
la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Les  surfaces  réglées  paraissent  devoir  offrir  de  grandes  facilités , 
relatives  du  moins,  dans  l'étude  des  courbes  à  double  courbure,  à 
raison  de  leurs  génératrices  rectilignes,  qui  seront  un  élément  aussi 
simple  qu'on  puisse  le  désirer,  soit  pour  la  description  des  courbes 
par  points,  soit  dans  le  système  de  coordonnées  dont  on  fera  usage. 

On  vient  de  voir  effectivement,  dans  l'article  précédent,  que  l'on 
peut  décrire  d'une  manière  uniforme  des  courbes  de  tous  les  ordres 
sur  toute  surface  réglée  d'ordre  quelconque,  au  moyen  des  géné- 
ratrices de  la  surface. 

Mais  l'hyperboloïde  à  une  nappe  se  distingue  entre  toutes  les 
surfaces  réglées  par  une  ]iropriété  qui  lui  appartient  exclusivement  : 
c'est  d'avoir  un  double  système  de  génératrices  rectilignes.  Ces  deux 
séries  de  génératrices  donnent  lieu  à  un  système  de  coordonnées 
rectilignes  qui  présente  de  l'analogie  avec  le  système  en  usage  sur 
le  plan. 

Une  courbe  gauche  d'ordre ])  +  </,  c'est-à-dire  qu'un  plan  coupe 
en  (p  4-7)  points,  est  représentée  ])ar  l'équation 

xP  [ajji  +  l)iji~^  +  ■■■)  +  a-f-'  (a'yl  +  Inf-'^  +  •  •  •  )  ^-  •  •  ■  =  o , 

(|ui,  sur  le  plan,  est  celle  d'une  courbe  de  même  ordre,  avant  deux 
points  multiples  àriuhiii,  l'un  d'ordre  c/  sui'  l'axe  des  a-,  et  laulrc 
d'ordre  p  sur  l'axe  des  ^. 

L'application  de  ce  systènu'  de  coordonnées  aux  nombreuses 
(jueslions  relatives  <i  la  théorie  des  courl)cs  tracées  sur  l'hyper- 
boloïde a  été  le  sujet  de  trois  communications  à  l'Académie  dans 
les  séances  des  2,10  et  .^o  décend)rc  18G1. 

On   considère   successivcmeiil   li-s  iiroiuiétés  :   1"  d'une  courbe 
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pauclic  (Vordre  {p  +  <l)  ])ouvant  posséder  des  points  nuilliplcs; 
9°  do.  la  dévcloppahlc  enveloppe  des  plans  osculateurs  de  la  courbe; 
.')°  d  lin  cùne  nieiir  par  la  conrlje;  /i"  de  la  dévelop[)al)le  circons- 
criU'  à  riivpeiholoïde  suivant  la  courbe;  puis  la  génération  des 
courbes  gauches  par  deux  faisceaux  de  courbes  d'ordre  inférieur, 
et  les  ])ro|)riétés  de  ces  faisceaux  de  courl)es. 

M.  IMiicker,  dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Matlié- 
mnliqucs  de  Crelle  ">,  et  M.  Caylcy,  dans  le  Pliilo.wpliical  Magazine 
(juillet  18G1),  avaient  déjà  conçu  l'idée  du  système  de  coor- 
données sur  riiyperboloidc  dont  il  s'agit,  mais  sans  en  faire  l'appli- 
cation aux  nombreuses  questions  que  comporte  la  théorie  des 
courbes  gaucbes. 

L'analofjie  entre  les  équations  des  courbes  gaucbes  et  celles  des 
courbes  planes  provient  de  ce  que  celles-ci  sont  la  perspective  des 
courbes  gaucbes  sur  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  l'Iiyper- 
boloïde  au  point  qui  sert  de  centre  à  la  perspective.  Cette  considé- 
ration permet  d'appliquer  immédiatement  aux  unes  les  propriétés 
des  autres  '^*. 

!  809.  Propriétés  des  cotirhes gnuches  du  quatrii-inv  ordre  de  première  espèce  '''. 
—  11  s'agit  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  second 
ordre  et  de  ses  deux  variétés,  à  j)oint  double  et  à  point  de  rebrousse- 


f  T.  XWIV,  année  18/17. 

'''  Celte  correspondance  entre  les  points 
d'une  surface  du  second  ordre  et  les  points 
d'un  plan  s'élentl  aux  surfaces  gauches 
du  troisième  ordre,  parce  qu'elles  ont  une 
courbe  double,  de  chaque  point  de  la- 
quelle on  mène  des  droites  qui  ne  ren- 
contrent la  surface  qu'en  un  seul  ])oint,pt 
aux  surfaces  gauches  du  quatrième  ordre 
qui  ont  un  point  umltij)le. 

M.  (llebsch  a  démontré  qne  la  sLulace 
générale  du  troisième  ordre  jouit  de  la 
inèrne  |iiopriélf''.    et   (pielle   est   la   seule 


parmi  les  surfaces  d'ordre  supéi'ieur. 
L'ordre  d'une  courbe  plane  et  ses  points 
multiples  étant  connus,  M.  Clebsch  déter- 
mine l'ordre  de  la  courbe  gauche  qui  lui 
correspond,  le  nombre  des  plans  tangents 
de  cette  courbe  passant  par  ime  droite, 
le  nondire  de  ses  plans  osculateurs  passant 
par  un  ])oiut,  et  le  nombre  des  plans  ([ui 
nul  avec  la  courbe  un  contact  du  troisième 
ordre.  (Voir  Comptes  reiulus,  t.  LXII. 
i8(>(j,  p.   1  I  1,").) 

'''   (MiiipIfK  rriidiix.  I.  LIV.  p.  3 1  J--^-^  '1 
et  /ii8-'ia.y 
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meiil.  Voici  quL'lques-uucs  des  propositions  obtenues  dans  ce  Mé- 
moire. Nous  désignerons  les  courbes  par  C4. 

Huit  points  de  l'espace  déterminent  une  C4.  Une  Ci  pure  tracée 
sur  un  bvperboloïde  à  une  nappe  est  tangente  à  quatre  génératrices 
de  chacun  des  deux  systèmes.  Les  quatre  points  de  contact  donnent 
lieu  à  diverses  propriétés.  La  courl)c  à  point  double  n'est  tangente 
(|u'à  deux  génératrices  de  chaque  système,  et  la  courbe  à  ])oint  de 
rebroussement  à  une  seule.  Par  une  droite  on  ])eut  mener  huit  plans 
tangents  à  une  C4  pure,  six  à  une  C,j  à  point  double,  et  cinq  à  une 
C4  à  rebroussement.  Dans  le  premier  cas,  les  huit  points  de  con- 
tact sont  la  base  d'un  faisceau  de  courbes  du  quatrième  ordre  dont 
la  proposée  l'ait  partie. 

La  développable  osculatrice  à  une  C4  pure  est  du  huitième  ordre 
et  de  la  douzième  classe;  à  une  C4  à  point  double,  du  sixième  ordre 
et  de  la  sixième  classe;  à  une  C4  à  rebroussement,  du  cinquième 
ordre  et  de  la  quatrième  classe. 

La  courbe  nodale  de  la  développable  osculatrice  est  pour  une  C^ 
pure  du  seizième  ordi'e  et  rencontre  chaque  génératrice  de  la  dé- 
veloppable en  quatre  points;  pour  une  C4  à  point  double,  elle  est  du 
sixième  ordre,  et  rencontre  chaque  génératrice  de  la  développable 
en  deux  points;  et  enfin,  pour  une  C^  à  point  de  rebroussement,  la 
courbe  nodale  est  une  conique  qui  rencontre  chaque  génératrice  de 
la  développable  en  un  seul  point. 

Un  paragraphe  est  consacré  à  la  développable  circonscrite  à  une 
surface  du  second  ordre  suivant  la  courbe  du  quatrième  ordre.       ' 
Cette  développable  est  circonscrite  à  une  iufinilé  d'autres  surfaces 
du  second  ordre''';  etc. 

Propriélén  dé  la  surface  (h'rcloppablc  circonscrite  à  deux  surfaces  du    iHfi^. 
second  or dre^"^'.  —  A  la  courbe  C„,  intersection  de  deux  surfaces  du 

'■'  Ce  (ravail  a  donné  lion  aussitôt  à        (Voir  Comptes  rendus,  t.   \A\\  \k  GoA- 
(l'inipoi'laiiles  rcchcrclics  ilc  M.  Crcmona         608.) 
snr  les  (li'n'PJnppalilpsdn  rinf|iiii''m(<  nrdrf.  '''   Comptes  rnnUis .  t.  i,l\  .  |>.  7  1  5-7-ja. 
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second  ordre,  correspond  corrélalivement  la  surface  développable 
cirronscrite  à  deux  surfaces  du  second  ordre.  Celte  développable 
adiMcl  deux  variétés  qui  se  rapportent  aux  cas  où  les  deux  surfaces 
ont  un  ])oinl  de  contact  simple,  ou  un  point  de  contact  avec  oscu- 
lation  dans  une  direction  donnée. 

La  développable  générale  est  du  huitième  ordre  :  dans  le  cas  où 
les  deux  surfaces  ont  un  point  de  contact  simple,  elle  est  du  sixième 
ordre,  et  dans  le  cas  d'un  contact  avec  osculation  dans  une  direction, 
du  ciurpiième  ordre. 

Les  ])ropriétés  de  la  dévelo])pablc  générale  du  huitième  ordre 
ont  été  exposées  dans  le  précédent  Mémoire;  et  celles  des  deux 
variétés  de  cette  développaljle  se  trouvent  dans  le  travail  actuel  '. 


Théorie  des  systèmes  de  sections  conioles  satisfaisant  à  qiatre  conditions 
DONNÉES. — Détermination  du  nombre  des  coniqies  satisfaisant  à  cinq  conditions. 

i,S(;4.  1.  On  n'a  point  eu  d'autre  méthode  jusqu'ici,  soit  pour  étudier 
les  propriétés  d'un  système  de  coniques  satisfaisant  à  quatre  condi- 
tions données,  soit  pour  déterminer  le  nombre  des  coniques  satis- 
faisant à  cimj  conditions,  que  la  méthode  anahtiipie  de  Descartes, 
qui  consiste  à  représenter  une  coniijue  par  ré([uation  générale  du 
second  degré  entre  les  coordonnées  de  cliaquc  |)oint, 

nx-  +  hxij  +  cif  +  dx  +  r_y  +  /"=  (  > . 

Ce  ([ui  ramène  la  ijuestionà  la  détermination  des coeflicients^^  />..., 
d'après  les  conditions  données'^'. 


'''  Nous  rappotlf'i'oiis  ici  qu'on  doit  ;i 
M.  Cnyley  les  premières  redicrclKS  yi'iie- 
iviles  sur  les  courljcs  gniiclies  d'ordre 
quelcon(|uc  cl  tours  dévcto[)pables  oscu- 
latrices,  insérdes  dans  le  Journal  de  Ma- 
llicmatùjucs  de  M.  Liouvitle,  l.  X,  i84.5; 
et  qu'ensuite  M.  (1.  Satnion  en  a  l'ait  le 
suji't    d'une   rlnde   fort   étendue,    sur   la 


elassilicatiou  de  ces  enurlies,  dans  le  (^aiih 
iiit)/fe  (iiiil  Dtdilin  Matliciiialiciil  Joiinial . 
t.  V,  i85o. 

'^'  On  conçoit  que  ce  que  nous  disons 
(te  la  mëttiode  des  coordonndes  de  I)es- 
carles  s'entend  des  coordonnées  tanjjeu- 
lietles,  et  en  {j(^néral  do  tout  système  de 
(•(iiirdonuiM.'s. 
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Ici  le  calcul  présente  de  grandes  dilficultés,  qui  sont  de  deux 
sortes.  On  a  d'abord  à  exprimer  chaque  condition  donnée  par  une 
équation  dite  de  condition,  entre  les  cinq  coefficients  indépendants 
de  léqualion  générale.  Puis ,  si  l'on  est  parvenu  à  foi'uier  ces  cinq 
éc{uations  de  condition,  il  faut  en  tirer,  par  les  méthodes  d'élimina- 
tion, les  valeurs  des  cinq  coefficients.  Or  chacune  de  ces  opérations 
différentes  pi'ésente  des  difficultés,  le  plus  souvent  insurmontables. 
Aussi  la  théorie  des  coniques,  en  ce  qui  concerne  les  questions 
dont  il  s'agit,  n'a  fait  jusqu'ici  aucun  progrès;  car  on  n'a  encore 
traité  que  quelques  cas  très-restreints,  dans  lesquels  on  associait 
aux  conditions  élémentaires,  de  passer  par  des  points  et  de  toucher 
des  droites ,  à  peine  une  ou  deux  autres  conditions,  et  même  très-peu 
variées. 

2.  Différentes  communications  faites  à  lAcadémie  dans  le  cours 
de  l'année  i86i'"  ont  eu  pour  objet  d'exposer  avec  tous  les  déve- 
loppements qu'elle  comportait  une  méthode  purement  géomé- 
trique, affranchie  des  équations  de  condition,  et  dès  lors  des  deux 
genres  de  difficultés  que  nous  venons  de  signaler. 

Par  cette  méthode  on  exprime  un  système  de  coniques  assujetties 
à  (|uatre  conditions,  d'une  manière  qui  se  prête  à  la  recherche  de 
toutes  les  propriétés  du  système.  Et  l'on  parvient  immédiatiMnciit 
à  une  formule  générale  qui  fait  connaître  le  nombre  des  coni({ues 
satisfaisant  à  cinq  conditions. 

A  oici  lirièvemciit  quel  est  le  principe  de  cette  méthode  : 

iJn  système  de  coniques  assujetties  à  quatre  conditions  est  défini 
par  deux  éléments,  qui  sont,  l'un  le  nombre  des  comques  du  svstème 
(pii  passent  jiar  ini  point  donné  (|iielcon({ue,  et  l'autre,  le  nombre 
des  conicpies  qui  louchent  une  droite.  Ces  deux  nombres  sont  tou- 
jours déterminés  dans  un  svstème  de  coniques;  car  la  condition  que 

'''  CnmplcK  rendu/;  Itvlidomaduircs  des  du  7  iiiiirs,  du  7  juin;  ot  t.  I,I\  ,  séances 
séances del'Acctdcmiede.tsciences,l.\j\\\l,  du  h  cl  ilu  1 S  juillet,  du  1"  et  du 
ififii.  spancos  du  t"  fl   du  i.t   ff^vrinr.         9a  août. 

'7 
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ces  coiirlx's  |);iss(;iil  |iiii'  un  piiiiil  diiimi'  csl  iiiie  nii(|ni(~'iii('  coiuli- 
lioii  (jiii  liill  ipic  les  coimiucs  soiil  en  ikimiIiic  (li'lniiiiiir.  Kl  de 
iiiriiK'  noiir  la  coikIiIidii  iIc  lonclici'  une  droilc. 

(les  lieux  iKHulires  snul  ii|)|)el(''S  les  nnvrU'nsliiiiics  du  syslènie, 
l'I  soiil  (l(''si;;iii''S  par   les    lellres  fji,  r;   cl  Ion  dil    le  si/sinitr  {ix,  v). 

Si  Fou  \eul  e\|uiuier  (|ue  ces  caracléiisli(|ues  apparlieinieul  à 
MM  svslèiue  |iarlicidiei-  déleirunié  par  (|ualre  cDiidilioiis  données, 
renrc'seiih'es  par  Z,  Z',  Z',  Z ',  on  ('"cril 

(Z,    Z'.    Z",    Z'")    V.:    (fX.    ,/). 

Les  dcnx  ciiraclcrisliqu/'fi  pi,  r  snllisenl  pour  Faire  connaîlro  loiîles 
les  proprii'li's  du  syslènie,  cesl-à-dire  rpu'  cliacniu'  de  ces  propri(''l(''S 
s'exprime  pai-  une  ionclion  des  deux  lujniltres  pi,  v  :  ccUv  Inncllon 
est  (onjonrs  un  lininuie  tel  (pu-  (afx  +  ê'v),  on  I  un  des  coellicienis 
a,  €  peut  èlre  nul. 

.').  Ainsi,  Ton  trouve;  (pu;  :  Le  lieu  des  xommels  (1rs  ronûpics  <]'iin 
xijslnnc  (fA,  1')  f'st  une  rovrlie  de  l'ordre  (^•.ifji+l]v). 

Le  lii'ii  ili's  foijrrs  des  cmnijiies  esl  une  eaiirhe  d'ordre  .'!i'. 

La  eoiirhe  ein'elojijie  des  o.rrs  des  eomqiies  est  de  la  elasse  {fx+v). 

La  eoiirlie  eiirelopjir  des  direcirices  esl  de  hi  ehisse  (2fi+''). 

Le  iioiiihre  des  i-oiii(ji(es  iini  dinsciil  un  sroineiil  donné  dons  un  rap- 
porl  nnluinnonitiiie  donné  esl  -iix. 

Le  noniiire  di's  eoniqnes  qui  sonl.  rues  il  un  point  donné,  sons  nn  inijile 
donné,  est  \>,v. 

Le  nonilire  des  eoniqnes  qui  loneheni  nne  eoui'he  de  l'oi-dre  ni  et  de  la 
elasse  \\  esl  (npi+nir):  elc. 

In  l'ail  liieii  iinportaiil,  ipie  Ton  ne  pouvait  \ivé\o\v  a  prwri, 
c'est  ipie  la  recli('rclie  de  ces  iionilu'es  (^afx+ëv),  ipii  expriinent 
les  propri(''l(''s  du  svsiènie  {ix,  v).  se  l'ait  avec  une  lacdilé  extrême 
pai'  une  melliode  jn'iK'raJe  dont  nous  dirons  \i'  prmcipe   plus  loin. 

!\.    I)  après  c(da.  le  nmiilire  des  c(nii(|ues  (ini  satislonl  à  ciii(|  <'oii- 
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dilioiis  (lomiéps  Z,  Z',  Z",  Z",  Z"  s'cxpriiiK;  parla  formule  siiivaiile, 
dans  laquelle  a,  é'se  rapportonl  à  la  coiidiLioii  Z;  a',  é",  à  la  condition 
Z',  et,  ainsi  des  autres  :  ■       •      . 

N(Z,  Z',  Z",  Z'",  Z")  =  aa'  a"a"'a"+-"?i^aa'a"a"'^''  +  li1act'a"ë"'ê" 

+  /i  i:  a  a'  g"  g'"^^  +  o.  i:  a  ^  ^'  6"'  S" + ^s"  r  r  ^'. 

La  lettre  —  indique  une  sonnue  de  tenues  lorinés  seinhlablenient, 
chacun  avi'c  cinq  des  paramètres  a,é',  œ',  etc.  comme  facteurs. 

dette  formule  générale  donne  aussi  l'expression  des  caractéris- 
ti([ues  du  système  de  coniques  satisfaisant  à  quatre  conditions, 
Z,  Z',  Z",  Z'".  Ces  caractéristicjues  sont  le  nombre  des  coniques 
(jui  passent  par  un  ])oint,  et  le  noiuhre  des  coni([ues  qui  touchent 
une  droite. 

La  première  se  lire  de  la  formule  générale  ci-dessus,  où  la 
condition  Z"  sera  (jue  les  coniques  passent  par  un  point,  condition 
à  laquelle  on  satisfait  par  la  double  Inpolhèse  ce"  =  i  et  ê"  =  o;  car 
alors  le  binôme  (a"j^  +  €"v),  qui  exprime  le  nondîre  des  coni([ues 
satisfaisant  à  la  condition  Z'\  se  réduit  à  fi,  qui  ell'ectivement  est  le 
uondjre  des  coniques  qui  passent  par  un  point.  De  même  on  obtient 
la  seconde  caractéristi(pie  N  (Z,Z',  Z",  Z'",  i  d.)  en  faisant  dans  la 
formule  générale  a"'=o  et6'"=i.  On  a  ainsi  la  formule 

(Z.Z',Z",Z"')=[aa'a"a"'+'),i:aa'a"é"'+/i2aa'é"r+ilag"g"S"'+ygg'g"g"', 
•'.  aa'a"a"'+  h  il aa'a"ê"'+  Ix  i]  aa'S"6""+  a  i^ aê''6"é"'+  ëS'ê"ë"'J , 

pour  l'expression  des  caractéristicpies  du  système  de  coniques  satis- 
faisant à  quatre  conditions  données  Z,Z',  Z",  Z". 

5.  l'uis(|ue  les  propriétés  du  système  (fi,  r)  s'expriment  toujours 
pai'  un  imiôuK!  (afi  +  é'v).  "u  en  conclut  celte  consé([ueuce  Irès-re- 
riiiiri|uahle.  (pie  deux  jiropnrtés  d'un  sijslcinc  siiUlscnt  pour  déterminer 
les  ilei/.r  ri(riirlérish(jiies  el ,  par  sinle,  loules  les  (iiilres  prajinclés  du  sijs- 


-i(iO  I!  VI'I'OIIT  SLU  LKS  l'IlOUliKS 

(èmc.  En  (raiilri's  Icriiics  :   /  n  si/siriiic  cal  di'jini  pai-  (Irii.r  dp  ses  pro- 

prtrlés. 

(Jiic  Ton  (lise,  piii'  cxciiiplc,  (jiic  r('tiv('l()|i|)('  des  (lin>clriccs  des 
(•()iii(jii('s  (lu  syslèmi!  est  une  courbe  dt;  la  ciii(|ii)èuie  classe,  el  le 
lieu  de  leurs  souiiuels  uue  courbe  du  septième  ordre,  on  aura  les 
deux  é(|uali(ins  -la+v—',),  ipL  +  3v  —  ']  ;  doù  ju,  =  2  et  r'=i.  Les 
(•aracléristi(|nes  du  système  sont  donc  •>,  et  1,  cl  Ton  en  conclut 
toutes  les  proj)riétés  du  système. 

G.  Dans  tout  système  de  coinr[ues,  il  existe  en  ijéjjéi-al  deux 
sortes  de  cas  particuliers  de  ces  courbes:  elles  peuvent  être  on  l'en- 
seniblc  di'  deux  droites,  nu  l'eiiseudile  de  deux  points.  I^a  laison 
en  est  liieu  simple;  cest  qu  ou  peut,  en  [[éuéral.  d(''terniiner  uu  ou 
])lusieurs  systèmes  de  deux  droites,  ainsi  (ju'un  ou  plusieurs  sys- 
tèmes de  deux  ])oints  satisfaisant  aux  (piatre  conditions  du  système 
de  coni([iies.  Un  système  de  deux  points  j)eut  d'ailleurs  être  consi- 
déré comme  leprésentant  une  coiiit|ue  iujiniincnt  aplatie  dont  les 
deux  [)t)uils  soid  les  sounnets. 

Le  nondjre  de  ces  cas  particuliers,  nous  pouvons  dire  de  ces 
coniques  e.vrrplionneUes  on  quusi-roniques,  se  peut  déterminer  et  s'ex- 
piinie,  de  mèuie  cjue  toutes  les  propriétés  du  système,  en  fonction 
des  deux  caraclérisiiciues.  Lesconi(iues  rejursentées  par  deux  droites 
sont  eu  nombre  a)»--fx,  et  les  conii[ucs  inliunnenl  aplaties  en 
nond)i'e  -'.fx  -  v.  0\\  voit  ainsi  (pie  les  deux  caractéristiques  ont  des 
limites  nnméi'i(pn's  telles,  (pie  cbacune  d'elles  est  toujours  com- 
jirise  eiilri"  la  moitié  et  le  ibuible  de  l'aiilre.  limites  ([u'elles  peuvent 
aMeindre'' ,  el  (|ue,  dans  tout  s\slème  de  coni([ues,  il  existea  +  r 
(■o)ii(iiies  e.rrrplif)iiiielh's,  d'une  espèce  ou  de  l'aulre. 

î^.lais  il  se  présente  ici  un  l'ait  bien  remaivpiable  :  ces  nombres 
'.'.y,  — î',  '.«v  —  fx,  de  même  (jm^  f^  +  v,  n'expriment  pas  des  nombres 
ejferlifs,  jiarce  (jue  cbacune  de  ces  quasi-roinques  peut  avoir  un  cer- 

'''  ("o.sl-iVdirc  i\[\"n  Irjj.inl  do  (i.  par  ('M'iii[)1c'.  iiii  ;i  loiijmii's  ;i  =  nil>  -,  et  (x  ==  ou 
<  2t'. 
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tain  ordre  (le  inulliplicilé.  c'esl-à-dirc  jiiMtt  coinplei'  |h)hi'  [tliisieurs, 
comme  si  plusieurs  coïncidaient  ensemble;  ce  qui  alors  en  réduit 
le  nombre  elTcclir.  Les  systèmes  élémentaires  nous  en  offrent  des 
exemples.  Ainsi,  dans  le  système  de  coniques  inscrites  dans  un  qua- 
drilatère il  existe  trois  coniqnes  inliniment  aplaties,  dont  cbacune 
conqite  pour  une  seule;  mais  dans  le  système  de  coniques  tan- 
oentes  à  trois  droites  et  |)assant  par  un  point,  on  il  existe  aussi 
trois  coni(|ues  inliniment  aplaties,  cbacune  compte  pour  deux; 
et  dans  le  système  de  com'([ues  tangentes  à  deux  droites  et  passant 
par  deux  points,  où  il  n'existe  <|u'une  coniipu'  iidiniment  aplatie, 
elle  conqttc  pour  quatre. 

Lors(|u'on  peut  déterminer,  dans  un  système  de  coniques  qui 
doivent  satisfaire  à  quatre  conditions  données,  le  nombre  effectif 
des  quasi-coniques  de  cbafjue  espèce,  et  Tordre  de  multiplicité  de 
cbacune  d'elles,  les  deux  nombres  ^pi  — v  et  21»  —  fx,  se  trouvent 
connus,  et  l'on  en  conclut  les  valeurs  des  deux  caractéristiques'''. 

7.  Nous  avons  dit  ci-dessus  (3)  (|ue  dans  tonte  cette  tliéorie 
des  systèmes  de  coniques  il  existe  un  procédé  général  de  recberche 
et  de  démonstration  fort  sinqjle,  par  lef|uel  on  détermine  les  pa- 
ramètres a,  é'du  binôme  (a^a-l-é'v)  qui  exprime  soit  une  propriété 
du  système  (fx,  r),  soit  le  nombre  des  coniques  de  ce  système  (jui 
satisfont  à  une  condition  donnée.  Cette  métliode  consiste  en  \\\\ 
principe  de  correspondance  entre  deux  séries  de  points  sur  une  droite, 


'''  M.  Zciitlieiia  fait  de  cette  siiigiilii're 
]ii'oj)ii(!té  de  multiplicité  de  clinqiic  (ftiasi- 
ctmique  la  base  d'une  Nouvelle  Miiliudc 
jnrnr  dêlcrminer  tes  caracléristiijiics  dex 
sjjHl'emes  de  coniques.  F,es  nombreuses  ([uei?- 
liiiiis  traitées  dans  ce  Irès-remarquaiili'  l't 
iMi[iortanl  travail  se  raj)|)orlent  piincipii- 
li'uicnt  à  la  théorie  des  contacts  nudti[)!es 
et  (tordre  supérieur  des  coin'ijues  d'un 
syst(';nu'  avec  inie  ou  plusieurs  courbes 


d'ordre  quelconque  ;  (juestions  parfois  fort 
épineuses,  dontM.  Zenlbena  sunuonléles 
dillicultés  avec  autant  de  rigueur  (]ue  de 
talent  et  de  sûreté  de  jugement.  (  Voir  Nj/t 
Ilidrag  til  Lœrcn  cm  Si/stemer  tifh'cglesnil, 
drr  ère  undcrlcaslede  fi  Welhvreker.  K  jebeii- 
lia\n,  in-S\  iSfio;  —  (/implc.siriidii.i  de 
rAciideiiiic  des  sciences ,  L  L\1V,  iSliy, 
p.  •>(')•.!  ;  —  Nouvelles  Annules  de  Malkènia- 
tiijues,  '}'  série.  I.  V.  i  8()() ,  ;)«M»/l. 


.2i;-2  IIAl'I'onT  SCi;  I.KS  IMiUCliKS 

on  (|cii\  l'iiisccaiix  (le  droilcs  de  iiirinc  soiniiii't.  (1  est  la  ;;r'ii('Tulisa- 
tioM  lin  laisoiincineiil  ajjplnpu''  déjà  dans  diverses  (|iiestioiis  |)arli- 
cnlirres  on  la  c(jii('S|)()n(lance  s  exprimait  par  léjjalilé  de  deux 
rapports  anliaitnotnipies,  coniine  on  la  vu  dans  la  eonslnnlioii 
des  conilies  dn  troisièincî  et  du  (|uati-ièine  ordre.  Le  principe  «{é- 
iiéial,  indépendant  de  la  roi'rcspondance  anliarmonique,  embrasse 
(len\  pidposilions  dont  il  snlTira  dV'noncer  ici  la  première  : 

Li)is(jin)ii  il  sur  inic  (h'oilc  ticii.r  itéi'ies  de  poivis  Irix,  qu'à  un  poinl  x 
(le  lu  pi'ciuirrc  srrit'  inrfcspondcut  a,  pmnU  u  de  la  scrondr  .sri'ic,  cl  fin  à 
un  iioliil  u  de  celle  série  «orrespondenl  S,  points  \  de  In  preinière,  il  e.visie 
(ai  +  f,  )  piiinls\  ijui  coïnnileiit  rlinrnn  avee  tin  jioinl  u  correspondant. 

\'A  de  même  à  léjjard  de  deux  faisceaux  de  droites  de  même 
sonunet. 

Ce  principe  de  correspondance  s'applique  à  deux  séries  de  points 
qui  se  correspondent  sur  une  conique,  comme  sur  une  droite,  ce  (jui 
donne  lieu  à  des  déinonstralions  extrêmement  rapides  dans  une  foule 
de  (pu'slions.  (Il  s'étend  de  même  à  deux  séries  de  points  sur  une 
cnnrlie  (fordi'e  quelconque  dont  les  points  se  déterminent  indivi- 
dncllcmenf,  connue  on  le  verra  ci-après,  p.  9,75  et  •'>.']']■) 

(lest  surtout  dans  les  a])plicalioiis  de  ces  procédés  de  démons- 
Iralion  qu'il  Tant  avoir  éjjard  aux  coni(jues  réduites  à  deux  droites, 
ou  à  deux  jioinls  lomiaid  les  sommets  d'une  conique  inliniment 
aplalie,  parce  (pie  des  cas  de  coïncidence  des  points  corres[)on- 
daiils  ./■  et  II  peuveid  pi'oxenir  de  ces  coniques,  et  former  dès 
luis  (les  siiliitious  étranp;ères  dont  il  faut  nécessairement  faire  abstrac- 
lion.  H  peni  aussi  exister  dans  le  nondjre  fjénéral  (a,  +  ê'|)  certaines 
antres  solnlions  étrangères  dues  à  d'auti'es  causes,  et  que  les  con- 
ditions (le  la  qnestiiiii  font  connaîlre. 

8.  Nous  devons  dire  maiiilenaiit  commenl  la  i'(q»n''seiitalion  d  un 
système  de  coniques  par  les  deux  caractéristiques  fx,  v  comporte 
une  mélliode  fjénérale  de  solution  de  toutes  les  questions,  par  la- 
•  inelle  on  ('Mie  les  (''(inatioiis  de  condition  de  la  (!(''ométri('  analv- 
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tique  et  les  éliminations  qui  s'ensuivent;  ce  qui  est  un  fait  capital 
qui  devra  avoir  d'autres  conséquences  dans  la  culture  générale  des 
Mathématiques. 

La  recherche  des  équations  do  condition  est  remplacée  par  celle 
du  binôme  {ct-ix  +  êv),  qui  exprime  chaque  condition  donnée  dans 
li>  système  (jx,  f);  ce  qui  se  fait  sans  dilliculté  au  moyen  du  prin- 
cipe de  correspondance  ci-dessus  énoncé. 

Et  quant  aux  éliminations,  elles  se  trouvent  évitées  par  la  subs- 
tiltdion  de  conditions  éJéinciitalrcs  aux  conditions  données.  Nous 
appelons  élémentaires  les  conditions  de  passer  ])ar  des  points  et  de 
toucher  des  droites. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  nombre  des  coniques  qui 
satisfont  à  cinq  conditions  données  Z,  Z',  Z".  Z"',  Z".  On  détermine 
d'abord  les  binômes  [a(j.+  ëv),  (a'fx  +  é'r),  etc.,  qui  expriment  ces 
conditions  dans  le  système  général  (fx,  v). 

Puis  on  part  des  systèmes  élémentaires,  dont  les  caractéris- 
tiques sont  connues  et  s'expriment  anisi  : 

(/.p.)  =  (l,o).      (3p..ld.)  =  (2,M^      (•.q).,2d.)=(A,/i), 
(ip.,3d.)EEE(/l,.),       (Ûd.)=(-M). 

On  introduit  dans  ces  systèmes  la  condition  Z,  exprimée  par 
les  deux  paramètres  a,  é",  et  l'on  détermine  le  nombre  des  coniques 
qui  dans  chacun  des  cinq  svstèmes  satisfont  à  cette  condition.  Ces 
nombres  sont  : 

N(^p.,Z)=a+9.^.      N(3p.,  1  d..Z)  =  i!a  +  /i^.      ■ 
N  (2  p.,  2  d.,  Z)  =  ia  +  hë,     N  (  1  p.,  3  d.,  Z)  =  /ia+  -ig", 
N(/id.,Z)  =  -ja  +  é'. 

De  là  on  conclut  les  (pialre  systèmes 

(3  p.,Z)  =  [N(/.  p.,Z),  .\(3p.,  i(l.,Z)]  =  {a4-2g,  •ja  +  ûé'), 
(2p.,id.,Z)  =  [\(3j).,id..Z).>i(-.'.|...-.d..Z)|  =  {2a-'ié^/ia+6C). 


•2t]',  Il  \1'I'()|;T  si  li   I.IIS  l'KUl.liKS 

l'iii  soilc  (|ii  on  II  i('in|il;ici''  (hiiis  les  sNsU'iiie.s  (''IciiHMiliiii'cs  un 
|i()iiil  (lu  mil'  (Iroilc  |)iii'  la  coïKlilmii  Z. 

Kii  i('iii|)lac;uit  (le  mniic  dans  los  quafi'c  nouveaux  systèmes  un 
jKiinl  cl  une  droilc  pav  la  seconde  condition  Z',  re|)résenlée  par  k 
hinôiiic  (a'a+é"r),  on  i'oi'nie  les  li'ois  systèmes  (;j  p.,  Z,Z'),  (i  p. 
I  d..Z,  Z'),  (■>  d..Z,  Z').  Introduisant  une  troisième  condilion  Z" 
on  loiine  sendj|al)iement  les  deux  systèmes  (i  p.,  Z,  Z',  Z")  e(  (i  d. 
Z.  Z'.  Z")  ;  puis  le  système  (Z,  Z',  Z",  Z'"),  et  enfin  le  nomlii'e  des 
coni(|ues  (Z,  Z',  Z",  Z'",  Z")  qui  satisfont  à  cinq  conditions. 

Tel  est  le  procédé  de  sithslilnliou  des  conditions  données  aux  cin(} 
conditions  c7r'wr///«/(y.s-,  qui  conduit  à  la  formule  {jénérale  donnée 
ci-dessus  (/i);  on  voit  (pie  ces  substitutions  remplacent  les  élimina- 
tions de  la  Géométrie  aiialvtique. 

*.).  Dansccrlainesrpieslions  les  conditions  sont  multiples,  doubles, 
triples  ou  (piadruples,  c'est-à-dire  équivalent  àdeux,  troisou  (juatre 
conditions  simples;  |iar  exemple,  lorsque  les  coni(pies  doivent  tou- 
cher une  coiiihc  donnée  en  deux  points  non  (b'Iermiiiés,  on  a  nue 
condition  double;  (pielles  doivent  avoir  un  contact  du  second  ordre 
en  un  |)oiiit  non  déterminé,  ce  sera  encore  une  condition  double; 
un  ciinlacl   du  troisième  ordre  sera  une  condition  triple;  etc. 

La  méthode  s'applique  sans  difliciiltés  à  toutes  ces  questions,  de 
même  qu'à  la  recherche  des  nombreuses  propriétés  des  systèmes 
de  <'oiii(|ues  satisfaisant  à  nuatre  conditions  distinctes. 


1  0.  (jiiaiit  au  procédé  [jénéral  ipii,  par  la  considération  de  deux 
s(''ries(le  |ioiiils  (pii  se  correspondent  sur  inie  droite,  lait  connaître 
immédiatement  le  nombre  IN  =  afi  4- ê"!'  des  coni<|ues  du  s\slème 
(fx.  r)  (pii  salisfonl  à  une  condition  Z,  il  se  pourrait  (pie  ipiehjue 
condition,  par  exenqih!  de  jjraiideiir  linéaire  ou  de  superlicie.  ne 
donnai  pas  lieu  aux  deux  séries  de  points  nécessaires,  et  ipiil  lal- 
lùt  recourir  aux   méthodes  analytiques.   Mais  alors  les  dilliciillés 
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de  calculs  pouiTaieiil  être  singulièrement  diminuées,  par  la  substi- 
tution au  système  général  (fi,  v)  de  deux  autres  systèmes  pris  à 
volonté,  par  exemple  des  deux  systèmes  élémentaires  les  plus 
simples  (i  p.)  =;  (i,  2)  et  (6  d.)  =  (2,  1),  dans  chacun  desquels 
on  chercherait  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  la  condition  Z. 
En  efl'et,  N'  et  N"  étant  ces  nombres,  on  aura 

d'oià  se  concluent  les  valeurs  cherchées  de  a  et  ë, 

3         '  o        ' 

Cet  expédient  heureux  est  dû  à  M.  Salvatore  Dino.  (|ui  la  ap- 
pliqué notamment  au  cas  où  les  coniques  du  système  (fi,  v)  doivent 
avoir  un  diamètre  de  longueur  donnée  :  leur  nombre  est  3v  '''. 

11.  L'indication  des  communications  faites  à  TAcadémie  sur  la 
méthode  précédente  et  ses  nombreuses  applications  complétera 
l'exposé  sommaire  dans  lequel  nous  nous  renfermerons. 

1°  Délmiihuition  du  wnnhre  des  scclimis  roniqitcs  qui  doivent  toucher  eiiitj  courbes 
d'ordre  quelconque ,  ou  satisfaire  à  diverses  autres  conditions.  (  Comptes  rendus ,  I .  LV III , 
i864,  p.  922-22G.) 

9°  Construction  des  coniques  qui  satisfont  à  cinq  conditions.  i\ombre  des  solutions 
dans  chaque  question.  [Ihid.  p.  99~-3o8.) 

3°  Systiimes  de  coniques  qui  coupent  des  conicjues  données  sous  des  angles  donnés, 
ou  sous  des  angles  indétenninés ,  mais  dont  les  bissectrices  ont  des  directions  déterminées. 
(7/«W.  p. /i9.5-43i.) 

k"  Considérations  .sur  la  méthode  générale  exposée  dans  la  séance  du  iB  février. 
—  Différences  entre  cette  méthode  et  la  méthode  anaUftique.  — ■  Procédés  généraux  de 
démonstration.  [Ibid.  p.  1 1  C7-1 1  70.) 

5°  ExemjÀcs  des  procédés  de  démonstration  annoncés  dans  la  séance  précédente, 
97  juin  i(S()/i.  (Comptes  rendus,  I.  LI\,  18G/1,  p.  7-i5.) 

'''  Note  sur  la  théorie  des  si/stlimes  de  sciences,  séance  du  16  sepleinbrc  iSG'j. 
coniques,    présentée    ;i    l'Académie    des        (\o\r  Comptes  rendus,  t.  LXV,  p.  liÇ)0.) 
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()"  .S>(/((' ili's pnijiiH'lcs  icidlirrs  nii.r  siisthiics  de  srrtiniis  con'ujuvx.  {('omj)tc's  rriiiliis . 
UJ\.|....);î-;,7.) 

-,"  Onrslioii.i  ildiis  lcs(jurllcs  il  ij  a  l'tvH  de  tenir  eowjjle  des  ijoinls  siii<[ldiei:s  des 
ciiurlies  d'ardre  xiiiiérienr.  —  Formule  •'■ériércde  coinjireiiaiit  In  xolulion  de  toutes  les 
questions  relatives  aur  sections  eoDiijiirs.  [lliid.  p.  20()-'Ji<S.) 

8°  Questions  dmis  lesquelles  eutrnil  des  rondilions  multifiles ,  telles  que  des  cundi- 
tious  dédouble  eontitet  ou  de  coiitnel  d'ordre  supérieur.  (Iliid.  ]i.  .'i/i5-.'5r)'y.) 

12.  Nous  ajouterons  que  la  méthode  des  deux  caractéristiques 
et  le  pi'océdé  jjénéral  de  déinonslraliou  qui  lui  est  pro^i'e  s'appli- 
(|uriit  aux  systèmes  de  coui'lies  il Oi'di'e  supéi'ieur,  ce  dont  d  a  élé 
donné  plusieurs  e\enqil(>s  dans  le  cours  de  ces  comnuinicaliijiis  à 
l'Académie. 

Traitk  dks  Skctioxs  i;oMori:s. 

Cet  ouvrage,  qui  est  le  résumé  des  leçons  professées  à  la  Faculté 
.  des  sciences,  et  dont  la  première  partie  a  paru  en  i8G5,  fait  suite 
au  Traité  de  Géométrie  xiipérieitre,  c'esl -à-dire  qu'on  y  fait  une  appli- 
cation constante  des  théories  de  pure  Géométrie  exposées  dans 
ce  Traité.  A  (;et  égaid,  on  le  conçoit,  il  ditfère  des  ouvrages  de 
(iéoniéirie  analyliipie;  mais  il  en  dillère  aussi,  et  considérable- 
ment, par  les  matières,  soit  nouvelles,  soit  plus  étendues,  qu'il 
renferme. 

Les  Traités  analytiques  des  Sections  coniques,  on  ne  peut  se  le 
dissimuler,  sont  hien  jdutot  des  élénients  et  des  exercices  de  Géo- 
métrie analvliqiie  (pic  de  véritables  Traités  des  Sections  coniques. 
(Idiiime  iels,  en  ell'et,  ils  seraient  iniiiiimeiil  iiicomph^ls  et  insulli- 
saiils  j)()iir  les  applications  tliéoriipies  auxqu(dles  est  destinée  la 
(iéométiie  des  coniques.  Toutefois,  il  laul  coinenir  cpie  quelcpies 
ouvrages  modernes,  dont  les  auteurs  n'avai(»nt  point  à  se  reid'er- 
iiier  dans  des  [irogrammes  réglementaires  trop  circonscrits,  se  dis- 
lm!;iieiil  par  un  emploi  \ai-ié  de  (ouïes  les  ressources  les  |)lus  ré- 
cciilcs  de  l'Analyse,  associées  même  souvent  à  des  considérations 
de  pin<'  (jéométrie.  Ces  ouvrages  (dont  le  plus  important  émane 
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de  ruiiiversilé  do  Dublin)  auront  une  très-lieiireuse  inlkience  sur 
la  direction  des  études  matliéniatiques. 

jNéaninoins,  les  progrès  qu'a  laits  la  théorie  des  coniques  depuis 
un  demi-siècle  sont  dus  tous  à  la  méthode  géométrique  proprement 
dite.  Ces  progrès,  préparés  principalement  par  les  ouvrages  de 
Carnot,  la  Géotnélrie  de  position  et  la  Théorie  des  Iraiisversales,  se  sont 
manifestés  dans  plusieurs  écrits  de  jeunes  géomètres  sortis  de  l'Ecole 
Polytechnique,  Livet,  Brianchon,  et  surtout  l'illustre  auteur  des 
Dévehippcnieiits  et  des  Applications  de  Géométrie.  Bientôt  après  ils  ont 
pris  une  marche  plus  accentuée  et  systématique  dans  le  grand 
Traité  des  propriétés  projcctires  des  figures,  et  dans  diverses  recherches, 
en  France,  comme  à  l'étranger,  notamment  dans  les  nombreux  Mé- 
moires et  le  volume  sur  le  Développement  syslématique  de  la  dépendance 
récproqtie  desfgures  géométriques  du  profond  Steiner,  qui  a  conlribué 
puissamment  aux  progrès  de  la  science. 

Mais  dans  chacun  de  ces  ouvrages  les  auteurs  n'ont  point  eu  en 
vue  un  Trailé  proprement  dit  des  Sections  coniques. 

Aussi,  à  part  l'ouvrage  grec  d'Apollonius  et  ceux  qu'on  a  faits  à 
son  imitation  (parmi  lestjuels  se  distingue  surtout  celui  de  De  la 
Hire,  paru  en  i(]8o,  in-folio),  il  n'existe  aucun  Traité  des  coniques 
purement  géométrique,  c'est-à-dire  re])osant  sur  un  enciiainemcnt 
de  seules  considérations  de  Géométrie  pure,  et  affi'anchi  de  tout 
secours  de  la  Géométrie  analytique. 

Ce  sont  ces  deux  conditions  (jue  s'est  imposées  l'auteur,  dans  le 
Traité  des  Sections  coniques  dont  il  s'agit  ici.  La  lecture  de  cet 
ouvrage  n'exige  |)oint  d'autres  connaissances  que  les  trois  théories 
du  rapport  anhariiiomque,  des  divisions  lioinographiqnes  et  de  Yinvo- 
Intion,  (pii  servent  aussi  de  base  au  Traité  de  Géométrie  supérieure. 

Ces  trois  théories  [)rimordiales  s'aj)pliquent  avec  une  extrême 
facilité  à  toutes  les  recherches  concernant  les  sections  coniques; 
elles  ont  même  un  caractère  jjroprc  (|iii  manque  au  système  d(! 
coordonnées  de  la  Géométrie  analytique,  et  (pii  leur  assure  un 
avantage  considérable:  c'est   qu'elles  s'a|)|)liquent  avec  inie  égale 
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l'iicililé  im\  lieux  jjciircs  de  propriétés  des  coniques,  et  même  des 
(■oiiri)es  de  tous  les  oi-dres,  savoir:  aux  propriiHés  concernant  soit 
les  [loiiits  de  ces  coiirlies,  soil  leurs  tangentes. 

La  diialilé  dont  il  s'agit  provient  de  deux  ])roposilions  l'ondamen- 
lales  ([ui  se  ])rètent,  au  même  titre  et  avec  la  même  lécondité,  aux 
deux  genres  de  propriétés  (jui  forment  la  tliéorie  complète  des  Sec- 
tions coniques. 

(les  deux  pro[)ositions,  (pioique  essentiellement  dillérentes,  déri- 
vent néanmoins,  comme  consétjuence  ininn''diate,  d'un  théorème 
unique,  qui  devient  ainsi  la  hase  de  toute  la  théorie  des  coniques. 
\oici  renoncé  de  ce  théorème  londann-ntal  : 

Lan  droites  menées  de  (jualrc  puiiils  a,  b,  c.  d  d'une  conicpie  à  un 
cinquième  point  rjnelronque  ont  vn  rapport  anliarnwnifjne  éiiaJ  à  relui 
des  (juatre  points  dans  lcs(iuels  les  tangentes  en  a,  b,  c,  d  rencontrent 
une  Cinquième  tangente  quelconque. 

Les  deux  propositions  qui  découi<>nt  avec  évidence  de  cet  énoncé 
sont  les  suivantes: 

Si.f  points  étant  pris  sur  une  conique,  les  dcu.r  faisceaux  de  quatre 
droites  menées  de  ijuatre  de  ces  points  aux  deux  autres  ont  le  même  rap- 
port anliarinoniqiie. 

Si  l'on  mène  six  tanirenles  ù  une  conique,  les  deux  séries  de  quatre 
points  dans  lesquels  quatre  de  ces  tangentes  rencontrent  les  deux,  autres, 
ont  le  même  rapport  anharmonique. 

Ces  deux  propositions  avaient  déjà  été  d(''monti'ées  par  i  auteur, 
de[)uis  foi't  longtemps  (en  iB-îq),  sous  des  énoncés  diirérents 
iMuq)li(piant  pas  la  notion  du  rapport  anharmoni([ue '''. 

La  [)remière  exprime  une  relation  entre  six  points  dune  coni- 
que; el  la  seconde,  une  relation  entre  six  tangentes;  et  comme  une 
coni(pie  est  détei'ininée  soit  par  cinq  points,  soit  pai'cinij  tangentes, 
la  première  proposition  exju'imc  uîic  ])ropriété  commune  à  tous 
les  points  (Tune  coniipn;;  déterminée  ])ar  cinij  ])oinls  doinu's;  et  la 

"'  Voir  Corrcspojiitaiicc  iiKiltii'iiKUlqnc  p.  3()'i.  ;iii.  'i .  et  I.  \.  ifSac).  p.  aqS  cl 
et  pliijHiiiuc  (le  M.  Quelelcl.  t.  IV,  1828,         o()'i.  iirl.  17  el  19. 
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seconde  exprime  une  propriété  commune  à  tontes  les  tangentes  de 
la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes  données. 

En  d'autres  termes,  la  première  proposition  équivaut  à  l'équa- 
tion ponctiieUe  des  coniques  (suivant  l'expression  de  plusieurs  géo- 
mèti'es),  et  la  seconde,  à  l'équation  tangenùoUe  de  ces  courbes. 

Cette  simple  observation  suffit  pour  expliquer  l'égale  fécondité 
des  deux  propositions. 

Mais  il  y  a  ici  une  particularité,  c'est  que  les  deux  propositions 
se  peuvent  dériver  d'un  même  théorème,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour 
les  deux  équations  en  coordoimées  panclHelles  et  tavgeiitielles  de  la 
Géométrie  analytique. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  indication  des  bases  sur  lesquelles 
repose  le  Traité  des  coniques,  sans  parlei*  des  diverses  matières,  en 
grande  partie  nouvelles,  qu'il  renferme.  Un  second  volume  termi- 
nera l'ouvrage  *''. 

Systèmes  de  coniques  qui  satisfont  A  sept  conditions  dans  l'espace  '-*.    i865. 
—  La  détermination  d'une  conique  dans  l'espace  exige  huit  condi- 
tions, trois  pour  le  plan  de  la  courbe,  et  cinq  pour  la  courbe  dans 
ce  plan.  De  sorte  que  sept  conditions  déterminent  un  système  de 
coniques. 

Les  trois  conditions  les  plus  simples,  conditions  que  nous  appe- 
lons élémentaires,  sont  que  les  plans  des  coniques  passent  par  un 
point,  que  ces  courbes  rencontrent  une  droite,  et  qu'elles  touchent 
un  plan. 

Ces  conditions  simples  donnent  lieu  à  des  conditions  multiples, 
doiihles,  triples  et  quadrtiples. 

Les  conditions  doubles  sont  :  i"  ([ue  les  coiiicpies  [)assent  pai'  un 
])()int;  9."  <[ue  h'urs  plans  jiasscnt  pai'  une  droite;  .'i"  que  les  coni- 

"'  E'inijircssioii  (li>  en  sccoiiil  voluiiifi,  lo  Iravnil  iiii|)rcvu  qu'a  cxijjé  le  pr&ent 

dont   plusieurs   l'cuillcs  ('liiieiit  dcjà    en  llupporl  sur  les  projjrès  du  la  Géométrie, 

épreuves  lors  de  la  publication  du  pre-  '"'  Comptes  rendus,    l.  LXI,  p.  38f)- 

mier,  a  été  retardée  principalement  par  ^f)*'>  ■  séance  du  /i  septembre  1865. 
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nues  loiiclicnl  iiii  plan  en  un  [loinl  silur  sur  une  droite  tracée  dans 

le  plan. 

Ij's  conditions  triples  son!  :  i°  ipie  les  coniques  tonclieiit  une 
droite  en  un  point  non  déterminé  ;  •>"  (jne  les  coniques  passent  par  un 
point  donné  d'une  droite,  et  qu'en  outre  leurs  plans  passent  parla 
droite;  .!"  que  les  coniques  touchent  un  plan  en  un  point  donné. 

I  ne  condition  (iiiddiiiplc  sera  que  les  coniques  louclient  une 
droite  en  un  |)oint  donné. 

Ainsi,  il  existe  dix  conditions  olrmeiilaircs,  sinq^les  ou  multiples; 
nuiis  les  conditions  multiples  se  ramènent  à  des  conditions  sinq)les. 

On  considère,  j\  l'instar  des  systèmes  de  coniques  sur  le  plan, 
le  nonihre  des  coniques  d'un  système  donné  qui  satisfont  respec- 
tivement à  chacune  des  trois  conditions  simples  énoncées  ci-dessus. 
Ces  nombres  sont  représentés  par  les  lettres  fji.,r,p.  On  l'ait  con- 
naître diverses  propi'iétés  du  système  [jénéral  {jji,v,p)  qui  s'expri- 
ment par  une  l'onction  linéaire  des  trois  quantités  ju.,  r,  p.  ti'lle 
queafx+  êv  +  yp.  un  ou  deux  des  trois  nomhres  a,ê.y  pouvant 
être  nul^.  Ainsi,  par  exemple  :  Les  asymplnles  d'un  siisirme  (fi,  r,  p) 
formciil  une  surfnrc  frayche  (ï ordre  (v+p).  Le  lieu  des J'oifers  des  coniques 
est.  vue  roiii'he  d'ordre  3j5. 

L'ens(Muble  des  dix  conditions  élénuMitaires,  tant  simples  que 
multiples,  donne  lieu  k  douze  genres  dillereuls,  comprenant  cin- 
(piaiile-neuf  sNstèmes.  Un  genre  sei"a.  par  exem])le.  (|ue  les  co- 
nupies  louchent  une  droite  en  un  point  donné  (condition  (jua- 
diuple),  et  satisfassent  à  trois  conditions  sinq)les  (renconti'er  des 
droiles  et  touchei'  des  plans):  ce  genre  comjiriMiil  (pialic  systèmes. 
Lu  autre  geme  sera  (|ue  les  plans  des  coniques  passent  pai'  un  point 
donné  (coiulition  doid)le),  et  (|ue  ces  courbes  rencontrent  des 
di'oites  et  louchent  des  ]»lans  :  ce  second  gfenre  comprend  sept 
S\stèuies;  rie. 

Les  valeurs  nuiiK'rKpies  des  trois  (■(tnirlérislKjues  p..  v .  p  ont  été 
délciriiini'es  dans  chacun  des  cinipiaiite-neul  systèmes. 

De  celle  théorie  des  syslènies  de  c()ni(pies   ilaus  IV-pace   di'rive 
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naturellcincnt  la  llu'-orie  corrélative  des  systèmes  de  cônes  du  se- 
cond oi'dre  satislaisant  à  sept  conditions. 

L'étud("  des  systèmes  de  coniques  et  des  systèmes  de  cônes  était 
indispensable  pour  aborder  l'étude  des  systèmes  de  surfaces  du  second 
ordre  satisfaisant  à  buit  conditions.  On  le  conçoit  inunédiatement, 
car  ces  coniques  et  ces  cônes  sont  déterminés  par  buit  conditions  : 
un  certain  nombre  satisfont  donc  aux  buit  conditions  qui  déter- 
nu'nent  un  système  de  surfaces,  et  forment  dans  ce  système  des  cas 
particuliers  ou  surfaces  exceplionnelles,  dont  il  faut  tenir  conq)te  ■ 
dans  les  démonstrations  et  dans  toutes  les  questions  que  Ion  traite, 
de  même  que  dans  les  systèmes  de  coni(jues  planes  il  faut  tenir 
compte  des  coniques  exceptionnelles. 

Théorie  générale  des  sijsièmes  de  surfaces  du  second  ordre  satisfaisant  i8(i.5. 
à  huit  conditions  '''.  —  La  tbéorie  des  systèmes  de  courbes  planes 
représentés  par  deux  caractéristiques  s'étend  naturellement  aux 
systèmes  de  surfaces  que  l'on  représente  pai'  trois  caractéristiques 
fx,  V ,  j9,  exprimant  respectivement  le  nombre  des  surfaces  qui  passent 
par  un  point,  le  nombre  des  surfaces  tangentes  ;\  une  droite,  et  le 
nombre  des  surfaces  tangentes  à  un  plan.  Les  propriétés  d'un  sys- 
tème quelconque,  par  exemple,  l'ordre  de  la  courbe  lieu  des  som- 
mets des  surfaces ,  l'ordre  de  la  surface  lieu  de  leurs  axes,  la  classe 
de  la  développable  enveloppe  de  leurs  plans  principaux,  etc.,  s'ex- 
priment toujours  en  fonction  de  ces  trois  caractéristiques,  au  moyen 
d'un  trinôriie  afx  +  é'v  +  yp,  où  un  ou  deux  coellicients  peuvent 
être  nuls.  De  sorte  qu'on  ])eut  dire  que  tous  les  systèmes  sont  i'en- 
fermés  dans  un  seul,  défini  par  les  trois  caractéristiques.  Pour  ap- 
plicpier  les  propriétés  générales  de  ce  systèmt;  uniipie  à  un  système 
parti('ulier  (lélini  par  buit  conditions  données,  il  sullit  de  calcider  les 
vabuu's  numéricpies  des  liois  cai'aclérisli(pies  de  ce  système. 

'''   ('.iiiiijiiu!:  rendus  .   I.   lAII.  p.  /io5-4l.'î,  scsiiicc  du  -jti  fiîvrirr  186.'). 
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L;i  rccliciclit'  de  ces  ciiracli'fislKjues  se  lail ,  comme  dans  les 
syslèmes  de  (•oiii(|iies ,  jiar  iiik;  métliode  de  nuhaliliilion,  (jiii  évile 
les  (''(|iiali()iis  de  coiidilioii  et  les  caleids  délimiiialioii  d(^  l'Analyse. 
On  remplace  successivement  dans  les  syslèmes  c'/c'wçw/ff/r^.s  les  con- 
ditions simples,  de  passer  par  des  points  et  de  toucliec  des  di'oitcs 
et  des  plans,  par  les  conditions  |)roj)osées. 

De  même  que  pour  les  courbes,  il  faut  connaftie  les  caractéris- 
ti(|ues  de  tous  les  systèmes  élémentaires.  Ces  systèmes  sont  au 
nombre  de  quarante-cinq,  et  conqiortent  cinquante-cinq  carac- 
téristifjues  dillérentes.  Ces  cinquante-cinq  nombres  ont  été  déter- 
minés. 

Leur  calcul  se  réduit  à  trente  déterminations  dillérentes.  parce 
fpie  des  systèmes  se  cori'espondeut  deux  à  deux  corrélativement. 
Tels  sont,  par  exemple,  les  deux  systèmes 

(•>  points,  1  droite,  f)  plans)  =  (0/4,  3(1,   iS) 
et  (5  [)oints,  1  droite,  '!  plans)—  (18,  36,  3^i); 

de  sorte  (piil  n'y  a  eu  à  calculer  que  les  caractéristiipies  du  pi-emier 
système. 

Les  conditions  él(''inentaires  se  peuvent  associer  de  manière  à 
former  des  conditions  multiples.  Si ,  par  exenqile,  les  surfaces  doivent 
touclier  une  droite  eu  un  point  donné,  c'est  une  condition  donhlo; 
si  elles  doivent  toucber  un  plan  en  un  point  donné,  on  a  une 
condition  Inple;  si  trois  points  sont  en  ligue  di'oite,  auquel  cas  on 
demande  cpie  les  surfaces  passent  par  cette  droite,  c'est.une  condi- 
tion triple;  si  les  surfaces  doivent  passer  par  trois  droites  dont  une 
s'appuie  sur  les  deux  autres,  on  a  une  condition  sextuple;  etc. 

De  là  l'ésullent  de  nombi'euses  classes  de  systèmes,  qu'on  peut 
aussi  re<;ai(ler  comme  clrincntnires.  L(!urs  caractéristi(pH'S  ont  été 
calcidécs  '". 

'''  M.  (J.  S^iliiioii,  dans  un  Mriiioirc  i  SOr) .;;  (Irlcriiiinr  vlii<|l-(nialre (1rs trente 
iliséri'  ;iM  (}uiirli'rl>i  .tmirtial .  w"  -U) .    juin  nonilires  reliilif's  iiiix   cniidiliniis  simples, 
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De  inèine  que  dans  la  théorie  clos  coniques,  on  exprime  par  une 
formule  générale  le  nombre  des  surfaces  qui  satisfont  à  neuf  con- 
ditions quelconques.  11  n'entre  dans  cette  formule  que  les  para- 
mètres a,  S",)'  du  trinôme  (api  +  êv+yp)  qui  exprime  le  nombre 
des  surfaces  du  système  (fi,  v.  p)  qui  satisfont  à  chaque  condition 
donnée. 

Ces  systèmes  élémentaires  sont  le  point  de  départ  d'une  théorie 
générale  des  systèmes  de  surfaces  du  second  ordre  comprenant  de 
nombreuses  propriétés  de  ces  surfaces,  qui  ont  déjà  été  le  sujet  de 
l'enseignement  à  la  Faculté  des  sciences  <'>. 

Relalioiisi  entre  les  deux  caractéristiqKes  d'un  sijsièine  de  courbes  d'ordre    iSfifi. 


par  des  considérations  analytiques  qui 
ont  paru  ne  |)as  s'appliquer  à  six  ques- 
lions  dans  lesquelles  le  nombre  des  points 
et  celui  des  plans  sont  l'un  et  l'autre  in- 
férieurs h  trois,  par  exemple  quand  la 
surface  doit  passer  par  deux  points  et  tou- 
cher six  droites  et  un  plan  ;  ou  passer  par 
deux  points  et  toucher  sept  di'oites. 

On  voit,  par  une  Note  qui  termine  l'ex- 
position de  la  Nouvelle  Méthode  pour  déter- 
miner les  caractéristiques  des  systèmes  de 
coniques  dont  nous  avons  fait  mention  pré- 
cédemment (p.  261),  que  M.  Zeuthen  a  aussi 
déterminé  les  caractéristiques  des  systèmes 
de  surfaces  qui  satisfont  aux  conditions 
simples,  et  qu'il  a  dilléré  de  publier  ses 
résultats  par  un  sentiment  que  je  m'honore 
de  trouver  chez  le  jeune  et  déjà  très-dis- 
tingué jjéomètie  que  j'avais  eu  pour  audi- 
teur au  cours  de  la  Faculté  des  sciences, 
lors  de  l'exposition  même  de  cette  théorie 
des  caractéristiques.  On  m'approuvera 
certainement  de  reproduire  ici  ses  pro- 
])res  paroles  : 

tfUn  tableau  conférant  la  déduction, 
(fpar  ces  moyens,  de  la  XV 111°  classe  des 
'•résultats  publiés  par  M.  Chasies  dans  les 


^Comptes  rendus  du  26  février  (1866), 
trest  sous  presse  pour  être  inséré  dans  les 
<! Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences 
«de  Copenhague ,  et  il  donne  un  exemple 
rrde  l'application  de  ces  théorèmes.  — La 
rrdate  de  ce  tableau  montre  que  la  mé- 
ftthode  n'est  pas  accommodée  à  des  résul- 
crtats  connus  d'avance.  Je  l'avais  envoyé  à 
ff  l'Académie  des  sciences  de  Copenhague 
rrsous  pli  cacheté,  pour  attendre  la  pu- 
(fblication  promise  par  M.  Chasies,  par 
irdéférence  pour  ce  géomètre  et  aussi  parce 
«que  j'avais  profité  de  sa  publication  du 
irl\  septembre.  Cette  discrétion  est  devenue 
trsupeillue  par  la  publication  de  M.  Chasies 
rrdu  28  février,  et, le  billet  étant  décaclifté, 
rrla  Société  des  savants  a  bien  voulu  faire 
rrimprimer  mon  petit  tableau. ■^  {Nou- 
velles Annalesde  Mathématiques ,  di'cembre 
1866,  p.  5/10.) 

'''  L'impression  commencée  de  celte 
Théorie  générale  des  systèmes  de  surfaces 
du  second  ordre  a  été  interrom[)ue  par  la 
même  cause  que  la  seconde  parlie  du 
Traité  des  Sections  coniques,  dont  il  a  élé 
paili'  ci-dessus. 


18 
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(juelcoïKjKc'^K —  Le  principe  des  doux  caraclérisliques  s'appli([iio  aux 

sysIciiH's  (le  collines  a  ordre/y/ (jm'IcoïKpiesaiislaisani  a ^ -~\ 

co:i(lili()iis  coiiimmies;  c Csl-à-dii'e  (jiie  les  pr()[)i'iélés  (11111  système 
s'cxj)riiiieiil  en  loiiclioii  des  deux  caracléristi(jiies,  coiiiriie  dans  les 
systèmes  de  coniques'-'.  Les  procédés  généraux  de  démousli'ation  y 
sont  aussi  les  mêmes  et  icposeut  sui'  le  principe  de  correspondance;. 
Mais  ce  qui  manque,  dans  l'état  actuel  de  la  théorie  {jénérale  des 
courbes,  et  ce  (pi'il  faudrait  connaître,  ce  sont  les  caractéristi(]ues 
des  systèmes  élémentaires  [)our  clia(]ue  ordre  de  courbes,  c"est-à- 
dire  le  nombre  des  couri)es  qui  satisfont  à  clKupie  ([ueslion  où  les 
conditions  sont  simplement  de  passer  par  des  points  et  de  iou- 
cliei' des  droiles.  11  iaiil  savoii',  ]iar  exemple,  combien  de  cubiques 
])assent  par  huit  points  et  touclient  une  droite;  combien  passent 
par  sej)t  poiiils  et  toucbent  deux  droites,  etc.  (}uelques-iiiis  seulc- 
nieiil  de  ces  nombres  sont  connus.  II  est  donc  bien  important 
(pie  cette  partie  de  la  théorie  des  courbes  géométriques  fixe  l'at- 
tention  des  géomètres.  On  en  conclurait  une  expression  générale  du 
nombre  des  coui'bes  d  un  ordre  quelcoiupie  satisfaisant  à  des  condi- 
tions données,  comme  la  formule  relative  aux  coniques  (ci-dessus, 
p.  'j5()). 

De  telles  foi'inules,  en  Géométrie,  participeraient  du  caractère 
de  Xinl  (iiKili/liquc,  dont  Viète  a  pu  dire:  frQuod  est  nulliim  mnprp- 
fr  hlcma  soli'ciT  '■".  r. 

Dans  un  système  de  coniques,  le  nombre  de  chaque  sorte  de 
fonujnca  r.vrrphoiincllfn  dépend  des  deux  caract(''ristiques;  et  récijjro- 
(piemeiil  les  deux  caractéristiques  se  concluent  des  deux  nombres 
l()i-s(prils  sont  connus.  On  peut  donc  dire  qu  il  existe  deux  relations 
entr(î  les  caractéristi(pu:'s  et  les  coniques  exce[)tionnelIes. 

l'Aisle-l-il  aussi  certaines  rclalions  entre  les  deux  caracti-ristiques 

'''  (j<iiiipi(s  reiiiliis,  t.  lAlI,  |i.  '.'>■>:>-  ]>.  ;5oo,  5.'>7  cl  i  i  y'i .  et  t.  IJX,  p.  217. 
33^1,  cl,  I.  jyXIV,  |).  799.  '   /»   arh'in  (iiiiiliihcum  hagogc ,  cap. 

•''   dotiiptcs   reiidiix,    t.    LVIIl,   iHt)/i,         viii,  29. 
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d  un  système  de  courbes  d'ordre  supérieur  et  les  particularités  ou 
singularités  que  présentent  des  courbes  de  ce  système  ? 
Cette  question  a  conduit  aux  deux  propositions  suivantes  : 

I.  Si  toutes  Ira  cniii-hcs  d'un  àjjsiriitc  (ft,  i»)  iFordrc  m  sont  donées  de 
points  niiilliples  d'ordre  r',  dont  le  lieu  soit  une  rourbe  d'ordre  r.  et  qu'en 
outre  une  courbe  du  systètnc  soit  formée  de  deux  courbes  distinctes  dont 
une,  d'ordre  s,  soit  multiple  d'ordre  s'  (^cest-à-dire  soil  l'ensendAe  de 
s'  courbes  ép^ales  et  coïncidentes),  on  u  lu  relation 

apL  (;m—  x)  —  V  =  r  r  {r  —  \.)  +  s  {s  —  i)(". 

II.  Lorsque  toutes  les  courbes  d'un  sjjstème  (fx,  r)  d'ordre  m  sont  douées 
cliacune  d'un  poini  multiple  d'ordre  r,  et  (jue  d  courbes  ont  en  outre  cha- 
cune un  point  double,  et  d'  courbes  un  point  de  rebroussement ;  si  les 
courbes  ont  toutes  des  tangentes  multiples  d'ordre  t'  dont  ïenreloppe  soit 
une  courbe  de  la  classe  t,  et  ont  toutes  des  tangentes  d'inflexion  demi 
l'enveloppe  soit  une  courbe  de  la  classe  i ,  on  aura  la  relation 

■2V  [m-— m—  i  —  r  (r  —  i)]  —  ix  =  d -\-  ^d'+tt'  (/'—  i)+  -li. 

Ces  tiiéorèmcs,  on  le  conçoit,  donnent  lieu  à  des  théorèmes  cor- 
rélatils,  dans  lesquels  on  considérerait  des  systèmes  de  courbes  de 
même  classe. 

Sur  les  courbes  planes  ou  à  double  courbure  dont  les  points  se  déter-  iSdG. 
minent  individuellemeitt.  —  Application  du  principe  de  correspondance 
dans  la  théorie  de  ces  courbes  ^-K  —  Dans  un  Mémoire  de  1861,  ([ui 
traite  de  la  description  des  courbes  de  tous  les  ordres  sur  les  sur- 
faces réglées  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  (ci-dessus ,  p.  a  5 1  ), 
on  a  montré  que  les  courbes  planes  dont  les  points  se  déterminent  indivi- 
duellemenl  peuvent  servir  à  la  construction  de  surlaces  réglées  sur 

'■'  Si  lu   courho  possédait  iiiifi   aiilre         lion  le  IcniKis,  (.sj  — 1);  et  de  tiiL^rnc  pour 
branche  (l'ordre  s^ .  multiple  d'ordre  .f,'.  il        toute  autre  branche  multiple, 
y  aurait  dans  le  second  tiienibre  de  réf[iia-  '''   Comptes  rendus ,  \.  l,\ll,   p.  ^>~(y 
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lesquelles  on  «lécril  des  courltes  de  tous  les  ordiTs,  de  même  que 

sur  les  sui'l'aces  du  li'oisième  el  du  (jualrième  ordr(\ 

|j(!  iravail  actuel  a  [lour  ohjet  lélude  de  ces  courbes  dont  les 
[)()ii)ls  se  (li'leiuiinent  indixidm'llemeiil. 

Ou  doinie  dalmcd  un  procédé  de  couslriicliou  de  courbes  d  or- 

I                     1                               ,  ,      ,  (m  --  \)  ( III  —  2)       ■    ,      1       1  I  I 

(Ire  »i  quelconque,  possédant- ponils  doubles,  nomJ)re 

maximum  des  points  doubles  d'une  courbe  dordre  m.  Puis  on  dé- 
montre que  les  points  dune  telle  courbe  C„,  se  peuvent  déterminer 
iiidivi(bn?llement  au  moyen  dun  faisceau  de  courbes  d'oi'dre  (m—  1) 
ou  dordi'e  (///  —  •>). 

Dans  le  premier  cas,  les  ainrhcs  (Fordir  (m—  1)  oui  (m—  t>.) 
pninis  ilnuhics,  coiuiinius  avec  pareil  iioinJirc  de  piinils  douilles  de  C,„,  et 
— — '  — —  ponds  simples  coïiieidiiiil  avec  les  aalres  points  doubles 
de  C,„;  elles  passent  en  ovirc  toutes  par  un  même  point  qnclconfjne  de  C,„. 

Cliacune  de  ces  courbes  ne  renconire  Ç„,  qu'en  un  autre  point 
vai'iable.  E(  c  est  ainsi  que  les  poinls  de  C,„  se  tiouvent  déterminés 
individuellement. 

Dans  le  second  cas ,  le  fiiiseeau  de  eoiirhes  d'ordre  (m  —  2)  a  pour  hase  d 

points  doubles  roïnndant  arec  des  points  doubles  de  (  ],„ , d 

points  simples  coïncidant  arec  les  antres  points  doubles  de  C„,,  et 
(m  —  .')  —  -.ul)  autres  points  simples  de  C„,. 

lue  ju'opriété  caracléi'isli(|ue  el  li'ès-nuporlanle  des  courbes 
doid  les  points  se  déterminent  individuelleuient,  c'est  (pn^  le  pi'in- 
cipe  de  cori-e-pondance  s'applique  à  deux  séries  de  points  pris  sur 
une  lelle  courbe,  comme  sur  une  conique  ou  sur  une  droite,  c'est- 
à-dire  n'"',  '^''-  ''  ""  point  \  (Fane  série  correspondent  a  points  u  de 
l'autre  série,  et  qu'à  un,  point  u  eorrespondent  ë  points  x,  il  existe 
(a-f  é')  points  \  qui  coïncident  cliacun  avec  un  point  u  correspondant. 

Ou  démoidic  ainsi  innuédiateuu'ul ,  par  exemple,  que /c  nombre 
des  ciniiipies  d'un  sijstème(^^,  v)  qui  touchent  une  courl.e  d'ordre  m  aipml 

(m    -    I  )    (m  —  V,  )  •  ;         ;  ;  /  \  i  / 

piniils  aoalites  est  ■>  (m    -  1  )  fx  +  mr:  que  le  nomtire 
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lies  roiiiqucs  qui  mlti^fonl  à  Irots  coiiihttons  'oL  cl  sont  oscnlalnccs  à  itiir 
cvurbc  (Tordre  m  eut  3  (m—  i  )  N  (.')Z,   i  j».,   i  d.). 

Sur  les  courbes  à  points  vtuhiplcs,  dont  tous  les  points  peuvent  se  iHOù. 
détermine?'  individneUement.  —  Procédé  génénd  de  démonstration  des 
propriétés  de  ces  courbes  ^^K  —  Il  était  nécessaire,  pour  étendre  les 
applications  du  principe  de  correspondance  à  des  courbes  ayant  des 
points  multiples  d'ordre  quelconque,  et  non  plus  seulement  des  points 
doubles,  de  rechercher  quelles  sont  les  conditions  relatives  à  l'ordre 
de  juultiplicité  de  ces  points  pour  ipie  les  courbes  jouissent  de  la 
propriété  que  leurs  points  se  déterminent  individuellement. 

Cette  question  a  été  le  sujet  d'une  communication  à  l'Académie, 
et  se  trouve  résolue  par  la  proposition  suivante  : 

Lorscjuune  courbe  Um  est  douée  de  points  multiples  d'ordres  r,  r', 
r", .  .  .,  et  de  points  doubles  en  nombre 

[-(>«-  i)(m-2)  __  ,■(,--  ,)  +  ,■'(,■-  i)  +  ...1 

on  détermine  individuellement  tous  les  points  de  la  courbe  au  moyen  d'un 
faisceau  de  courbes  (Fordre  (^m—fj.),  ai/ant  des  points  multiples  d'ordres 
r  — p,  r'— p',  .■••  coïncidant  respectivement  avec  ceux  de  U„,  ;  des  points 
simples  coïncidant  avec  les  points  doubles  de  U„,,  et  d'autres  points  sim- 
ples, en  mniihrc 

3  (m—  i)  —  ?«fx+c  (p  -  i)  +r'  (p'—  i)  +..  ., 

coïncidant  avec  des  points  sinijiles  de  L,„  ;  les  indélerininées  rx,  p,  p  . 

étant  assujetties  à  la  seule  condition 

p.--  3fX -p(p-    l)-_p'(p'_i)_.   ...-1-9  =  0. 

D'après  cela,  on  démontre  très -facilement  i[m)  foule  de  propo- 
sitions qui  autrement  présenteraient  de  ;;randes  dillicultés;  pai- 
excm|)le   :   Le  nombre  des  coinijnes  qui  paanent  par  deux  poinl:<  iiiiil- 

'''   CinnpiK  rondun ,  I.  lAll.  |).    i  .'i.V'i-i  ;!(')'i. 
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liplrs  (l'ardre  r  cl  r'  il'iinr  i-oiirhr  l  ,„  (dont  les  jxtnits  se  détermmenl 
iiidiridtielleiiinil) ,  el  liiiirlieiil  relie  eoiirhe  en  deux  poiiih.  doiil  un  est 
diiiiné.  esl  •>  (•>iii  -  \- ~  v       '.')). 

Le  nonilire  des  ronuiues  (jut  juissent  pur  les  deux  poinis  multiples 
d'ordre  \\  v' .  el  soni  lunprnles  en  ces  poinls  à  deux  hranriies  de  la  courbe, 
cl  ijui  en,  oulre  lu  lourlicnl  en  un  Iroistème  poinl  non  delcrniiné,  esl 
(;îin-r-i '-(;)"'. 

Les  ii'sulkils  Irouvrs  ainsi  pour  tics  courhes  (loiil  les  points  se 
(lôlcriiiineiil  iiKlividiicilciiiciil coïKliiisent  ciisiiite.  en  LonanI  compte 
tic  riiilliicncc  (les  points  niiilti|)les,  à  ceux  ([ui  sont  rclalifs  à  des 
(•oiirl)es  quelcoii([ucs,  c'cst-à-dirc  d  un  nioiiidi'c  nondirc  de  points 
doul)les  ou  multiples. 

i8f](i.  Jleniarijues  sur  les  qucsiions  de  contact  des  courbes  d'ordre  (lueJconciiœ 
arec  une  courbe  donnée  dont  les  poinls  se  déterminent  individuellement  '-'. 
—  Dans  les  exemples  ci-dessus,  on  a  pris  pour  les  courhes  clicr- 
cliécs  des  coni([ues;  mais  les  niénuis  questions  s'étendent  à  des 
courbes  d'oi'dre  (juelconqiie;  ainsi  on  peut  trouvei'  : 

Le  nombre  des  courbes  d'ordre  p  (jui  passent  par  deux  points  mul- 
tiples d'in-dre  r.  r'  d'une  courbe  {'•„^  [dont  les  poinls  se  déterminent 
indiriduellemeiilj.  qui  ont  arec  cette  courbe  deux  contacts  d'ordre  n 
el  n',  en  des  pinnis  non  délerniiiiés,  et  ijiii  satisfont  en  outre  à  d'autres 
conditions  données  Z,  Z,...  complétant  un  ninnbre  équiralcnl  à  la  condi- 

lion  (le  passer  par' — — points. 

1867.  Des  courbes  exceptionnelles  dans  un  système  de  courbes  d'ordre  supé- 
rieur'^'.—  Dans  un  système  de  courhes  d'ordre  quelconque,  une  de 
ces  courhes  ])eul  (Mi'C  d'ordre  inférieur;  par  exemple,  dans  un  sys- 
lème  de  courbes  du  (piatrième  ordre,  une  courbe  peut  se  ri'duire  à 
une  conique,  bupielle  représeide  alors  deux  coniqu(>s  coïncidentes, 

''   doiiijilc.s  rcmliis ,  I.   lAll.    ji.   1. ">.')■;.  '^    Coiniilrx   roidiis    de  rAradciiiit'   des 

l'^'H.  sciences,  t.LXlV,  p.  -iHJ-Koâ.  sc'micc  du 

'    /M.  I.  lAIII.    iS(i(>.  jp.  C.o-fiy.H.  59  avril  iSfi-. 
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(lisons  une  coiiKjite  double  (iepcinlaut .  il  iaul  ([Lie  celle  cuniiine 
salislasse,  comme  les  autres  courbes  du  système,  à  Ireize  conditions. 
Or  elle  est  déterminée  par  cincj  conditions  ;  il  faut  donc  que  les  huit 
autres  conditions  communes  à  toutes  les  courbes  du  système  ser- 
vent à  déterminer  certaines  autres  choses  ou  éléments,  qui  avecla 
conique  formeront  ïêtre  géomélrique  conq)let .  satisfaisant  aux  treize 
conditions  du  système. 

Les  systèmes  de  sections  coniques,  où  nous  avons  à  considérer 
des  coniques  infiniment  aplaties,  nous  indiquent  que  ces  rlioscs . 
(juil  faut  associer  à  une  courbe,  sont  des  points.  Car  on  peut 
dire  qu'une  conique  infiniment  aplatie  est  un  être  gcométriquc  formé 
dune  droite  double  représentant  deux  droites  coïncidentes,  et  de 
deux  points  situés  sur  cette  droite,  avec  cette  condition  que  toute 
droite  menée  par  un  de  ces  ])oints  .sera  rerjardée  comme  une  tan- 
gente à  Xètrc  géométrique. 

On  induit  de  là  qu'une  conique  qui  fait  partie  d'un  système  de 
courbes  du  quatrième  ordre  doit  être  considérée  comme  composée 
d'arcs  limités  chacun  à  deux  points,  ces  arcs  représentant  en 
quelque  sorte  des  croissants  inliniment  aplatis  dont  les  pondes 
sont  des  sommets  ,  de  sorte  que  toute  droite  passant  par  un  sonuiiet 
soit  une  tangente. 

Par  exemple:  Que  des  courbes  du  quatrième  ordre  soient  assu- 
jetties à  avoir  trois  points  doubles  a,  a,  a',  à  passer  par  deux  ])oints 
II.  //,  et  à  avoir  un  double  contact  avec  une  droite  D,  la  conique  -, 
nieni'c  pai'  les  cinq  points «,  a,  a",  b  aib',  représentera  une  conique 
double  ayant  deux  sommets  et  faisant  partie  du  système;  les  deux 
sonunets  seront  les  points  d'intersection  de  la  conique  et  de  la 
droite  D. 

Autre  exemple  :  Que  des  courbes  du  quatrième  ordre  aient  un 
|)oint  double  en  a,  qu'elles  passent  par  quatre  autres  points  et  qu'elles 
aient  un  double  contact  avec  trois  droites  données,  ce  qui  fait  treize 
conditions.  Le  point  a  et  les  quatre  autres  déterminent  une  coni- 
que, qui,  regardée  comme  double  et  ayant  pour  sonnuets  ses  six 
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noiiilsdc  iciicoiitro  avoc  les  trois  di'i)ilo.s,  repi'ésciilera  luir  cmirbc 
(lu  (|iiiili'ii''iii«'  oi'dic  (lu  syslrmc.  (|iii  salisicra  aux  licizi-  cdiidi- 
lioiis  '  . 

On  li'ouvora  coi'taiiicnKînt  beaucoup  d'exemples  sciublahlcs  Jors- 
(|iiOm  sOcciipi'ia  de  la  conslrnctioii  des  courbes  du  (jualrièrne  ordre 
(li'IciiiiiiK'cs  par  les  (juaior/e  coiidilioiis  (''lémeiitaires,  de  passer 
|)ar  (les  poiuls  el  de  toucher  des  di'oiles. 

Les  coHsid(''raliuiis  pr(''C(''deules  sur  les  rovrlicx  r.rn'phoinielli-s  dans 
un  sysiènie  de  courbes  dOrdre  (pudcoiupie  ont  élt''  vérifiées  aussit(M 
sur  divers  exemples  commuui(piés  à  Tauteur  par  MM.  de  la  Gour- 
nerie '-',  Hirsl, '^'  et  Cremona '*'.  Nous  ajouterons  cpie  M.  Cayley  a 
conlirmé  aussi,  avec  une  évidence  parfaite,  cette  conception  des 
courbes  excejitionnelles.  en  faisant  connaître  la  forme  de  la  coui'be 
du  (piati'i(~'m('  ('rdi'e  à  trois  points  doubles,  (|ui  dans  le  [)re)uier 
exemple  précédent  est  iniininienl  voisine  ou  infiniment  peu  dill'é- 
rente  de  la  conique  S,  ou,  suivant  lexpression  de  M.  Cayley,  (pii 
est  trà  Fétat  de  transition  à  la  coni([ue  doid)le  S.n  Cette  courbe 
du  (piatrième  ordre  ioucbe  la  droite  D  en  deux  points,  et  l'on  voit 
bien  comment,  à  la  limite  où  la  courbe,  en  s'aplatissant,  devient 
un  arc  de  coni(|ue,  les  deux  points  de  contact  coïncident  avec  les 
deux  jKiinls  (u'i  la  coin^pic  coupe  la  droite  1>  et  deviennent  deux 
sonmiets  -' . 

OllSFKVATlOX. 

l'ainii  les  matières  (pu  ont  été  le  sujet  de  1  enseignement  dans 
la  chaire  de  (jéouH''ti'ic  supérieiu'e,  il  en  est  (pu  nOnt  point  encoi'e 
été  pid)liées,  et  dont  pai'  censé(pient  nous  n  avons  poiid  à  [)arlei' 
ici:  nous  indi(pu'rons  seidement,  d  après  les  proj;rammes  imprimés 

''   (]mnj)lcs  miilim .   1.  l,\tV.  |i.   kiSi.  I.nnihmMdthctiKilirtilSiiciflii.  \i^i\-.\i.  hh. 

''    //'/(/,  p.  8o->.  '*'   CoMpIcsremlux A.  WW.  \t.   loSo. 

Ihiil.  |i.  in.So. —  l'rriri'rfliiifrs  nf  llii:  '     Ihiil.  p.   loyç). 
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(les  cours  do  chaque  année  :  les  propriétés  principales  des  courbes 
du  troisième  et  du  quatrième  ordre,  planes  et  à  double  courbure; 
une  théorie  générale  des  courbes  planes  d'ordre  quelconque,  con- 
tenant particulièrement  les  propriétés  qui  présentent  de  l'analogie 
avec  les  pôles  et  les  polaires  dans  les  Sections  coniques;  une  théorie 
des  surfaces  du  second  ordre;  une  théorie  des  figures  homogra- 
phiques  embrassant  les  propriétés  générales  relatives  au  système 
de  deux  ligures  homographiques  quelconcpies,  planes  ou  à  trois 
dimensions,  théorie  dont  celle  du  déplacement  d'une  figure  dans 
l'espace  est  un  cas  très-particulier;  une  théorie  des  surfaces  réglées 
du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 


CHAPITRE  V. 

(1847-1868.) 

I.  —  M.  Frenet.  ' 

Sur  les  courbes  à  double  courbure.  —  Nous  avons  dit,  au  sujet  1847. 
dos  i'orniules  démontrées  par  M.  Serrel  dans  son  Mémoire  sur  la 
lliéorie  des  courbes  à  double  courbure,  que  M.  Frenel  les  aAait 
déjà  obtenues  de  son  côté.  C'est  dans  un  beau  travail,  qui  l'ail  le 
sujet  d'une  thèse  pour  le  doctorat,  présentée  à  la  Faculté  des 
sciences  de  Toulouse  le  10  juillet  18/17,  ^^  i'i!?érée  dans  le  Journal 
fie  Mathématiques  de  M.  Liouville'",  que  se  trouvent  ces  importants 
résultats,  relatifs  aux  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes 
coordonnés  par  la  tangente  d'une  courl)e  en  un  jioint,  le  ra\on 
de  courbure  de  la  courbe  et  la  normale  à  sou  plan  osculateur. 
Par  la  même  voie  M.  Frenet  parvient  d'une  manière  très-simple 
à  la  détermination  des  divers  éléments  des  courbes  à  double  cour- 
bure. 

Théorèmes  sur  les  courbes  gauches  '-'.  —  Dans  ce  Mémoire ,  M.  Frenet    1 853. 
se  propose  de  faire  l'application  des  formules  contenues  dans  sa 
thèse  à  la  démonstration  de  divers  théorèmes  dus  à  M.  Ossian  Bon- 
net et  relatifs  à  des  éléments  infiniment  petits  d'ordre  supérieur'^'. 

Un  autre  Mémoire,  publié  à  Lyon  en  i856  et  ayant  pour  titre:    i^i)'!- 
Sur  lu  lliéorie  analytique  des  surfaces,  contient  des  formules  nouvelles 
très-remarquables,  avec  des  applications  d'une  grande  simplicité  à 
à  la  pliq)art  des  théorèmes  connus  de  la  théorie  des  surfaces. 

'''   T.  XVII,  i852,  p.  /iSy-iiy.  '''    Note    sur    (juclijue.^  jinipriclvs    des 

*''  Nouvelles  Annales  de  Mallu'inaltfjW.s.         rourhcs  frauclies.  (Voir  A'oHceto  Annules 

t.  XII,  i853,  p.  365-37!!.  de  Miulu'iiiati<iucs,  t.  XII,  [).  i()9-i()'i.  ! 


284  HAI'POr.T  sur.  LES  i'UOGUES 


II.      —    HitAVAlS. 

lîijivais,  ollicii'i'  (le  miniii(>  (loue  (riiiii'  aiililiidc  rare  |i(iiir  les 
sciences,  a  élé  <;éomèlr{!,  physicien,  nalnralisle.  Ses  éludes  sur  les 
polyèdres  syniélri(|ties  (!t  la  crislallojjrapliie  toiiclieiil  à  la  (jéoniétrie 
piopieiiiciil  dile,  cL  nous  peiiiiellcnl  de  coiisaci'cr  ici  (pu'l(|ues 
li;;iies  à  cet  excelleni  e(  reijrellé  confrère  doni  une  terrible  maladie 
a  jjrisé  la  técond((  cl  puissante  intelligence. 

i8'i8.  Dans  un  Mnnour  sur  les  jwli/èdrrii  de  formrsyii)éln'qiir^^\  lauteur, 
faisant  ahstraction  des  faces  et  des  ai'èlcs  des  polyèdres,  donne 
nn(^  classilication  de  ces  polyèdres  d'api'ès  la  symétrie  de  l'éparli- 
tion  de  leurs  sommets.  Il  considère  conune  éléments  ossentieis  le 
i-nilir,  les  phtiia  et  les  axes  de  sijmélne,  et  il  démontre  de  la  manière 
la  plus  simple  (pièces  éléments  ne  se  trouyent  j)as  inddléreuiuient 
réunis  dans  un  même  polyèdre,  mais  qu'il  existe  entre  les  uombi'es 
de  ces  éléments  certaines  relations,  et  que  les  types  de  polyèdres 
l'éellemcnl  distincts  sont  an  nondjre  de  yinjjl-ti'ois.  Un  tableau  de 
ces  yiiijjt-trois  types  fait  connaître  les  particularités  relatives  aux 
divers  polyèdres. 

18/18.  Mémoire  sur  les  syslèmes  formés  par  des  points  distribués  réiruiièrement 
sur  un  plav.  ou  dons  Vespace'^-\  —  Ce  Ménioii'e,  cpii  a  pour  objet  I  é- 
lude  des  propriétés  d'un  j-roupe  de  polyèdres  remplissant  res])ace, 
peu!  être  considéré  comme  nue  suite  naturelle  du  travail  pi'écédent 
sur  1rs  polip'dres  de  forme  sijmétrique.  Les  diverses  jjropositions  con- 
tenues dans  celui-ci  y  sont  fré(pi(Mnment  in\o(|uées. 

1.1  auteur  l'amèiu'  à  sept  tyj)e8  les  divers  modes  dassemblajfe 
de  points  distribués  en  quinconces  dans  l'espace.   Le  rapport  de 

'''  .loiirnal  lie  MallK'mtiliijurs  .   t.    \tV.  (loy.  —  .Imirual  df  l'Ecole  Ptiltjlcchiiiqut.' . 

p.  1 '11-1  80.  \\\Mi'   riiliiiM'.  i8!')(i.  |).  i-i'j8. 

''    Cniiiplm  rrmliif .  I.  XWIJ,  ]i.  (iiil- 
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Cauchy   sur   ce   beau    travail    de    pure   Géométrie'''   contient  le 
tableau  de  ces  sept  types. 

Eludes  cristallogrophiqucs'-K —  Les  résultats  des  deux  précédents    18/19. 
Mémoires  permettent  à  l'auteur  d'expliquer,  à  l'aide  d'hypotbèses 
très-simples,  les  questions  les  plus  délicates  relatives  à  la  forme, 
au  développement  et  au  groupement  des  cristaux. 

La  partie  géométrique  de  ce  travail  consiste  à  répartir  les 
vingt-trois  classes  de  polyèdres  dans  les  sept  types  d'assemblages 
déjà  décrits.  Nous  renverrons,  à  ce  sujet,  au  rapport  fait  à  l'Aca- 
démie par  Cauchy  (^',  ainsi  qu'à  YEloge  historique  de  Bravais  par 
M.  Elle  de  Beaumont**',  et  au  Rapport  sur  les  progrès  de  la  minéra- 
logie, de  M.  Delafosse. 

III.    M.   DE  LA   GoiRNEIlIK. 

Noies  sur  les  courbes  décrites  par  les  points  d'aue  ligne  droite  ncobtle  18/19. 
dont  deux  points  sont  assujettis  à  rester  sur  deux  directrices  rectiligncs 
données^'->\  — Lorsque  les  deux  directrices  sont  dans  le  même  plan, 
on  sait  depuis  longtemps  que  chaque  point  de  la  droite  mobile 
décrit  une  ellipse  '^'.  M.  de  la  Gourneric  démontre  que  les  foyers 
de  ces  ellipses  sont  sur  une  hyperbole.  Il  étudie  aussi  la  courbe  qui  est 
le  lieu  de  leurs  sommets,  courbe  du  sixième  ordre. 

Lorsque  les  deux  directrices  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
les  courbes  décrites  par  les  points  de  la  droite  mobile  sont  encore 
des  ellipses,  ce  qui  avait  été  démontré  pai'  M.  Dupin.  La  surface 
engendrée  par  la  droite  mobile  est  du  (|ualrième  ordre. 

''   Comptes  rendus ,   t.    X\IX,    18/u),  <*'    Mémoires  de  l'Académie  des  mcnccs , 

[1.  1 33-1 37.  t.  XXXV,  i86(j,  ]).  xxiii-xciv. 

'*'  l'résenlées  à  l'Académie  le  a8  fé-  '''  Journal  de  Matin' inatiquci^ ,  t.  XIV, 

vrier  1869.  {Comptes  rendus,  t.  XXVIII,  18/19,  ji.  /ny-irx). 
|).  289. —  Journal  de  l'Ecole  Polijtech-  '''  La  connaiss;mci' de  ce  théorôme  re- 

Hii/MC,  xx\iv°  cahier,  p.  101-978.)  monte  même  jusqna  l'roclus.  (Voir. l/^erpu 

'''  Comptes  rendus .  t.  XXX  VII.  iiSoi,  liisloriijuc .  \>.  <S()  el  98.) 
|..  -28/1-^89. 
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i85i.  MriiiDirc  sur  Irs  hniii's  d'oiiiiivc  ol  de  ■perspective  des  héliroïdes 
<r(nirlies''\  —  (le  li'avail  iciilci'iiic,  miiis  le  lili'c  d  A]»|)('mlic(',  une 
élude  des  lijpies  ((stjmplolnjues  des  divers  héliçoïdes  gaurlies,  où  ion 
r(Mnai(|iiL'  siirlouL  (('Ile  propi'ii'l/',  ([iifi  les  lignes  ((srjinploliqiies  fonnenl 
deiLv  iiroiipi's  ilisliiiels  el  soitl  loiiles  asi/iiiploles  à  une  cerlaiiie  héliee,  <jui 
elle-ijiéiiie  (ippiiiiieiil  dux  deux  groupes. 

i853.  Mé)iioirc  sur  les  lignes  d'ombre  el  de  perspeclive  des  surfaces  de  révolu- 
lton''-\  —  L'auteur  dcniontre  entre  autres  cette  propriété  des  sur- 
l'aces  de  révolution  :  lorstjue  les  courbes  de  contarl  do  la  surface  son! 
planes,  la  surface  est.  nécessairenienl  du  second  ordre. 

M.  l'aul  Seri'el ,  dans  une  tlièse  sur  la  tliéorie  des  courbes  à  double 
courbure,  a  tait  usage  de  cette  proposition  et  lui  a  donné  une 
cci'taine  extension  '' . 

La  projection  sur  ini  plan  de  la  courbe  d'ond)re  ou  de  perspec- 
tive peut  ne  présenler  (pie  certains  arcs  de  courbes  algébricpics. 
Ijcs  arcs  (jui  sont  le  prolongement  de  ceux-là,  et  non  la  projection 
proprement  dite  de  la  courbe  de  l'espace,  sont  appelés  ])ar  M.  de 
la  Gourneiie  arcs  parasites.  Il  apprend  à  construire  ces  arcs. 

iSSf).  Etude  sur  lu  courbure  des  su  r fa  ces  "^K  —  En  chaque  point  dune 
surface  il  existe  trois  sections  noi'males  dont  le  cercle  osculateur  a 
un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  section.  De  sorte  qu'on  peut 
concevoir  sur  une  surface  des  courbes  jouissant  de  cette  propriété, 
([ue,  le  plan  normal  à  la  surface  mené  par  chaque  tangente  à  la 
courbe  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  surosculée  par  un 
cercle  :  Irois  telles  courbes  ])assent  par  chaque  point  de  la  surface. 
Pour  une  surfaces  du  second  ordre,  deux  de  ces  li'ois  courbes 
sont  les  deux  génératrices  rectdignes,  réelles  ou  imaginaires,  f[ui 

'''  Journal  du    l'Ecole    l'uli/lrrlniifjiie ,  '''  Journal  de  MaÛémaliqucs ,  i'  série, 

\x\iv"  cnliior,  i85i,  ]).  i-kio.  t.  VI,  1861.  [i.  ao. 

•''  Journal    de    l'Ecole    l^ihitcclimipic .  '*'  Journal  de  Matlicmatniiws ,   t.    \X. 

\x\v'  rjiliior.  p.  -açi-CH.  1  Sf).'! .  p.  i45-i56. 
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passent  par  le  point.  Quant  à  la  troisième,  M.  de  la  Gournerie 
donne  l'équation  de  sa  projection  sur  un  plan  principal  de  l'ellip- 
soïde. 11  trouve  que  pour  tous  les  points  de  la  surface,  ces  projec- 
tions sont  des  coniques  semblables  entre  elles.  Revenant  sur  ce 
sujet  dans  son  Traité  de  Géomélne  descriptive,  l'auteur  démontre 
que  cette  troisième  courbe  est  la  courbe  de  contact  de  la  dévelop- 
pable  circonscrite  à  la  surface  et  à  une  sphère  concentrique''',  consé- 
quemment  la  courbe  que  M.  Poinsot  a  appelée  jJo//ior//(?("-'. 


Aote  sur  la  courbure  de  la  section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  i858. 
tangent '^\  — ■  Hacliette  avait  démontié  (pien  «général  les  deux  bran- 
ches de  la  section  faite  dans  une  surlace  à  courbures  opposées  ])ar 
un  de  ses  plans  tangents  ont  un  contact  du  premier  ordre  avec  les 
asymptotes  de  l'indicatrice,  tandis  que  toutes  les  autres  sections 
faites  dans  la  surface  par  des  plans  passant  ])ar  ces  droites  ont  un 
contact  du  second  ordre  (*'.  M.  de  la  Gournerie  ajoute  que,  si  en 
un  point  les  deux  brandies  de  la  section  par  le  plan  tangent  ont 
avec  les  asymptotes  de  l'indicatrice  un  contact  de  l'ordre  n,  toutes 
les  autres  sections  faites  par  des  plans  passant  |)ar  ces  droites  ont 
un  contact  de  l'ordre  n  +  i  '^'. 


'''  Traité  de  Géométrie  ilescriptire . 
."5'  partie,  p.  98. 

'*'  Ttiéorie  nouvelle  de  ta  rotation  des 
carj»!.  (Voir  Journal  de  MatlmiKiliques , 
t.  XVI,  i85i,  p.  102.) 

'''  Journal  de  Mathématiques ,  -2'  série, 
t.  m,  p.  73-78. 

'■"'  Bulletin  de  la  Société  ptiihmiUliique , 
.iiiiiée  1822,  p.  36. 

•''  Au  sujet  de  cette  Note  de  M.  de  l;i 
f'ioiirnerie,  M.  Bellrami  a  démou(r(i  le 
lliéon''infi  suivant,  qui  étaljlit  une  rela- 
tion entre  le  rayon  de  eourhnre  de  lune 
lies  brandies  de  la  .section  dune  .surface 
par  son  i)l:in  langent,  et  le  rayon  de 
(:onrl)nn>  de  la  ligne  asymptotiqiie  de  lu 


snrfaee  tangente  à  cette  brandie  :  Le 
raijoii  de  courbure  de  la  ligne  asymptotique 
est  les  deux  tiers  du  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  le 
plan  tangent.  (Voir  Nomcltes  Annales  de 
Mathématiques ,  2°  série,  t.  IV,  p.  208.) 
M.  ().  Bonnet  avait  communiqué  à  la 
Sociéti!  pliilomatbique,  quelque  temps 
auparavant  (21  novenibn;  i803),  une 
formule  plus  générale  faisant  connaître 
la  relation  entre  le  rayon  de  courbure 
d'une  ligne  asymptotiipie  et  celui  (tune 
coiu'bo  (piclconque  tracée  sur  la  surface 
ayant  le  [ilaii  tangent  pour  plan  oscillateur. 
(\'oir  Nouvelles  Annales  de  Mathémati- 
ques, 2"  série,  t.  IV.  p.  •>()7.) 
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Plus  (ard  M.  de  la  (îoiiriici'ic  a  donné,  dans  son  Tniilr  dr  (jéninr- 
Irir  (Icscfiplirr'^^K  rcxjjression  siiivauk'  du  rayon  de  coui'buro  p  d'une 
branclM^  de  la  section  d  une  sui^l'ace  par  son  plan  tanjjent,  dans  le 
cas  <;énéi-al  où  la  courbe  a  un  sini|)le  contact  avec  les  asymptotes 
de  iMidicalrice  : 

rf 

P  = 


•i/S  v/-  r^  IV, 

II,,  IV,  sont  les  rayons  de  couilture  principaux  de  la  siu'face;  a,  une 
abscisse  inrniiuieut  petite  priiTe  sur  Tasyniptote  de  l'indicatrice,  et  j3, 
l'ordonnée  de  la  courbe  correspondante  à  l'abscisse  a. 

i863.  Mémoire  sur  la  surface  engendrée  par  la  révolullon  d'une  conique 
aulour  d'une  droite  ailuée  d'une  manière  (juelconque  dans  l'espace'-K  — 
Une  conique  C  toui'ue  autour  d'un  axe  X;  son  plan  enveloppe 
ainsi  un  cône  de  révolution  autour  de  cet  axe.  La  surlace  décrite 
])ar  la  conique  est  du  quatrième  ordre.  Elle  possède  un  parallèle 
double.  Cliaqne  plan  tangent  au  cône  de  révolution  coupe  la  sur- 
l'ace  suivant  deux  coniques,  dont  une  est  la  conique  génératrice  et 
l'autre  est  égale  à  celle-ci  el  est  placée  symétriquement  par  rap- 
port à  rarèle  de  contact  du  plan  tangent  au  cône.  En  outre,  ce 
plan  est  tangent  à  la  surface  en  deux  points,  cpii  sont  ceux  où  les 
deux  coniques  se  coupent  siu'  Tarète.  De  sorte  que  le  cône  est  cir- 
conscrit à  la  surface  suivant  deux  parallèles. 

Il  existe  deux  auti'es  séries  de  |)lans  bitangents  qui  enveloppent 
deux  autres  cônes  de  révolution.  Cliacuii  de  ces  plans  coupe  encore 
la  surlace  suivant  deux  coniipu's  égales  Gj,  G|;  car  il  coup(>  la  sur- 
face suivant  une  courbe  du  (puitrième  ordre  douée  de  quatre  |)oinls 
douilles,  donl  deux  sont  les  points  de  contact  du  plan  et  les  deux 
autres  sont  situés  sur  le  |)arallèle  double  :  ce  qui  prouve  (|ue  la 
coui'be  est  l'ensendjle  de  doux  conicpu^.  Ces  deux  courbes  sont  égales. 

'"'  •"!"  [iMi'lii',  i(S(p'i.  p.  of).  lysp  (lu  Mémoire  a   ]iani  (tniis   lo  Jmii- 

''    .l'iiinuil    ilr    riù-olc    l'dli/Iccliniiiii'' ,         uni  de  Math('tiimiiqnvs  .   ■i'  H'VV  .  I.  Vltl. 
M.'  <-aliii'r.  iSd.'l.  |).   1   y'i.  —  l'iii'  alla-         |1.  .ti-.'jO. 


DE  LA  GEOMETRIE.  289 

Les  coniques  dintersection  de  la  surface  par  les  j)lans  tangents 
aux  trois  cônes  ont  entre  elles  certains  rapports  donnant  lieu  à 
diverses  propriétés  dont  la  découverte  n'était  pas  sans  diflicultés. 
Ces  courbes  ont  la  même  excentricité.  Leurs  projections  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  ont  aussi  une  même  excentricité.  En  outre, 
G,  Cl,  Cn  étant  les  projeolions  de  trois  coniques  situées  dans  les 
plans  tangents  aux  trois  cùnes.  si  par  le  pied  de  l'axe  on  mène  les 
deux  coniques  homofocales  à  C,  elles  seront  égales  à  Cj  et  à  Cj 
respectivement.  ^ 

Points  singuliers  et  gcncralrices  singulières  des  surfaces  gauches '^^\  1862. 
— 11  existe  en  général  sur  une  surface  gauche  une  courbe  double, 
qui  est  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux  génératrices.  Ces 
génératrices,  pour  certains  points  de  la  courbe,  peuvent  être  infi- 
niment voisines;  elles  forment  alors  ce  que  M.  de  la  Gournerie 
appelle  une  génératrice  singulière;  au  delà  de  ces  points,  les  deux 
génératrices  sont  imaginaires.  De  sorte  que  chaque  point  est  une 
limite  appelée  sommet  ^-\ 

Tout  plan  mené  par  une  génératrice  singulière  a  son  point  de 
contact  avec  la  surface  en  ce  point  singulier,  nommé  sommet. 

Un  de  ces  plans  est  tangent  à  la  sui'face  en  chaque  point  de  la 
génératrice,  et  lui  est  oscnhteur  en  un  certain  point  (art.  838). 

Les  centres  de  courbure  des  sections  faites  dans  la  surface  par 
des  plans  perpendiculaires  à  la  génératrice  sont  sur  une  hyperbole 
(art.  857),  dont  une  asymptote  est  perpendiculaire  à  la  généra- 
trice, et  la  coupe  au  point  d'osculation  du  plan  tangent. 

Quelle  que  soit  la  position  de  l'œil,  le  contour  apparent  d'une 
surface  gauche  passe  par  tous  les  points  singuliers  (art.  63/i). 

Si  YifW  est  silué  dans   le  plan  oscnlateur  doiil    il   vient   d'être 


'''  Ces  (jiipslioiis  se  Iroiivcnl.  djnis  le         en  i8ûo,  i8()-i  et  i.S()/i.  —  '■'1  Tvnilé  ilc 
Traité  de  Gcomèlric  descripliic  (h  M.  de  la         Gmmélric  (lescripllrr  ,  ;u-t.  (i-jç),  (il55. 
Gournerie,  in-'i"  en  trois  parties.  |nil)li('es 
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|);ul(',  lii  foiiilx'  (le  conlonr  apparent  passe  paj-  le  point  cV oscil- 
lation (art.  S.'îf),  838). 

line  (léveloppable  circonsci'ilc  à  une  surface  gauche  a  pour  arête 
une  ffénérali'ice  sinjjnlière  et  est  taiifveutc  à  la  surl'ace  dans  toute 
rélendm^  de  cette  jjénéralrice  (art.  83 (i). 

1 805.  i^'"!'''  •''■'"'  /"  f^i'ypti^'c enveloppe  îles  jinsilions  (ruiie  surface  du  accond ordre 
(jui  lonriie  niilour  d'une  droile^^\  — -  L'aiileiir  prouve  que  cette  sur- 
face est,  eu  <;éuéral,  du  liuitième  ordre. 

Dans  le  cas  parliculiei-  où  la  surface  mobile  est  simplement  un 
cône,  M.  de  la  Gournerie  démontre  qiu',  si  l'axe  de  révolution  est 
])erpendiculaire  à  Inii  des  ])lans  cycli(pu's  du  cône,  la  méridienne 
de  la  suilace  enveloppe  est  l'ensemble  d(ï  deux  coniques  égales  et 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  de  révolution.  De  sorte  (jue  la  sur- 
face peut  être  considérée  comme  engendi'ée  par  la  rotation  do,  l'une 
des  coniques  autour  de  l'axe.  Iiéciproquement  :  La  surface  de  révo- 
lution engendrée  par  une  coiii(|ue  qui  tourne  autour  d'un  axe  situé 
dans  son  plan  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'un  cône  qui 
tourne  autour  d'un  axe  perpendiculaii'e  à  l'un  de  ses  plans  cycliqu(!s. 

i(S(i().  Bcriirrrhes  sur  les  surfaces  Irlrardrales  si/métrt(]ues  ^-\  —  Les 
surfaces  gauclies  étudiées  dans  la  premièi'e  partie  de  cet  ouvrage 
peuvent  èii'e  regardées  conuni^  une  généralisation  de  la  dé\»clop- 
pable  cii'conscriic  à  deux  surfaces  du  second  ordre.  Comme  cette 
dévelop|)able,  elles  sont  du  liiiitième  ordre  et  ont  quatre  lignes 
doubles  (pii  sont  des  coniques,  et  en  oulre  une  cinquième  ligne 
double,  du  douzième  ordre,  ([ui  correspond  à  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  la  développable  circonscrit(!  à  deux  surfaces  du  second 


'''  Journal  de  Malhcmaliqucs ,  q'"  sdrio ,  snjnt  do  plusieurs  communications  à  FAca- 

t.  X,  i8().5,  p.  3ii-/i'j.  (I('inic.  [Comptes reiulus ,  5  juin  CI17  juii- 

<''  1  vol.  in-8°.Gautliier-Villars,  i8(l(i.  I<'l  i8G5,  8  janvier  iSGO.) 
Ces  rechcrclies  oui  vie  priniilivcmcnl  lo 
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ordre.  Ces  surfaces  tétraédrales  se  réduisent  à  cette  développahle 
ene-même  dans  des  liypothèses  particulières.  Cette  filiation  entre 
les  nouvelles  surfaces  et  la  développable  ([ui  tient  une  si  grande  place 
dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordce  suÛit  pour  donner  de 
l'intérêt  au  travail  de  j\I.  de  la  Gournerie.  Les  surfaces  tétraédrales 
ont  pour  surfaces  corrélatives  d'autres  surfaces  tétraédrales. 

Dans  la  seconde  partie  de  l'ouvrage,  l'auteur  généralise  ses  pre- 
miers résultats,  en  substituant  aux  coniques  c|ui  forment  quatre 
lignes  doubles  des  courbes  d'ordre  quelconque,  lescpielles  sont,  sur 
les  surfaces  engendrées,  des  courbes  jnultiples  d'ordre  supérieur  au 
second. 

Sans  insister  davantage  sui-  de  nombreux  résultais  dont  l'ana- 
Ivse  a  été  faite  dans  un  rapport  à  l'Académie'",  nous  citerons  les 
conclusions  de  ce  rapport  : 

ffLes  extraits  des  trois  Mémoires,  insérés  dans  les  Comptes  ren- 
rfdus  de  l'Académie,  ont  fixé  l'attention  de  quelques  géomètres. 
rrM.  Cayley,  notamment,  s'est  plu  à  en  traiter  certaines  parties  par 
r:des  considérations  d'analyse  différentes  de  la  méthode  suivie  par 
te  M.  de  la  Gournerie,  et  qui  l'ont  conduit  à  des  résultats  parfai- 
fftement  concordants. 

ffM.  de  la  Gournerie,  en  se  livrant  à  une  étude  approfondie  de 
fc  certaines  surfaces  dont  la  conception  est  parfois  diflicile,  parce 
ff qu'elle  ne  peut  pas  se  réaliser  comme  celle  des  courbes  planes, 
rr  mérite  d'être  encoui-agé.  Ses  trois  Mémoires  renferment  un  grand 
tr  nombre  de  résultats  toujours  démontrés  en  toute  rigueur.  Ils  sont 
a  écrits  avec  beaucoup  de  métliode  et  de  clarté;  des  divisions  et  des 
rt sous-divisions,  que  rendait  nécessaires  l'abondance  des  matières, 
«en  facilitent  l'intelligence.  ÎNous  avons  l'honneur  de  proposer  à 
cr l'Académie  d'approuver  ce  travail,  et  nous  en  demanderions  l'in- 
crsertion  dans  le  recueil  des  Savanta  élrarigers,  si  l'auteur  n'avait 
cfdéjà  pris  des  dispositions  pour  sa  publication. -i 

■'*  Commissaires,  MM.  IVitivind  d  Cli;islcs.  (Comptes  roidiis.  I.  lAlII,  [i.  9.56-96i.) 
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i8(i8.  Sur  les  lijpics  sjyiiùjncs. —  S\ir  une  involiilion  spéciale.  <hi  (juatrième 
ordre  et  son  appileal.iou  aux  lijnies  npirlqves  ^^K  —  Une  sj)irif|uc  ost  la 
coiirJx'  (riiiterscclion  d'un  lorc  et  iliin  plan.  JM.  do  la  Goui^ncric 
fail,  coimaîli'o  diverses  piopi'iétés  de  ces  couiIk's.  Elles  sont  des  anid- 
la{jinali(pies  du  (juatrième  ordr(!,  avant  un  axe  de  symétrie.  Une 
s|)iri([iie  tracée  sur  un  tore  apj)artient  à  eiiuj  autres  tores  (jue  l'au- 
teur détei'iniue.  Les  plans  équatoriaux  des  six  tores  passent  pai- 
une  même  droite.  Les  centres  des  tores  sont  sur  une  autre  droite, 
per|)endiculaii'e  au  plan  de  la  spiricjue.  Les  tores  sont  symétriques 
deux  h  deux,  [lar  rapport  à  ce  plan,  de  sorte  que  leurs  axes  se 
cou|ient  di'u.x  à  deux  en  trois  points  di;  l'axe  de  svméti'ie. 

Une  spirique  a  seize  foijers  sinq)les,  dont  quatre  sont  situés  sur 
cet  axe  et  sullisent  pour  déterminer  les  douze  autres.  Les  quatre 
loyers  et  les  qnati'e  sommets  de  la  courl)e  l'orment  deux  groiqies 
(le  quatre  points,  qui  délernn'nent  une  involution  du  quatrième 
ordre.  Les  trois  points  où  les  axes  des  tores  rencontrent  l'axe  de 
la  spiriipie  et  le  point  à  linlini  sur  cet  axe  l'orment  \\n  troisième 
{jroupe  appartenant  à  cette  involution. 

La  même  involution  présente  diverses  propriétés,  dont  la  prin- 
cipale est  celle-ci  :  les  (puiti'e  points  d  ini  i;rou])e  ({uelcon(pie  pris 
deux  à  deux  donnent  lieu  à  trois  systèmes  de  deux  points,  et 
cluupH!  système  détermine  une  involution  quadratique  (involution 
(le  roupies  de  points)  (pii  a  un  point  central;  ainsi  le  groupe  de 
(piatre  |)()iuts  donne  lieu  à  ti'ois  points  ceid.raux  :  Cea  tnm  points 
centraux  sont  les  poinls  appartenant,  aux  axes  des  tores,  c'est-à-dire  les 
ti'ois  pinuls  (jui.  arec  le  point  de  l'ni/ini  forment  un  groupe  de  Vtnrolut>on 
du  (jualnènie  ordre. 

Les  propriétés  de  liuvolution  spéciale  dont  il  s'agit  l'acilitent 
I  étude  des  vaiiétés  (pu;  ])résenlent  les  sj)iriques,  telles  (pie  les 
ovales  de  Descartes,  les  podaires  des  coniques,  la  cassinoïde  et  cer- 
taines cid)i(pies  passant  par  les  deux  points  imaginaires  à  riufini 

'    Compirs  rni'lux ,  I.  I.Wt,  p.   ■.>S;l  cl  S2:>. 
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sur  un  cercle.  M.  de  la  (îourueiie  couclul  aussi  de  cette  involutioii 
un  procédé  de  résolution  des  équations  du  (|uatriènie  degré. 

IV.  —  M.  VoizoT. 

Note  sur  Ifi  théorie  fies  courbes  à  double  courhure^^K —  Nous  avons  iS5o. 
cité,  dans  un  Mémoire  de  M.  Bertrand,  sur  les  courbes  à  double 
courbure,  un  théorème  remarquable,  d'après  lequel,  lorsque  les 
normales  principales  d'une  courbe  sont  aussi  les  normales  princi- 
pales d'une  seconde  courbe,  il  existe  entre  les  deux  rayons  de 
courbure,  en  cliaque  point  de  lune  des  deux  courbes,  une  relation 
de  la  l'orme 

I       C 

M.  Voizot  annonce  qu'il  était  aussi  ])arvenu  à  ce  résultat  dans 
un  Mémoire  de  18/17,  comnuniiqué  à  l'Académie,  et  qu'il  reproduit 
dans  la  présente  Note.  11  démontre  en  outre  que,  dans  le  cas  où 

C  =  0,  on  a  les  expressions  p\  =  —  (i  et  Pij  =  y  pour  les  deux  rayons 

de  courbure  de  la  seconde  courbe. 

Dans    une  Deuxième  \ole  sur   les   courbes  à    double   coni'burc  '-*,     i852. 
M.  Voizol  établit  plusieurs  projiositions  relatives  aux  cônes  droits 
osculateurs  d'une  coui'be  à  double  courbure. 

V.  —  M.  Mannhkih. 

Le  iirciuicr  travail  de  M.  Mamibeim  est  une  Note  sur  In  théorie    i8ji. 
des  polaires  réciprocpies,  que  l'auteur  lit  autoj;i'apbier  à  Metz  (jan- 
vier 1  85  1,  in-/i"),  à  sa  sortie  de  l'Ecole  Polvteclmique.  Le   jeune 
ollicier  y  traitait  (juebjues  cpicstions  dans  lesipudles  la  position  du 
ccnhc  du  cercle  pris  |)oui'  couitpie  direciricc.  dans  les  li'anslbrma- 

''*   Journal  de    M<Ult<'iiiiili//iics ,    I,.    \\,  '''  Joiinnit  ili'  Miitlirii/dliciiics ,  L  XVll, 

i85o,i).  ^<8i-'''«*5.  [).  9.Vi--.!(;.'i. 
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(ions  polaires,  coinliiil.  à  «les  n''sallats  l'orl  simples.  Il  tloiniail  ainsi 
une  première  idée  de  la  transfonnalion  des  relations  niélri(|ues,  (pii 
est  le  siijel,  de  l'onvraj'e  suivant. 

1807.  Transfonnalion  des  jiropriélrs  m/irùpips  des  flgnr'cs,  à  l'aide  de  la 
lliéotie  des  polaires  réciproques^^''.  —  M.  Mannheini  transforme  une 
nîlalion  Miélri(|uc  ([iiclconfpie  d(!  diverses  manières.  Nous  citerons 
cette  expression  loi'L  simple  d'un  sejjment  ah  en  fonction  des  élé- 
ments (1(!  la  nouvelle  figure.  A  et  13  étant  les  ])olaires  des  deux 
[joints  (i,  A,  si,  par  le  centre  du  cercle  auxiliaire,  on  mène  la 
droite  Oc  cpii  passe  par  le  point  de  concours  e  de  A  et  de  B,  puis 
une  droite  (piclconipic  rpii  rcucontrc  yV  et  B  en  «',  b',  on  a,  en  ap- 
pelante lanjile  (pic  cette  droite  fait  avec  Oc, 

\a        b  J  SI  11  0) 

M.  Mannlicitu  fait  des  applications  variées  de  cette  expression 
et  de  quelques  autres,  et  transforme  de  la  sorte  les  diverses  parties 
(le  la  démonstration  d'un  tliéorème  quelconque. 

18.") 7.  Consiruclion  du  point  de  contact  d'une  droite  mohik  avec  son  en- 
reloppe^'-K  —  Les  solutions  des  questions  traitées  dans  ce  travail 
rt;])osent  sur  des  considérations  géométriques  qui  se  résument  dans 
renoncé  du  tliéorème  suivant  : 

Lorsqutme  droite  qxd  roule  sur  une  courbe  li  rencontre  deux  autres 
courbes  fi.res  A,  B  en  deux  points  a,  b,  si  l'on  prend  sur  celte  droite,  dans 
chacune  de  ses  positions,  le  point  m  qui  la  divise  dans  un  rapport  donné 
(c'est-à-dire  que  "p  =A),  la  normale  à  la  courbe  lieu  des  points  m 
divise  dans  le  même  rapport  A  le  segment  intercepté  sur  la  normale,  au 
point  où  la  droite  touche  \\,par  les  normales  des  deux  courbes  K,B  aux 
points  a,  h  de  la  droite  mobile. 

*''    1  volumo  iii-8',   1857.  i\lall('l-I);i-  '■'  Nouvelles Ammlcs de  Malhèmadques, 

•■lieliei-.  1.  XVt,  p.  .•53-2-3;îj. 
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M.  Maiinhoim  conclut  de  là  que,  inversement  :  Si  une  droite  se 
meut  de  manière  que  trois  courbes  données  M,  A,  B  divisent  tou- 
jours cette  droite  dans  un  rapport  donné,  on  détermine  le  point  où 
elle  touche  son  enveloppe  en  menant  à  la  droite  une  perpendicn- 
laire  qui  soit  divisée  par  les  normales  aux  trois  courbes,  dans  le 
rapport  donné. 

11  fait  diverses  applications  de  ces  deux  propositions. 

Dans  les  Annali  di  Malcmalka  (t.  I,  p.  SG/i-oGq),  M.  Mannlieim    i858. 
donne  la  construction  du  centre  de  cpurbure  de  la  courbe  lieu  des 
points  dont  les  distances  à  deux  courbes  données  sont  dans  un  rapport 
constant.  11  applique  la  construction  générale  aux  coniques,  aux 
ovales  de  Descartes  et  aux  caustiques  par  réfraclion. 

Dans  le  tome  II  du  même  recueil,  sous  le  titre  de  Note  de  Géo- 
métrie injînitésimak ,  il  est  revenu  sur  les  mêmes  questions  et  a 
obtenu  cette  proposition  :  Deux  tangentes  coiis('cativcs  d'une  courbe 
A  interceptent  sur  deux  courbes  B ,  C  deux  arcs  infiniment  petits  dont  le 
rapport  est  le  même  que  celui  des  normales  à  ces  arcs,  terminées  à  la 
normale  de  la  courbe  A  '''. 

Construction  des  centres  de  courbure  des  lignes  décrites  dans  le  mou-    i858. 
vement  d'une  figure  plane  qui  glisse  sur  son  plan  '-'.  —  On  remarque 

*''  Ce  Ihëorènie  a  dlé  reproduit  dans  M.  Maxwell  est  conduit  à  cbcrcher  luie 

le  Traité  de  Chwmati'iuc  de  Uonr,  iu-8°,  surface  dont  les  normales  s'appuionl  sur 

i8G5,  Gautliier-Villars.  (Voir  p.  /jG-do.)  deux  conrbes,  et  il  trouve  la  cylindiv.  Il 

La    cyclidc,    cette  surface  si  reinar-  en  donne  deux  constructions  par  points . 

quable,  introduite  dans  In    science,   et  montre  (|ue  son  (Hi'crse  est  une  cyclide, 

ainsi  nommée  par  M.  Dupin,  il  y  a  fort  en  étudie  les  différentes   formes,   dont 

lonfj; temps ,  n'a  reparu ,  de  mfime  que  les  il   doiiii'c,   d'après   des   figures   planes, 

/(g')ics  «sî^)«/)<o/ijwes,  que  dans  des  reclier-  des  re|)résentations  slcrcoscnpiijues  d'un 

ches  fort  récentes.  On  peut  citer  pi-inci-  jfrand  intérêt,  et  qui  seront  ini  ])récé- 

palenient,  à  ce  sujet,  un  Mémoire  imjior-  dent  extrêmement  utile.  (Voir  Qimrterly 

tant  de  M.  J.  Clerk  Maxwell,  le  premier,  Journal  of  Pure  and  Applied  Mathematks , 

je  crois,  qu'on  ait  consacré  exclusivement  t.  IX,  1867,  p.  1 1  i-i-aG.) 
à  cette  sm-face.  '''  Journal   de   l'Ecole    Polytechnique, 

Après  ([uel([ues  renianpics  optiques.  xxxvii"  cahier,  p.  179-190. 
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dans  ce  travail  (|ii('l(|ucs  résultats  relatifs  au  roiihMiiciil  (rime 
(•oiiiijtic  sur  1111(3  couiIh'  fixe  (|ii('lc()iiqiip  ou  sur  une  droite  :  Dans 
le  roidrmenl  sur  iiiir  roiirhc  fixe,  Icn  caiilrcn  de  courbure  des  arcs  décrits 
par  les  points  de  la  conique,  à  nn  instant  du  mouvement,  sont  sur  une 
autre  conique  ([in  touche  la  conique  mobile  en  son  point  de  contact  avec 
la  courbe  ji.re. 

Si  la  (•oiii(|U('  iiioliilc  est  un  cercle,  la  conique  lieu  des  centres 
de  courhure  des  arcs  décrits  est  aussi  un  cercle. 

Dans  le  roulement  d'une  conique  sur  une  droite  L,  on  a,  relati- 
vement à  la  courbe  décrite  par  un  foi/er,  la  relation 

p  '   N  ~  «  ' 

p  élaiit  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  un  de  ses  jioints,  N  la 
poilion  de  la  normale  terminée  ù  la  droite  L.  et  a  le  demi-jTraiid 
axe  d(;  la  conifjiie. 

C'est  la  relation,  comme  le  remarque  M.  Mannlieim,  trouvée  par 
M.  Delaunay  dans  son  Mémoire  sur  la  surface  de  révolution  dont  la 
couibure  moyenne  est  constante. 

iH,)fj.  Ilccbciclies  ijéoinélriqucs  relatives  au  heu  des  positions  successives  des 
centres  de  courbure  d'itiic  courbe  qui  roule  sur  une  droite  '''.  —  Les 
considéi'alions  jfénérales  sur  lesquelles  reposent  ces  recherches 
conduis(Mit  l'auteur  à  plusieurs  résultats  jiarliciiliers  intéressants. 
Nous  citerons  cette  pro])riété  de  l'épicycloïde  décrite  par  un  point 
d  un  cercle  qui  roule  sur  un  cercle  fixe  :  Larsqu'uiie  épicqcloïde  roule 
sur  une  droite,  le  lieu  des  positions  successives  de  ses  centres  de  courbure 
aux  points  lie  cotituci  avec  la  droite  est  une  ellipse. 

Pour  une  ctjcloidc  qui  roule  sur  une  droile,  le  heu  des  centres  de 
courbure  est  un  cercle. 

l'oiir  une  cliaùiellc.  un  trouve  une  parabole:  <'lc. 

■loiiniat  (te  MiUlumtaùjucs .  <2"  s(Tii'.  I.  I\.  |i.  ij.'î-in'i. 
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AppUralioH  de  la  Iransformalion  par  raijom  vecteurs  réciproques  à  1860. 
l'étude  de  la  surface  enveloppe  d'une  sphère  tangente  à  trois  sphères  don- 
nées^'^K  —  M.  Mannlieim  a  fait  un  usage  irès-licureiix  de  ce  procédé 
de  transformation  à  létude  de  la  surface  cip'lide  de  M.  Dupin,  sur- 
face enveloppe  d'une  sphère  variable  tangente  à  trois  sphères 
fixes.  En  prenant  pour  pôle  de  transformation  un  point  de  la  circon- 
férence <jui  coupe  à  angles  droits  les  trois  cercles  des  sphères  si- 
tués dans  le  plan  de  leurs  centres,  les  sphères  transformées  ont 
leurs  centres  en  ligne  droite;  la  cyclide  devient  donc  un  tore,  et 
Ion  applique  dès  lors  inniiédiatement  à  la  cyclide  les  propriétés 
connues  du  tore. 

Par  exemple,  ce  théorème  de  M.  \  von  Villarceau,  que  tout  plan 
doublement  tangent  à  tin  tore  coupe  la  surface  suivant  deux  cercles^-' , 
donne  lieu  au  suivant  :  Une  sphère  douhlenienl  tangente  à  une  cyclide 
coupe  la  surface  suivant  deux  cercles.  M.  Mannheim  complète  cet 
énoncé  en  démontrant  que  :  Les  plans  des  deux  cercles  sont  eux-mêmes 
doublement  tangents  à  la  cyclide'^K 

M.  Mannheim,  revenant,  dans  un  autre  travail^*',  sur  le  même 
mode  de  transformation ,  appelle  pôle  principal  un  point  par  rapport 
auquel  une  figure  esta  elle-même  sa  transformée.  Il  démontre  entre 
autres  cette  proposition  importante  dans  la  théorie  des  surfaces  : 
Lorsqu'une  surface  a  un  pôle  principal,  il  en  est  de  même  de  sa  trans- 
fwmée  relative  à  un  pôle  quelconque. 

11  fait  aussi  diverses  applications  de  cette  notion  crun  pôle  prin- 
cipal à  la  théorie  des  caustiques. 

Sur  les  arcs  des  courbes  planes  ou  sphériqacs  considérées  comme  en-    iSG^. 


''  Nouvelles  Annales  de  Malliciiiatiqucti  j  cône  du  second  ordre  circonscrit  à  la  cij- 

I.  XIX,  i8()o,  p.  67-79.  clide  suivant  une  courbe  sphériqiie.  (  Vo«- 

•''   Comptes  rendus,   1.  XXVII.   i848,  velles  Annales  de  Mathématiques , -i' svv'k , 

]).  -'./it;.  l.  V,  i8f)G,  |>.  ai.,-..-.>5.) 

'^'   M.   A.   (lodiirt  a   ildmonlré  dopiiis  '*'  Nouvelles  Annales  de  M atliématiqucs. 

qui'  ces  plans   hitangents  enveloppent   un  t.  XX,  p.  a  18. 
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vcloppcs  (le  cor  1rs ''^K  —  M.  Mauiilieim  dénionlro  d'abord  (jiio  los 

coiirhcs  i'('|)r('.s('iiLt''CS  eu  cooi'donii(''('s  polaires  [)ar  r(''<[uali()ii 

r-  —  !>,?■  \^  {('■'')  +  a  =  o 

peuvnnl  ôlro  poiisid(''n''es  counnc  l'enveloppe  d'une  suite  de  cercles 
qui  oui  leurs  centres  sur  un(î  certaine  courbe,  et  (pii  coupent  ortlio- 
gonalcmont  le  cercle  de  layon  \/a  ayant  son  centre  au  pôle  0  d'où 
partent  les  rayons  vecteurs  r. 

Pour  déteniiiiH'r  la  courbe  lieu  des  centres  des  cercles,  on  se  sert 
(le  ia  couibe  A  représentée  par  l'équation  p  =  F(&)),  et  l'on  mène 
par  ses  jioinls  les  perpendiculaires  aux  rayons  vecteurs  :  ces  per- 
pendiculaires enveloppent  la  courbe  cliercbée. 

Lorsque  la  courbe  proposée  est  une  ovale  de  Descartes  rap])ortée 
à  l'an  de  ses  foyers  pour  ])ôle,  la  courbe  A  est  un  cercle,  et  les  trois 
cercles  relatifs  aux  trois  foyers  sont  concentriques. 

M.  Mannlieim,  en  se  servant  d'une  proposition  de  Géométrie  in- 
finitésimale dont  il  a  été  question  ci-dessus,  parvient  à  l'expression 
sinq)le  de  la  somme  ou  de  la  diiVércnce  de  deux  arcs  de  certaines 
courbes,  notamment  des  raushques secondaires ,  les([uels  arcs  dépen- 
dent dintéjjrales  d'un  ordre  élevé.  Il  arrive  ainsi  à  divers  résultats 
dont  le  suivant  concerne  les  ovales  de  Descartes  :  Deux  arcs  compris 
chacun  enirr  deux  raijony.  issus  d'vn  foipr  ont  leur  différence  égale  à  un  arc 
d'ellipse,  [»roposition  démontrée  dillerennuent  par  M.W.  Roberts'-'. 

M.  Mannlieim  remarque  ensuite  que  les  courbes  représentées 
[)ar  l'équation  <;énérale  ci-dessus  ont  la  j>ropriété  de  se  transformer 
en  elles-mêmes  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  pôle  de  trans- 
lormation  étant  au  pôle  d'où  partent  les  rayons  vecteurs;  ce  qu'on 
savait  à  l'éjjard  des  ovales  de  Descartes,  d'après  un  ibéorèint!  de 
M.  Quetelet  i^i. 

'''  Journal  tic  Malltéiiinli/jucs ,  I.  Vil,             '''  Des  siiifaees  réfléchissanles  ou  diri- 

rSGti.  a"  série,  p.  i2i-i,'»5.  manies  qui  ont  dmix  foyers  conjugués.  (Voir 

"■'  Journal  de  Malhémaùques ,  l.  \V,         Correspondance  maliwmatiquc  cl  physique, 

i85o,  p.  i()/i.  I.  V.  i8-:!<).  p.  4,  3".) 
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Au  sujet  de  ces  courbes  qui  se  transforment  en  eiles-memes,  il 
fait  connaître  la  proposition  suivante ,  qui  lui  a  été  communiquée  par 
M.  Moutard,  et  qui  paraît  être  le  point  de  départ  de  la  théorie  des 
courbes  et  des  surfaces  anallaffmaliqiws  dont  nous  parlerons  plus  loin  : 
Les  courhes  du  quatrième  ordre  qui  peuvent  se  transformer  en  elles-mêmes 
par  rayons  vecteurs  réciproques  ont  quatre  pôles  principaux;  elles  peuvent 
être  considérées  de  quatre  manières  différentes  comme  enveloppes  de  cercles; 
les  centres  de  ces  cercles  sont  sur  quatre  coniques  homofocales. 

Recherches  sur  les  longueurs  comparées  d'arcs  de  courhes  différentes '^^K  i863. 
—  Dans  ce  Mémoire,  M.  Mannheim  fait  usage  de  la  proposition  re- 
lative aux  arcs  infiniment  petits  déterminés  sur  deux  courbes  fixes 
par  une  droite  mobile,  qui  a  été  citée  précédemment.  Passant  aux 
courbes  oauclies,  il  démontre  ce  théorème  remarquable  :  Si  Von 
fait  rouler  sur  un  plan  fixe  la  portion  d'une  surface  développahle  comprise 
entre  deux  génératrices ,  un  point  P  quelconque  entraîné  dans  ce  mou- 
vement décrit  un  arc  égal  en  longueur  à  l'arc  qui  est  le  lieu  des  pieds  des 
perpendiculaires  ahaissées  du  point  P,  supposé  fixe,  sur  les  plans  tangents 
de  la  surface  comprise  entre  les  deux  génératrices. 

Transformation  par  polaires  réciproques  des  propriétés  relatives  aux    iSOG. 
rayons  de  courlmre^-\  —  M.  Mannheim  établit  la  relation  qui  a  lieu 
entre  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  donnée,  en  un  point,  et 
le  rayon  de  courbure  de  la  transformée  de  cette  courbe,  au  pohit 
dont  la  tangente  est  la  polaire  du  point  de  la  première  courbe. 

Passant  aux  courbes  gauches  et  aux  surfaces,  il  transforme  la  re- 
lation d'Euler  sur  les  rayons  de  courbure  d'une  surface  en  un  point, 
et  il  parvient  à  une  relation  plus  générale,  dans  ce  sens  que  cette 
relation  concerne  les  rayons  de  courbure  des  sections  de  la  surface 
faites  par  des  plans  passant  non  plus  par  la  normale,  mais  par  une 
droite  quelconque. 

'■''Journal  de   l'École   Polytechnique,  '■^^  Journal  de  Mathématùjues ,  û' f,évk , 

xl' cahier,  i865,  p.  2o5-20(j.  t.  XI,  p.  icjS-sio. 
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ifiOfi.  Siif  If  (lcj)liirri)i('iit  conlinu  il' un  roips  solide;  Nouvelle  iiiélliode  pour 
déterminer  les  normales  aux  Viornes  ou  sur/ares  décrites  pendant  ce  dé- 
j)laeemcut''^\  —  INoiis  cilcmns  la  proposition  siiivaiilc,  doiif,  i'auteiir 
lait  des  aj)plications  utiles  :  Dans  le  déplaremenl  infiniment  petit  d'nn 
corps,  SI  par  tous  les  points  on  mène,  parallèlement  à  un  plan  donné,  des 
normales  aux  trajectoires  des  points,  toutes  ces  normales  rencontrent  une 
même  droite  parallèle  èi  l'axe  de  rotation  du  corps. 

Cette  droite  est  le  lieu  dos  foyers  des  plans  du  corps  })arallèles 
au  plan  donné. 

JVJ.  Mannlicini,  en  reju'oduisanl  ce  Mémoirt^  dans  le  Journal  de 
Matliématujues^'-K  y  a  ajouté  le  théorème  suivant,  coniniuni(pié  à 
la  Société  j)liilomalhique  '^ ,  qui  donne  lieu  à  des  conséquences 
inijjortautes  :  Dans  le  mouvement  cVun  corps  solide,  les  normales  aux 
trajectoires  des  points  de  ce  corps  qui  s'appuient,  à  un  instant  du  dépla- 
cement, sur  une  droite  donnée,  rencontrent  une  seconde  droite. 

L'auteur  conclut  de  là  une  consti'uction  di'  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire de  chaque  point  dun  corps  solide  doul  le  niouveuient  est 
déterminé  par  cinq  conditions. 

(lonsidéraut  ensuite  le  cas  où  le  mouvement  d'un  coips  n'est 
assujetti  qu'à  quatre  conditions,  M.  Mannlieim  trouve  (pu-  :  Les 
points  du.  corps  se  déplacent  sur  des  suifaces  dont  les  normales,  à  un 
instant  quelconipie,  s'appuient  toutes  sur  deux  droites. 

Il  indicpie  jiliisieuis  aj)plications  de  cette  pi'oposilion. 

'^''7-  (Mustrurtion  géométrique,  pour  un  point  de  la  surface  des  ondes,  des 

rentres  de  rourliure  principaux  et  des  directions  des  lignes  de  courbure''*^ 
—  Ou  n'avait  déterminé  juscpi'ici  «pie  la  normale  en  un  point  de 
la  surface;  des  ondes  <■'''.  M.  Mannlieim  retrouve  cette  construction, 


'''    (miiijiIc.s   irmliis,    l.    lAll.     iSGl»,  '''   (Juiiqilrs  rciidii-i .  t.  lAlV.  p 

|i.  il58G-i3()o.  ty/i. 

'■•'  T.  XI,-..'smc,  i80(i,|).  •.>7;i-j7r).  ■■"  Méuidircs  de  M\l.  M.u-  Cm! 

'''  Bullcliit  de  tu  Socicir  jiliiliimiilliiijiir .  l'Iiicki'r.  (  \ Hir  ci-dessns.  cImii.  i,  | 

I 'i  juillet  1  (SfiO  ,  p.  yc).  .",  I   cl, ")•.>.) 


DE  LA  GÉOMÉTRIE.  301 

puis,  ce  (jiii  otlVait  plus  de  dilliculté,  il  déterniiiie  la  direction  des 
lignes  de  courbure  de  la  surface  et  ses  deux  centres  de  courbure 
principaux.  La  solution  de  ces  questions,  jusqu'ici  non  résolues,  est 
l'ondée  sur  certaines  propriétés  du  déplacement  d'un  corps  solide 
dans  l'espace,  théorie  à  laquelle  M.  Mannlieini  a  donné  beaucoup 
de  développements  dans  le  travail  suivanl. 

Mémoire  sur  le  déplacement  d'une Jîgurc  de  forme  mrariahie;  Noiirellc    i  S()8. 
méthode  des  normales;  Appliralions  direrses''^\  —  Ce  Mémoire  impor- 
tant, présenté  récemment  à  l'Académie,  a  été  le  sujet  d'un  rapport 
dont  il  nous  sullira  d'extraire  quelques  passages  (')  : 

rrOn  s'est  beaucoup  occupé,  depuis  une  vingtaine  d'années,  au 
«point  de  vue  géométrique,  du  déplacement  inliniment  petit  d'un 
r  corps  solide  dans  l'espace.  On  a  fait  connaître  de  nombreuses 
rc  propriétés  concernant  soit  les  trajectoires  des  dilférents  points  du 
ff  corps  pris  sur  des  droites,  des  plans  ou  des  surfaces,  soit  les  difle- 
tf  rentes  manières  de  produire  le  déjtlacement  par  des  translations 
tr  et  des  rotations. 

ffMais  dans  cette  question  on  n'a  considéré  généralement  jus- 
te qu'ici  que  le  déplacement  en  lui-même,  abstraction  faite  des  con- 
(fditions  géométriques  f[ui  le  déterminent,  conditions  qui  peuvent 
cfêtre  très-diverses  :  ce  seront,  par  exemple,  que  des  points  du 
«corps  glissent  sur  des  lignes  ou  des  surfaces,  que  des  lignes  ou  des 
tr  surfaces  entraînées  par  le  corps  passent  par  des  points  ou  touchent 
tt  des  lignes  ou  des  surfaces ,  etc. 

te  On  ne  trouverait  que  quelques  cas  bien  rares  où  l'on  ait  con- 
ff  sidéré  ainsi  des  conditions  de  déplacement. 

tt  Cette  question  cependant  est  fort  importante.  Le  cas  du  siinphî 
tt  déplacement  d'une  figure  plane  sur  sou  plan  en  ollre  une  preuve 
tt  frappante.  On  sait,  en  efiet,  qu'ayant  reconnu  dans  ce  déplacement 
tt  l'existence  d'un  certain  point  c[ui  reste  fixe,  on  a  conclu  de  là  im- 

,'■'  Comptes  remlus,  l.LWl,  p.  5',]-2.  lîonnel,   Gliaslfts,   rapporleur.  {('.nmpics 

''  Commissaires:  MM.  Bertrand,  Oss.        rendus,  I.  I>.\VI,  p.  Sgi.) 
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rr  iiiédialeiiKMil  nue  inolliodc  dos  tangentes,  puis  aussi  des  centres 
rde  courbure,  des  courbes  qu'on  peut  regarder  comme  décrites 
trdans  le  mouvement  d'une  figure  de  forme  invariable  déterminé 
frpar  certaines  conditions.  On  esl  donc  induit  à  penser  que  le  dé- 
tr  placemenL  d'une  iigure  dans  ]'esj)acc  pouri'a  de  même  procurer  la 
f  solution  de  pareilles  questions  dans  la  tliéorie  générale  des  lignes 
fret  des  surfaces  coui'bes. 

fc C'est  celte  étude  du  déplacement,  ou  plutôt  des  déplacements 
«divers  d'un  corps,  com])atibles  avec  des  conditions  données,  que 
fcM.  Mannheim  s'est  proposée,  après  s'êti'e  préparé  à  surmonter  les 
ff  dilficultés  de  ce  travail  par  la  solution  de  très-nombreuses  ques- 
cf  tions  se  rattacbant  au  déplacement  d'une  figure  plane,  v 

Conclusions  :  et  L'étude  des  déplacements  que  peut  prendre  un 
rr  corps  soumis  à  moins  de  cinq  conditions  n'avait  point  encore  fixé 
ff  l'attention  des  géomètres,  et,  à  cet  égard ,  elle  constitue  un  progrès 
ffdans  la  marcbe  naturelle  de  la  science.  Les  a])plications  que  l'ba- 
ffbile  ])rofesseur  a  faites  de  ses  résultats  à  de  nombreuses  questions 
ff  concernant  la  ibéorie  des  lignes  et  des  surfaces  courbes,  dont  on 
«•rne  possédait  point  encore  de  solutions,  donnent  une  importance 
iT  très-manpiée  à  son  travail,  que  nous  sommes  beureux  de  signaler 
«avec  confiance  à  l'attention  particulière  des  «jéomètres,  et  dont 
ffiious  avons  flionneur  de  [)i'oposer  à  l'Académie  finsertion  dans 
trb'.  recueil  des  Saruiils  élr(i>ij>crs.v 

VI.  !Vr.    RoiROET. 

Les  travaux  de  M.  Bourget,  nombreux  et  importants,  concernent 
principalement  la  Mécanique  céleste  et  la  IMijsique  inalliémati(pi(!. 
Mais  nous  y  remanpions aussi  un  Mémoire  de  pure  (îéométrie,s;<r 
rallractiou  des  paraboluïdes  elHp tiques,  cpii  lait  partie  d'une  llièse 
pour  le  doctorat. 

M.  liourjjet  ap[)elle  |)araboloïdes  iml]i('.lîqueH  des  paraboloïdes 
égaux  et  de  même  axe,  dont  les  points  correspondants  sont  sur  des 
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parallèles  à  laxe.  Ces  paraboloides,  ainsi  que  le  fait  remarquer 
l'auteur,  peuvent  être  considérés  comme  dérivant  d'ellipsoïdes  con- 
centriques et  homotiiétiques  dont  un  sommet  reste  fixe  pendant 
que  l'autre  sommet  s'éloigne  à  l'infini.  De  sorte  que  les  propriétés 
relatives  aux  paraboloïdcs  isothétiques,  à  l'attraction  des  coucfies 
paraboliques  et  aux  surfaces  de  niveau,  correspondent  à  celles  des 
ellipsoïdes,  et  peuvent  parfois  s'en  conclure.  Mais  ^I.  Bourget  dé- 
montre directement  tous  les  tiiéorèmcs  et  les  résultats  qui  s'en- 
suivent relativement  à  l'attraction.  11  n'a  pas  besoin  de  la  notion  des 
points  correspondants  sur  les  paraboloïdcs  bomofocaux. 

Plus  tard,  dans  un  nouveau  Mémoire  ''',  il  se  sert  de  ces  points 
correspondants  et  donne  de  nouvelles  démonstrations  des  princi- 
paux résultats  de  son  premier  travail  <-'. 

Vil.   _M.     POLDRA. 

Les  ouvrages  de  Desarjjues,  géomètre  éminent  du  xvn"  siècle, 
étaient  pour  la  plupart  de  simples  essais  ou  brouiUons-projels ,  impri- 
més parfois  sur  des  feuilles  volantes.  Aussi  ne  nous  sont-ils  pas  par- 
venus, et  n'étaient-ils  connus  jusqu'à  ces  derniers  temps  que  par 
quelques  fragments,  conservés  principalement  dans  les  traités  de 
Perspective  et  de  la  Coupe  des  pierres  du  graveur  Bosse. 

Les  géomètres  regrettaient  surtout  hiMirlc  du  Traité  des conùjucs, 
mis  au  jour  en  1 636 ,  sous  le  titre  :  Brouillon-projet  d'une  atteinte  aux 
événements  des  renconti'es  d'un  cône  avec  un  plan,  ouvrage  dont  Des- 
cartes, Pascal  et  Fermât  ont  parlé  avec  éloges. 

Une  copie  de  ce  Traité,  faite  par  de  la  Hire  en  167g,  ce  qui 

'''  Note  sur  t' attraction  (les paraboloîdes.  potentiel  d'une  couche  injinimenl  mince  covi- 

(Voir  Journal  de  Mathématiques,  2°  série,  prise  entre  deux  paraboloïdcs  elliptiques,  a 

l.  H,  1857,  ]).  81-90.)  IrouvL'  que  roxpi'cssion  du  polcntici  ne 

'''  M.  Hirsl,  PII  reprenant  par  des  con-  dépend  que  des  lojjarillimes  et  non  des 

sidéralions  dilVérenles  celle  même  ques-  Iranstemlanls  ellipliques.  (yoHnw/rfc  jl/a- 

lion,    dans  un  U-avail  intitulé  :  Sur  le  titcmuliques,  ■2' série,  l.  U,  p. ''iS^-d^\.) 
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sciiililc  iii(ll(|ii('r  i|iic  (l(''jà  à  colle  époque  roiivr;i;je  était  devenu 
l'oil  lare,  s'est  retrouvée,  il  y  a  une  vingtaine  daniiées,  avec  un 
exeuiplairt!  desti'aités  orijjinaux  de  Desargues  sur  /«  coupe  des pierrea 
et  les  ctidraiis  (traités  très-succincts,  quatre  ])ages  iu-folio).  Ces 
rra;;iii(Mits  |)récieu\  ont  élé  acquis  aussitôt  par  la  15ililiotliè(jue  de 
riiislilutC). 

M.  Poudra,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytecluîif[ue.  officier  supé- 
rieur d'état-major  en  retraite,  que  recommandaient  à  l'Acadéinie 
di\eis  Mémoires  de  Géométrie  et  surtout  un  excellent  Traite  do  pers- 
jirciire-rclir/\  dont  nous  parlerons  plus  loin,  obtint  l'autorisation 
de  mettre  au  jour  cet  ouvrage  des  coniques.  Il  y  a  joint  d'autres 
fragments  des  ujuvres  de  Desargues  et  toutes  les  notions  (jui  pou- 
vaient s'en  trouver  dans  quehjues  pièces  du  temps,  devenues  aussi 
d'une  grande  rareté.  Ce  travail,  fruit  de  reclierclies  persévérantes,  a 
donné  lieu  à  deux  volumes  qui  ont  paru  en  186/1,  sous  le  titre  : 
Œuvres  de  Desnrgues,  précédées  d'une  nouvelle  hioijrapln'e  de  l'aideur. 

M.  Poudra  a  ajouté  à  ces  fragments  de  Desargues  des  connuen- 
taires,  ])riucipalement  sui'  le  Traité  des  sections  coniques,  qui  est 
d'un  style  fort  obscur,  par  suite  surtout  d'un  grand  noud)re  de 
dénominations  inusitées  et  qui,  l'ouvrage  ayant  été  perdu,  n'ont 
])lus  reparu  dans  aucun  autre. 

On  savait,  et  la  révélation  avait  été  faite  en  premier  lieu  ])ar 
M.  Ponceletdans  l'introduction  de  son  Traité  des  propriétés  pi'ojec- 
lives,  (pie  l)(>sai'(;ues  avait  fait  usage  de  (pudqucs  j)ropositions  de  la 
théorie  des  transversales,  et  (|u  on  lui  devait  notannuent  le  célèbre 
tliéorème  sur  Yiuvoluliondes  six  points  dans  lesquels  une  conique  et 
les  cotés  (l'un  (piadrilatère  inscrit  dans  la  courbe  rencontrent  une 
di'oile  (|uelcon(jue.  Mais  ou  ignorait  jusqu'à  quel  point  Desargues 
avait  poussé  les  applications  de  ces  éléments  de  la  Géométrie  mo- 


'"'  Voir  domptes  rendus  de  l' Acndi'mio des  sciences,  l.  W.  i8'j.t  :  'S'oie sur  les  ouvrages 
de  Dcsnr/riies  .  p.   i5.5o-i  T).')/!. 
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doruc.  L'ouvrage  retrouvé  était  donc  précieux  pour  ri'-pandre 
(juelque  jour  sur  cette  partie  de  l'histoire  de  la  science. 

M.  Poudra,  en  parvenant  à  éclaircir  la  solution  d'un  problème 
considérable  pour  l'époque,  a  montré  la  sagacité  de  Desargues  et 
fait  connaître  l'étendue  de  sa  méthode;  car  cette  solution  a  toute 
la  perfection  que  l'on  pourrait  demander  à  la  Géométrie  actuelle. 
11  s'agit  du  problème  suivant  : 

Un  cône  qui  n  pour  liaftr  une  conupir  C  rat  rniijH'  par  itn  plan  :  on  âr- 
niande  de  déterminer  sur  le  plan  de  la  hai^e  :  i°  le  point  qui  correspond 
au  centre  de  la  section;  9°  les  droites  qui  correspondent  aux  deux  axes  de 
cette  courbe,  et  3"  les  points  qin  correspondent  à  sesfoijcrs. 

Desargues  se  sert,  pour  résoudre  les  trois  parties  de  ce  pro- 
blème, d'une  seule  droite  et  du  sommet  du  cône;  la  droite  est  la 
trace,  sur  le  plan  de  la  base  du  cône,  du  jdan  mené  par  le  som- 
met parallèlement  au  plan  de  la  section.  Appelons  D  cette  droite. 
Que  par  un  point  a  de  D  on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  G, 
la  corde  de  contact  rencontre  D  en  a  .  Ges  couples  de  points  a,  a! 
forment  une  involution.  Que  par  le  sommet  du  cône  on  mène  les 
côtés  d'un  angle  droit  qui  rencontrent  la  droite  D  en  deux  points  h,  h': 
ces  couples  de  points  forment  une  seconde  involution.  Les  deux 
involutions  ont  un  segment  commun  ce .  Les  polaires  des  deux  points 
c,  c',  relatives  à  la  conicjue  G ,  sont  les  deux  droites  X,  X'  qui  cor- 
respondent aux  axes  de  la  section  du  cône;  et  leur  point  d'inter- 
section correspond  au  centre  de  la  section,  ce  qui  l'ésout  les  deux 
premières  ])arlies  du  problème. 

Quant  à  la  troisième,  que  l'on  considère  les  deux  points  /;,  //  Ao  la 
droite  D;({ue  par  l'un  on  mène  une  tangente  à  la  conique  G,  et 
par  l'autre  la  droite  aboutissant  au  point  de  contact  :  cette  tangente 
el  cette  droite  rencontrent  la  droite  X  en  deux  points  e,  e.  Ges 
couples  de  |)oints  c,  e  forment  une  involution  dont  les  points  doubles 
c()rres|)ondent  aux  deux  foyers  de  la  section  du  cône  situés  sur 
l'axe  auquel  correspond  la  droite  X. 

Gcife  consiniclion  ("^t  fondée,  cnninic  oii  le  rccdimaît  aisément, 


;j(i(i  r, MM'oiîT  siii  m;s  i'i;o(iiii-:s 

sur  ct'llc  |ii-(>|ui(''lr,  <|ii('  Iji  liiiij'viilc  cl  la  iioriiialc  on  cliaiiiic, 
noiiit  (riiiic  (■(iiii(|in'  rciicdiiliciil  iiii  a\c  cm  deux  poiiils  (|iii  sont 
(•()iijii<;iics  liaiiiioni(|iics  |)ar  rapjiorl  aux  deux  loyers,  de  sorte 
(MIC  ces  coiiiilcs  de  [)oiiils  roriueiil  une  iuvolutioii  dont  les  foyers 
son!  les  noinis  d(iid)lcs  (réels  sur  \[\\  axe,  iniajifinaircs  sur  l'anlre). 
CiClte  solution,  exposée  ainsi  Tort  (■laii'enient  [)ar  M.  i'oudra,  rc[)ose. 
dans  rouvra<;e  de  Desarîjues,  sui'  <|uati'e  pi'opositious  assez  com- 
|)li(|uécs. 

On  peul  jn;;('r  néanmoins,  d'après  cet  exemple,  (jiie  la  ])erte  du 
Traité  des  (•oni(pies  de  Desarjjues,  et  hieidôt  ajtrcs  anssi  la  dispa- 
rition de  plusieurs  ou\rajjes  de  Pascal,  au  iiomlirc  dcsipiels  se 
ti'ouvait  un  Traité  fort  étendu  des  sections  coniques  loiidé  sui- 
des considérations  empruntées  de  Desargues  lui-même,  ont  causé 
un  f'iand  domiiia};c  aux  progrès  de  la  science  et  à  la  connaissance 
historique  des  travaux  du  xvn''  siècle  >''. 

i85a.  IjC  Triiilr  (Ir  iH'rxp/'rlirc-rclirf  i\(iM.  Poudi'a ,  jnenlioiiiié  ci-dessus, 
a  été  présenté  à  l'Académie  dans  sa  séance  du  a  i  juin  i859,  sous 
ce  titre  :  Trailr  ilr  la  pcrapn-hve-rehef,  (wec  les  applimlwns  à  la  cons- 
Iriiclioii  (les  liiis-irlirfs,  (U(.r  (Ircoriilioiis  lliràlrales  cl  à  l'arcliiteclurrS-\ 
(le  travail  ,  important  au  point  de  vue  de  la  rij;ueui'  mathématique 
et  des  nombreuses  questions  de  Fart  (|u"il  embrasse,  a  été  le  sujet 
d  un  rajiport  Tort  étendu,  dont  nous  reproduirons  ici  simplement 
les  conclusions''':  tr  Mous  arrivons  enliii  au  terme  du  long  examen 
fc(proiil  nécessité  les  dilVérentes  parties  de  l'ouvrage  soumis  à  notri; 
te  jugement.  Sans  a\oir  la  pensée  de  prescrire*  aux  ailistes  lusage 
rrexclusil  des  règles  rigoureuses  lomlées  sur  la  théorie  g(''ométrique 

"'    M.  (IrciiHiiiii,  il.-iiis  mil'  ;iii;ilysr  in-  '''   (jimpics  rriidiix,    I.  WXIV,   nSSa, 

Icrcssaiilc  ilrs  (lrii\  viiliiriics  de  M.   t'iui-  ji.    <)'i(i.    —    I/i)inr;ij[('  ;i   i''l(_'    iiMpriliK'. 

(Ir:i.    et    |i:irliciiliri-cirii'iil    ilii    llniiii/liiit-  i  vol.  iii-S°,  iSOo. 

jirdjcl  lien  idiiiiinr.s ,  ;i  liiil  coiiiiiiiln'.  siiiis  '  '    C.oiiiniissaiirs.    MM.     Poiiccjcl    pi 

tciir  ('iKiiur  iiiriiir.  |iliisi('iii's  (ti's  |]i()|i(i-  Clijisjcs.  (Voir  row/^/cs  ;cy»/«A',  t.  XXWII, 

silioiis  iiii|i(ii'liiiili's  lie  ccl,  ()uvrii{ic.  (  Vdir  itSr>M,  p.  880-901.) 
Aminli  (H Malcvuidca  ,  I.  \  ,  1  cS{)3  ,  |).  '.>'.\:>..) 


DE  LA  (IKOMHTRli:.  307 

f  développée  par  M.  Poudra,  nous  exprimerons  néanmoins  la  con- 
rviction  que,  dans  tous  les  travaux  d'art  où  l'on  se  propose  limi- 
er talion  ]»ar  dos  effets  d'apparence  et  d'illusion,  on  pourra  toujours 
rr consulter  avec  fruit  cet  ouvrage,  où  se  trouvent,  à  côté  de  ces 
rr  règles  aussi  siires  et  aussi  précises  que  celles  de  la  perspective 
rr  plane,  dont  la  peinture  fait  un  si  heureux  enqiloi,  des  observations 
rfjudicieuses  et  des  appréciations  motivées  qu'on  chercherait  peut- 
tfêtre  en  vain  dans  d'autres  écrits  composés  au  seul  point  de  vue 
rr  artistique,  n 

M.  Poudra,  avant  eu  à  enseigner  la  perspective  à  l'I'^cole  d'état-  i8(ii. 
major,  a  voulu  connaître  tous  les  ouvrages  (|ui  ont  traité,  théorique- 
ment et  au  point  de  vue  pratiijue,  de  cette  branche  de  la  science. 
II  est  résulté  de  ses  recherclies  un  volume  intitulé  :  Histoire  de  la 
perspcctire  ancienne  rt  moderne,  conlenanl  Tnnahjse  d'un  très-grand 
nombre  d'ouvrages  snr  la  perspertive  et  la  description  des  procédés  divers 
qui  s'y  rapportent ''^K 

L'ouvrage  contient  deux  parties.  La  première  est  consacrée  à 
\ Optique  des  anciens,  Euclide,  Ptolémée,  etc.,  qui  n'était  nullement 
la  perspective  actuelle,  mais  seulement  un  recueil  d'observations 
sur  la  vision  et  les  effets  que  produisent  sur  1  œil  les  objets  exté- 
rieurs, selon  leurs  formes,  leur  position  et  leurs  mouvements 
divers.  La  seconde  partie  traite  des  ouvrages  de  perspective  pro- 
prement dite,  c'est-à-dire  de  la  construction  géométrique  de  la 
r('|)résenlation  des  objets  sur  une  surface  courbe  et  plus  ordinaire- 
ment plane'- . 

'''  Paris,  1 86^1,  iii-8°.  Fim;  et   Roiscli  ;    Hainrliiis;  J.  Peccani; 

'''  Voici   les   noms    des  auteurs   an-  Aguilon  ;   Millicl-Dccliales;    Lacaille;  et 

ciens   et  modernes   dont  M.    Pondra    a  dans  la  seconde  partie  :  Vitruve;  Piotro 

analysé  les  ouvrages.  Dans  la  première  délia  l'^rancesca  dal  [îoi^o  San  Sepolcro; 

partie  se  trouvent  :  Kuclide  et  ses  traduc-  Bramante  de  Milan;  Baldassarede  Sienne; 

leurs,  Pena,  Ejfnazio Dante,  Ghambray  ;  I^tîonai'd  de  Vinci;  Pomponius  Gauricns; 

Héliodorede  I^arissc,  Ptolemee,  Vitclion;  Ldon-Bapliste    Alherti;    Lucas    Pacioli  ; 

Roger  iîacon;  liamiis  cl  liisner;  Oroncc  Viator;    Alherl    Diiier;   lieisch  et  Omncc 
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iMl'i.  l)(;  rinvvliilioli  jihine''\  M.  Poudra  appelle  inroliilioii  plane  l'eii- 
semblc  des  {jroiipes  de  trois  points  (pii  sont,  les  traces,  sur  un  plan , 
des  ti'ois  airles  (Fanjjles  Irièdres  trii'eclaiijjles  di^  même  soniniel. 
Ces  sNsIèmes  de  trois  pouit.s  sont  les  sommets  de  iriauffles  ipi!  ont 
même  point  (rmteisectioii  des  trois  liauteni's,  c'est-à-dire  des  ti'ois 
pei  pendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  les  cotés  opposés;  en 
outre,  le  rcctaiijjle  des  deux  se<)n)ents  laits  sur  chaque  liaufeurpar 
ce  point  est  consiaid.  Le  point  est  Mi  poDil  central  de  linvolutioii . 
el  le  rectanj;le  constant  pamsaiirr  de  l'involution. 

\l.  Poudra  démontre  plusieuis  pr()|)riétés  de  ces  systèmes  de 
trois  [toinls,  c'est-à-dn'c  de  linvidution  plane. 

Un  jeune  oflicier  du  jjéiiie,  M.  l'iccjuet,  a  l'ait,  dans  ces  derniers 
temps,  ime  application  de  cette  lliéoi'ie  de  linvolution  ])lane,  pour 
la  construction  des  axes  d'une  surface  dn  second  dejp'é  ('^'. 

On  reconnaît  aisément  (|ue  ces  fp-oupes  de  trois  points  d'un(!  in- 
volidion  plane  sont  les  systèmes  de  points  conjugués  par  rapport 
à  un  cei'cle  imaginaire,  dette  considération  conduit  sur-le-cliamp 
aux  pi()])riélés  principales  du  système. 


rH(')5.  Tlii'oric  (les  faiscraa.r  cl  des  rnrolaliovs^^^  —  On  a[)pelle  iiivohilion 
(Fovdre  in,  sur  une  droite  x,  une  suite  de  groupes  de  m  points  qui 
sont  les  intei'sections  de  la  droite  et  d'un  système  de  courbes 
d'ordre  m  ayant  toutes  «r  points  communs.  Les  abscisses  des  points 


Fine;  Séljastien  Sfiilio;Commandin;  Hans 
licnctiur;  Danict  Rarbaro  ;  J.  Ccjusin  ;  Du 
(Ini-icaii;  Vigiioic;  Sirigati  ;  GnidnLîljaidi; 
Sipviii;  Salotnon  di- Cans;  Aguilon;  Sa- 
muel Marolais;  Uredeman  Frisius  ;  hr- 
colli;  l)esarn:Ufis;  Du  Rreuit  ;  Atteaunic 
et  Mijfou;  Vnulezard;  liatlaz;  Curatwtio; 
l>osso;  Roné  Caulliicr;  Cli.  tîoui'jjuin;  Ni- 
ecvm\\  G.  Hurol;  André  Alljcii;  Mitliol- 
Dorliates;  S(f|).  liCclerc;  Giidio  Tmili  ; 
S' Gravcsaudn;  Scliul)ler;  ITaniiltou;  Gosia  ; 
.Inaiiraf  ;  Kaosliior  ;  I.acaitlo  ;  Galius;  Tav- 


lor;  Jacquier,  Roy;  Petitot;  Lambert; 
Mnrdocli;  Zanoti,  De  Ciu-ei  ;  Torelii; 
Piicslley;  Lcspinassp;  Lavit;  Palnizcau; 
Taccani;  Tliibault;  Gloquet  ;  Dufour  ; 
PaiJIet  de  Montaljert;  Friedling;;  Adtié- 
mar;  Poudra. 

'"'  Nouvelles  Annales  de  Maihémaliques , 
9."  série,  1. 111,  i8G4,  p.  igS-Soy. 

<'>//w/.Q's(!rie,l.VILi8()8,p.i5f)-/i(;o. 

'"'  Arec  les  nppUcnlions  aux  tracés  r/c.v 
rmirhes  des  dijj'crenis  ordres,  lîi-ocli.  in-S", 
.1.  Gnnvard.  i8C..''). 
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ilo  cliaijuc  [iioiipL'  8111  la  droito  Sdiit  (ItMcriuiiire^  [tai-  une  L'(|iiati(iii 
du  do<>iv  m  coulciiaiil  un  paraïuètrc  variable.  IcUe  (jue 

F(,r)  +  XF,(,r)=... 

In  |K)iiil  a  il  un  oroupe  élaiiL  donné,  celle  éipialion  lail  con- 
iiath'e  la  valeur  du  coelïicient  X  qui  lui  convient;  et  Ion  déleninni' 
les  (w/ —  i)  autres  points  du  gi'ou[)0  par  r(''(|ualion  elle-inènie,  qui 
s'abaisse  au  degré  (/«  —  i). 

M.  Poudra  montre  coniuieut  on  peut  délerniiner  ces  (m  -  i) 
points  par  la  construction  dune  cei'laine  courbe  d  ordre  (//«  — i). 

La  perspective  plane,  ainsi  (jue  la  perspective-relief,  produisent  i,S(J8. 
des  délorniations  d'une  ligure  proposée;  déformations  qui  rentrenl 
dans  la  méthode  générale  des  figures  liomographiques,  et  s'en 
distinguent  principalement  par  les  positions  relatives  des  figures. 
Les  géomètres,  et  M.  Poncelel  surtout,  ont  sou\ent  tiré  de  <;rands 
secours  de  ces  transformations  particulières.  M.  Poudra  en  a  l'ait 
de  nouvelles  et  nombreuses  applications  dans  un  volume  inlitulé  : 
Complémenls  de  Géométrie  fondés  sur  lu  perspective  ^'K  et  dans  divers 
articles  sur  des  sujets  variés,  insérés  principaicmeni  dans  les  ^ou- 
velles   [iinules  de  Muthémutiijues. 

VIII.  —  M.  Tivsor. 

M.  Tissot,  auleur  de  plusieurs  Mémoires  d'Analyse  et  de  Méca- 
ni(pie,  notamnumt  dune  importante  thèse  sur  le  pendule  coniijue -', 
a  publié  aussi  plusieurs  recherches  de  Géométrie. 

Une  Note  .s»y /f.s /u'7(cc.s*-^' conlii'iil  je  IJiéoi'ème  suivani  :  Pour  (j ne    îSSq. 
le  lieu  des  centres  de  courLure  dinic  hélice  tracée  sur  un  ci/liiidre  soil  une 
autre  hélice  tracée  sur  uu  cijliiidre  parallèle  au  premier,  il  faut  et  il  siijjil 
(lue  la  section  droite  de  celui-ci  soil  un  cercle  ou  une  spirale  logarithiniijue. 

'''  1  volume  iu-fiM'uris,  i8()S;  (lor-  i8.rj.  p.  88-i  id.  —  ^'' Yuiivettrs  iniiulvs 
réard.  de  MatlicmiUniur-'i,  t.  \\ .  iK.")-.!.|).   'i,")'i- 

•"  Jimruut  lie  MiUlièiimliiiiivs,  (.  Wll.  'i.")-, 


310  I!  Vl'i'oliï  SUli  1J;S  IMUJCllÉS 

Diiiis  ce  (Ici'ilicr  cas,  M.  Tissol  Iritinc  (|iic  ics  liiMiccs  sonl  silii(''es 
>-iir  (liMi\  cniics  (le  ir\ oliil ioii  ayant  iiièiuc  axe  et.  même  sommet. 
Il  (loiiiic  en  oiitic  la  relation  (jiii  a  lieu  entre  les  demi-angles  au 
sommet  des  deux  cônes. 
nSfiiS.  M.  Tissol  s'est  ensuite  occupé  de  la  théorie  des  cartes  géogra- 
|ilii(|Mes.  Il  a  d'abord  publié  un  .Mémoire  sur  1rs  nUcrulio)is  (Faiijih's 
(i  (If  (lishnicfs  ihnis  le  (Irrciopjwnicnt  iitodifir  de  Flaiiislec({'''\  puis  trois 
^otes  successi\es  (jiii  constituent  un  nuMiu'  travail'-'.  Dans  la  pre- 
mière l'auteur  donne  la  loi  générale  sui\anl  laquelle  la  délornuition 
se  produit  autour  de  cliaipu'  point,  (juel  que  soit  le  système  de  repi'é- 
senlatiou.  (lette  loi  est  lort  simple;  on  l'exprime  en  disant  (pie  tout 
cercle  iulinimeiit  petit  sur  la  surface  est  toujours  représenté  par  une 
ellipse.  Les  relations  entre  le  cende  et  l'ellipse  résulleiil  d  ailleurs  de 
la  consli'uclioii  suivante  :  Que  1  on  projette  le  cercle  sur  un  cei'tain 
plan  .  el  (pie  Ton  altère  les  diamètres  de  l'ellipse  de  projection  dans 
ini  cerlaiii  lapport.on  obtient  nue  seconde  (diipse,  (jui  est  celle  (pii 
[■('présente  le  cercle  sur  la  carte.  De  là  dérivent  [)lusieurs  tliéorèmes 
généiaiix,  concernant  la  représentation  dune  surface  sur  une  autre 
d"a|)rès  une  loi  (pi(dcon(jue.  Nous  citerons  le  suivant,  dont  on  peut 
faire  de  nond)reuses  a])plications  :  JI  cœislc  toujours  sur  la  surface 
un  double  sijslèiiie  de  li<>iies  orllioijoiitiles  (jui  restent  orthogonales  dans 
leur  rejiirseiitation. 

Dans  la  seconde  paitie  de  s(MI  travail,  M.  Tissot  compare  entre 
eux  les  divei's  svstèmes  de  cailes;  et  dans  la  troisième  il  se  pro- 
pose de  lrou\ei-  le  Mieilleur  mode  de  repr(''senlation  pour  cluujue 
coutr(''e  pailicuhèi'e,  larsaul  coniiailre  les  altérations  d  angles  et  de 
distances   dans  dillV'renles  contrées '■''\ 

l  II  jeune  uigt'meiir  des  pouls  et  cliaussées.  M.  C.olligiKm .  a  pi'o- 

'    .iiiiiniiit    iti'    t' Ei-iitr    l'iilijln-liiii(j)ic.  '    (jrllcli'oisirriic  pfirlitMlc  rdiivriijjoile 

xwMi'  (iiliicr,  i8.t8,  p.  -.m  7-22;").  ,\|.  Tissol  ;i  éti;  Uvulditc  dans  les  .l/o;i//i/^ 

'    Cniiiptcs     rmulim     de     t'Acmlcmic,  \(iliceîs  nf  tlw  lioijal  Aslivnomical  Socicli/, 

l.\l.l\.iS.-.(,.  |).  (i7;)-(i7(i,I.I..|,.  :'i7'i-  xnl.WI.   iS(ii.|..  Kiçi. 
'171;:  I.  I.l.  p.  .|i;'i-.,tM.,. 
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posé  depuis,  dans  un  travail  ayant  pour  titre:  HcrhcirhcssKr  la  repré- 
sentation plane  de  ht  surface  du  glohe  terrestre,  nu  système  qu  il  noninie 
système  central  d'égale  superficie,  dans  lequel  le  rajjport  des  surfaces 
se  conserve.  T.e  travail,  adressé  à  l'Académie*''  en  1862,  a  été  le 
sujet  d'un  rapport  de  M.  Bertrand*'-  et  a  p;rru  dans  le  Jannial  de 
l'Ecole  PoJylcchvique^^^  Lfn  second  Mémoire  du  même  auteui-  sur  le 
même  sujet  n'est  encore  connu  que  par  une  courte  analyse  donnée 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie'*'.  Le  principe  de  la  conser- 
vation du  rapport  des  surfaces  avait  été  déjà  proposé  par  Lambert 
dans  ses  Eludes  générales  sur  les  cartes  et  reproduit  par  Lorfjna. 
rrMais,  dit  M.  Bertrand,  ces  recherches  antérieures,  ignorées  de 
rrM.  Collignon,  ne  devaient  paslempècher  de  conserver  son  travail, 
rrqui  présente  encore  un  intérêt  réel,  et  dans  lequel,  après  avoir 
rr  étudié  avec  beaucoup  d'élégance  et  de  rigueur  les  procédés  de  la 
ff  construction  et  les  propriétés  du  système,  il  en  montre  nettement 
rrles  avantages,  (|ui.  dans  un  grand  nondjre  de  cas,  semblent  devoir 
nie  faire  préférer  à  tout  auîre.  ^^ 

Nous  ne  pouvons  parler  ici  des  cartes  géographiques  sans  si- 
gnaler deux  ouvi'ages  d'un  haut  intérêt,  embrassant  toutes  les  re- 
clierches  des  géomètres,  celles  des  géogra])lies  (pii  se  rapportent 
au  sujet. 

Le  premier  est  une  excellente  Notice  liistorique  due  à  M.  d'Ave- 
ziic,  memlire  de  l'Académie  des  inscriptions'-'',  (le  travail,  fruit 
dune  érudition  étendue,  toujours  mise  à  piofit  judicieusement  et 
avec  nue  paiTailc  claiié,  l'ait  connaître  une  l'ouli'  de  recherches 
de[)uis  Hipparcpie  et  l'iolémée  jus«[u'à  nos  jours,  parmi  lesquelles 
s'en  trouycnl  dont  les  traces  s'étaient  perdues. 

Le  second  ouvrai'c,  du  à  M.  (lennain,  iniiénicni-hxdroiManlic  de 


'''   (Miijilfs    rviidiis.  I.     1,1V.      iS()2.              ''''   Complcs    rendus.    I.     lAU.    iMlif). 

|).  I2l.')-i2i8.  |).  ,S8i-8,S:î. 

'^'   (Comptes    rcmliix,  l.     JA,     1 8G.')  .               ■'   (Àmp  d'(t:if   liixIni-'Kjtir  .fui-   la  pnijcc- 

[1.  jG'x-'jiJô.  (ion  (les  cartes  de  ifcn/friiiilnc.  Viivt^,  ifi'jy, 


(') 


X1.1'  cahier.  i855,  p.  73-16.3.  in-8°  de  i5o  pa{;cs. 
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lu  maiiiic,  cl  iiililiili'"  :  Trailr  dcx  jinijciitoiis  des  rurlcs  ii/'oorapliiqurs'^^. 
(•()rii|inMi(l  deux  jiîiilics.  I.;i  |iiciiiirr»'  (•(iiiliciil  la  lliroiie  niathcma- 
U(|ii(m1('.s  divers  .syslriiics  de  pioji'clioii.s  en  usajjc  ou  seulcnioiit  pro- 
posés en  vue  (le  salisl'airc  à  des  coiiditioiis  paiticulières.  On  y  Iroiive 
iiolaiiitiicrd  raiialyse  des  licaiix  Mémoires  de  Lambert,  dEiiler, 
de  Lajrraiijje,  de  (iauss,  et  les  l'cclieiches  réceules  de  MM.  Ossiau 
lîoiinet'-'.  Tissol  et  Ciollijjiion.  Dans  la  seconde  partie,  rautenr 
c\])()se  en  détail  les  procédés  graplii(pies  de  construction  d'un 
cerlain  nondire  des  projections  les  plus  importantes  étudiées  pré- 
cédemment au  point  de  vue  théorique.  11  donne  les  moyens  d'éva- 
lu(!r  les  erreurs  d'angles,  de  distances  et  de  surfaces;  de  mesurer 
les  distances  de  divers  points,  etc.  Ajoutons  que  M.  Germain,  en 
rendant  liommajje  au  travail  si  reniar(pial)le  à  tous  égai'ds  de 
Al.  d'A\ezac,  n'a  négligé  aucune  des  domuk's  historiques  (pi  il  v  a 
trouvées. 

IX.     —     \l.      lÎHKSSK. 

(853.  MniKiirc  sur  un  llicoiriiui  iioumiu  (viiccriiunl  les  mouvements  plans, 
et  sur  l'oppliealion  de  la  Civémntùjue  à  la  détermination  des  rayons  de 
eoHrl)ure^^\  —  Le  théorème  dont  il  s'agit  peut  paraître  appartenir 
(!\clusivemenl  à  la  Mécanique,  car  il  se  rapporte,  par  son  énoncé 
el  |iar  la  démonstration  (pi'en  donne  l'auteur,  aux  accélérations  des 
diirér(!nls  points  d'une  ligure  en  inou\ement.  Cependant  on  peut  le 
ramener  à  de  simples  considérations  de  Géométrie,  et  c'est  ce  qui 
nous  |ieinii'l  de  1  indi<|m'r  ici  sons  l'énoncé  suivant: 

(Jiiand  une  jiirure plane  éj)roure  un  déplacement  eonlinu  dans  son  plan, 
SI.  à  un  instant  du  déplacemcnl  on  prend,  sur  le  raijon  Oa  mené  du  centre 

•'    ()uvr;ij;i' ii|i|ii(iuv(''  |i;ii' S,  l'Ac.  M.  I(!  |)i()[)Os«^  de    siiii])lifiei'  les   solutions  des 

Minislic  lie    hi   iiiiiriiic  l'I  liijs  colonies,  (jueslioiis    trail('ns  par  Laiiiborl,   liuier, 

1  vol.  j|i'iiii(l  iii-8"  (lo  .'iO.')  ]iiij;'fs.  tiaifranjfe  cl  (iauss, 

'■'  Sui-    la   lliéorie    iiiathviiKU'ujuii    îles  ''   Journal  de     l'Ecole    l'uli/lecliniifte, 

curies  ifcojf miiliiiiucs ,  thèse  de  doctorat.  xwv'  caliier.  p.  8(j-ii.t. 
i85t>.  Dans  ce  travail,  M.  0.  iJomiet  s'esl 
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instantané  de  rotation  0  à  un  poirit  a  de  la  fiffure,  le  centre  de  courbure  a 
de  la  courbe  décrite  par  le  point  a ,  et  un  point  a  i  déterminé  par  la  rela- 
tion Oa  —-7^  ,  le  lieu  des  points  cti  est  une  circonférence  de  cercle  pas- 
sant par  le  point  0  et  tangente  en  ce  point  à  la  courbe  lieti  des  centres 
instantanés  de  rotation  de  lajlgure. 

A  Taide  de  ce  théorème,  qui  fournit  une  expression  de  Oœ  d'une 
construction  facile,  M.  Bresse  détermine  les  centres  de  courbure 
de  plusieurs  courbes,  telles  que  la  conchoïde,la  cissoïde,  la  courbe 
de  Watt  décrite  par  un  point  d'une  droite  dont  les  extrémités 
glissent  sur  deux  circonférences  de  cercle;  etc. 

On  a  vu  (cliap.  ni,  p.  iGû)  que  M.  Transon  avait  déjà  traité 
d'une  manière  générale  cette  question  des  centres  de  courbure 
dans  un  Mémoire  de  i865('',  qui  a  donné  lieu  à  une  Note  et  à  un 
travail  sur  le  même  sujet'-'. 

X.  —  M.  Laglerbe. 

M.  Laguerre,  étant  encore  élève  aspirant  à  l'Ecole  Polytechnique ,    *853. 
a   révélé  ses  heureuses  dispositions  pour  les  recherches  géomé- 
•triques  dans  une  Note  sur  la  théorie  des  foijers'^^\  où  l'on  remarque 
surtout  une  relation  entre  les  angles  qui  se  cori'espondent  dans 
deux  ligures  homographiques. 

(A,  B)  étant  un  angle  de  la  ])rcmière  figure  et  a  désignant  le 
raj)port  anharmoni(pie  des  deux  côtés  de  l'angle  (A',  B')  de  l'autre 
ligure  et  des  deux  droites  menées  du  sommet  de  cet  angle  aux  deux 
points  qui  dans  cette  figure  correspondent  aux  deux  points  imagi- 
naires à  l'infini  sur  un  cercle ,  considérés  comnu'  appartenant  à  la 
première  figiiiv.  on  a  (A,B)=    '""1.  W- 

'''  Jiiiinial    (If    Miitliniiatiiiiws,    t.    X,  '*'  M.    Lajjucrre    ('iionco    .siiii|)l('iii('iil. 

|).  1  AS-iôO.  cfiUo    oxjM'ossioi).    M.   l''aiire,     capilaiiic' 

'■''  .Noie  de  M.  Chuslos.   {Il/id.  p.  ihd  (l'artillerie,    la  (Jdmontree  dans  un    lia- 

L't  •jo4-2o8).  vail   sur  la  Trainiforinraidii  des  proitfii'ics 

'■''  Nouvelles  Annales  deMulltriniilii/ucs .  mélriques  des  ligures.  (Voir  Nouvelles  An- 

I.  \ll.   ^><ï^?,.  p.  .Ij-dC.  Wc.v,  t,  XViil.   iSf);,.  p.  .'iHyl 
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i865.  TlirojTincsoriirrtni.r  sur  les  rourhra  planes  (i}/>él)ri(jues  '''.  —  Les  plus 

iiilrrcssaiils  de  ces  (liéorèiiies  coiiccciiciil  les  foyers  des  courbes. 
Par  loyer  on  entend  ici,  avec  M.  PJiicker,  le  point  d'intersec- 
tion l'éel  de  deux  tangentes  imaginaires  (|ui  passent  ])ar  les  deux 
jioinls  imaginaires  d  ini  cercle  situes  à  I  inlini. 

Ajoutons  (jue,  ré(|nalion  d'une  courbe  étant  /'(.c,?/)  =o,  M.  La- 
guerre  ap[iell('  jiitissdiice  d'ini  jioint  (a,  fS)  la  valeur  numérique 
/(a,  jS)  du  premier  membre  pour  .r  =  a.,  1/  =  3. 

Voici  quebjues  exemples  des  pr()(iositioiis  l'clalives  à  une 
courbe  U  doi'dre  11  et  de  classe  fx.. 

Si  iI'iui  juiiiil  M  OH  mène  les  {fx+ii)  ih'oiles  (jiii  eoiipeni  la  loiirhe  L 
soas  ail  aiiijle  \  ,  le  jinHlail des  loii<>aears  de  ces  iliviles  est  é<fal  au  produit 
des  distances  du  point  M  aux  (j.  foi/ers  rérls  de  la  rourbe,  multiplié  par  la 
puissance  du  point  M  et  dirisé  par  (  •>.  sin  V  )". 

Si  d'un  jioint  M  on  mène  les  a  taniicntes  de  la  courhe.  le  produit  des 
loiiinieurs  de  rcs  tanp^entes  est  épiil  an  produit  des  distances  du  point  M 
aux  p.  loyers  réels,  multiplié  jiar  la  puissance  du  point  M  et  dirisé  par  n" 
et  par  le  produit  des  distances  du  point  M  aux  n  asymptotes  de  la  courbe. 

La  somme  des  aiip^les  ijiie  les  tanprntes  menées  d'un  point  %l  font  avec 
une  droite  donner  l'st  épaule  à  la  soniine  des  impies  ijue  les  droites  menées 
,  du  même  point  aii.v  fx  foijers  réels  font  arec  la  même  droitc^'^\ 

iStiy.  Dans  une  ^ll|e  sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes 
pla>ies^^\  AI.  Laguerre  introduit  daboi'd  nue  notion  nouvelle  en  con- 
sidérant ce  ([u  il  iKimme  le  centre  liarmoniijiie  diiii  système  île  points 
jmr  rapport  à  un  péde.  Soient  0  ce  pôle,  et  a.  b.  .  .  .  les  points  con- 
sidéi'és  :  (|ue  Ion  porte  sur  les  droites  i)a.  Ob.  .  .  .  des  longueurs 
()rt|,  ()/'i,  ...  égales  à  leurs  ni\ erses;  ipie  l'on  conmose  ces  lignes, 
regardc'es  comme  des   lorces;  (pie  Or,  soil   leur  resullaiite.  et    ipu' 

'''   Comptes  rendus ,  I.  l.\.  |i.  711-7;!.  (  \  oir  ./«»/»»/ dft  Cri'llr.  I.  I,\\  [ .  ;aiiit'i' 

'"'   Ce  tllcoiviiK.' .se    li'diivi^   iiiissi   dans  icSIjIi.  p.  ."î'i 'i-;!()-j.  ) 

un  Muniniro,  de  M.  Sii'lii'clc  sur  les  coiiriics  '''   lliitlelin  de  la  Sociélé  idiilniiiniliique , 

do  troisimic  classo  f!  (lu  qualrième  ordre.  I.IV.  18(17,  p.  i5-i8. 
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l'on  porto  sur  cette  droite  une  longueur  Or  égale  à  n  fois  son  inverse 
(Or  =  ^  j;  le  pointrest  dit  \e  centre  linnnoiiiqiic  doii])om{s  o ,  b ,  .  .. 

relativement  au  pôle  0,  et  la  longueur  0;-  est  la  moyenne  liannoniqiie 
des  longueurs  Oa,  Oh,  .  .  . 

Cela  posé,  M.  Laguerre  démontre  ce  théorème  remarquable  : 
Si  d'un  point  0  l'on  mène  les  n  tangentes  d'une  courbe  de  la  classe  n,  le 
centre  harmonique  des  n  points  de  contact,  relativement  au  point  0,  est  le 
même  que  celui  des  n  foyers  réels  de  la  courbe. 

Lorsque  le  point  0  est  à  l'infini,  le  centre  harmonique  devient 
le  centre  des  moj'ennes  distances  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles,  lequel  est  donc  le  même  que  le  centre  des 
moyennes  distances  des  loyers. 

Par  ces  considérations  du  centime  harmoni<{ue  d'un  système  de 
points,  lauteur  construit  le  foyer  de  la  parabole  (|ui  a  un  contact 
du  troisième  ordre  avec  une  courbe  en  un  point.  C'est  à  ce  pro- 
blème que  se  rapporte  le  litre  de  sa  iNote. 

Sur  la  courbe  résultant  de  l'interscclion  d'une  sphlre  et  d'une  surface    1867. 
du  second  degré '^^K  —  M.  Laguerre  démontre;  que  la  courbe  d'inter- 
section d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  degré  peut  être  considérée 
comme  l'enveloppe  des  cercles  de  la  sphère  qui  coupenl.  orthogoiialenieiit 
un  cercle  fixe  et  ont  leurs  pôles  sur  une  conique  sphérique. 

Cette  projtriété  étant  setnblalile  a  ccne  (pii  sert  de  définition  aux 
courlies  planes  que  M.  Moutard  a  ap()elées  anallaoïnuliijues,  M.  La- 
gueire  appelle  luiallagnuitique  sphérique  la  courbe  d intersection 
d'une  sphèi'e  et  d  une  sin'lace  du  second  degré. 

On  sait  (pie  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  du  second 
degré  est,  sur  chacun»'  d'elles,  la  courbe  de  contact  de  la  dévelo[)- 
|ial)lc  circonscrit»!  à  cette  surlace  et  à  une  infinité  dantres  siiilaces 
(lu  second  degi'é'-';  et,  réci|)r()(|ueni('nt ,  (pn'   la  (h'^vcloppaide  cir- 

'     lliillcliii  (le  lu  Swirlc  iilii/diiinlliiiiiir.  ''    Au    iioiulirr    iji'     ces     siirlhccs     se 

t.  t\,   iU'iy.  |i.  ôi-.'iS.  Iromeiil    (|iiuli(j  coiii(|U(JS..  qui   sont  les 
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coiiscrili^  A  (l('ii\  siiiiaccs.dii  second  degré  a  j)()ar  coiu'lic  de  coii- 
lacl  avec  cliaciiiie  d'elles  une  conrbe  du  quatrième  ordre  par  la- 
(iiielle  passent  un(!  infinité  d'autres  surfaces  du  second  degré  :  on 
peut  donc  dire  encore  rjue  lu  courbe  de  cnnlncl  d'une  sphère  cl.  de  lu 
tlrrelappuldr  arroitsrrilr  à  lu  sjdière  el  à  une  surface  du  srrtind  drfjré  est 
une  (nKilluijuiulKjuc  splirrKjue. 

iSfiS.  Note  snr  quelques  propriétés  des  surfaces  analla^matiques  '''.  —  Il 
s'agit  ici  des  surfaces  ilu  qnatriènie  ordre  lieu  des  intersections  suc- 
cessives d'une  suite  de  sphères  dont  les  centres  sont  situés  sur  une 
surface  du  second  ordre,  et  qui  couj)ent  toutes  ortliogonalenient 
une  sphère  fixe.  ï\l.  Moutard,  en  considérant  ces  surfaces,  qu'il  a 
nommées  anallaijmatiques,  d'après  une  de  leurs  propriétés,  connue 
nous  le  dirons  plus  loin,  a  l'econnu  qu'elles  sont  susceptibles  de 
cinq  modes  de  génération,  au  moyen  de  cin<{  surfaces  du  second 
ordre  et  de  cinq  sphèi'es  correspondantes. 

M.  Laguerre  fait  coiniaître  une  relation  très-remarquable  entre 
ces  cinq  surfaces  du  second  ordre  et  les  sphères  qui  leur  corres- 
pondent, d'après  laquelle,  un  des  cinq  modes  de  génération  étant 
connu,  on  détermine  iimnédiatement  les  ([uatre  autres  : 

(Jue  l'an  circonscrire  une  dérehqqnddc  à  la  surface  du  second  ordre 
et  à  la  sphère  ciu'rcspandautc  :  les  quittée  Iqnics  doubles  de  cette  dérc- 
lojipiddc  appartieiidronl  à  (luutrc  suejaccs  du  second  ordre  honwjocales 
à  lu  prennèri' ,  (jui  seront  les  surfaces  des  quatre  autres  modes  de  géné- 
ra hon. 

\iiisi  les  surfaces  anallagmati(pu's  se  rattaclieut  intimement  à  la 
théorie  (les  surfaces  honu)locales.  Le  théorème  suivant  en  est  encore 
Mlle  preuve  : 

l'ilant  données  deu.r  surfaces  lionioficalcs  du  second  in'dre,  si  par  une 

li;;iirs  (liiiililcs  lie  l,i  (l<^(.|(l|)|.:lllll■.    Ci'tic  '''   Bulletin  de  la  Sock'lc  l)liilomiitlù(ii(r , 

n'riiar(|ui>  icci'vni  nui'  aji|ilii-Mli(iii  dans  la  I.  V,  icSGS.  p.  l'y.  —  Journal  t'imlilul, 

^(ll(■slM■l^s(■assini^llIk's,  (|iii  tonniiiecelli'  ■>.()  iaiivlcr  iS(uS.  |).  38. 
Notice  (li's   iccliL'i'clics  de  M.   l-nj'iicn-i'. 
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droik'  I),  prise  dans  un  plan  fixe  Q,  on  mène  des  plans  tangents  aux  sur- 
faces, les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  d'une  surface  aux  points 
de  contact  de  Vautre  sont  toujours  normales  à  une  même  anallagmattque, 
quand  la  droite  D  se  déplace  dans  le  plan  Q. 

Sur  les  sections  circulaires  des  surfaces  anallagmatiques  '''.  —  Dans 
ces  reclicrclies  M.  LagueiTC  donne  nn  nouveau  mode  de  génération 
des  surfaces  anallagmatiques  jiar  ]»oints,  en  se  servant  des  plans 
tangents  à  une  surface  directrice.  A  cliar|ue  plan  tangent  corres- 
pondent deux  certains  points  c]ui  appartiennent  à  la  surface  anal- 
lagmatique. 

Une  sphère  S  et  un  plan  P  étant  donnés,  il  existe  sur  le  dia- 
mètre de  la  sphère,  normal  au  plan,  deux  points]^,]/,  situés  de 
part  et  d'autre  à  égale  distance  du  plan  et  conjugués  harmoniques 
par  rajiport  au  diamètre  :  ces  deux  ])oints  sont  dits  associés  au 
plan. 

Cela  posé,  une  anallagmaliqne  du  quatrième  ordre  peut  être  définie 
comme  étant  le  lieu  des  points  associés  aux  plans  tangents  d'une  surface  du 
second  ordre  A. 

M.  Laguerre  conclut  de  là  les  deux  théorèmes  suivants,  relatifs 
à  la  normale  en  un  point  de  la  surface  anallaginatique,  et  au  plan 
normal  à  une  courbe  tracée  sur  la  surface  : 

La  normale  en  tm point  d'une  anallagmatique  passe  par  le  point  corres- 
pondant de  la  surface  A. 

Le  plan  normal  en  un  point  d'une  courbe  tracée  sur  une  annllagmalique 
passe  par  la  tangente  conjuguée  à  la  tangente  de  la  courbe  correspondante 
sur  la  surface  A ,  en  son  point  qui  correspond  au  point  de  t' anallagma- 
tique. 

M.  Laguerre  démontre  encore  diverses  propriétés  sur  l'orlhogo- 
nalité  des  surfaces  homofocales,  et  sur  les  sections  circulaires  de  ces 
surfaces. 

'''  Bulletin  do  la  Société  ittiihimuthintc ,  l.  V.  p.  AS.  —  Jouriuil  iiiislitiil .  i  .'>  .-uiil 
i8f)8,p.  19.6. 
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18G8.  Sur  1rs  coiirhcs  i>aiirlu's  rcknllmil  do.  l'inlrrHerlioii  de  deux  surfacrs  du 
.second  ordre '^'^  —  On  sail  ([iic  jiiii'  la  coiirlic  d  iiilcrscctioii  de  deux 
surlaces  du  second  oi'di'c  passent.  t|ualre  cônes  du  secoinl  ordre. 
Leurs  soniniels  déterniiniMit  un  tétraèdre.  M.  Lapuerre  dcMnonlre 
(lue  SI,  par  un  point  //(  de  la  courlx',  on  ohmic  une  droite  (Mii  s  ap- 
])uie  sur  deux  aiètcs  opposées  de  ce  tétraèdre,  cette  dioite  passe 
par  un  second  point  in'  de  la  courbe.  Il  dit  que  ces  deux  points  sont 
roiijiipiiéa.  De  sorte  cpi  à  un  ponit  ni  correspondent  lr(ns  points  con- 
jugues m ,  m",  m",  déterminés  au  moyen  des  trois  couples  d'ai'ètos 
opposées  du  tétraèdre.  M.  Laguerre  démontre  diverses  proposi- 
tions relatives  à  ces  couples  de  points  conjnjjués.  \ons  citerons  les 
suivantes  : 

Toutes  les  riu'des  ijui  sdppuwnl  sur  les  deu.v  mêmes  urèles  du  lêiruèdre 
fiuinent  une  sur/are  du  ijuulrième  ordre  (jui-  a  ces  urèles  pour  lignes 
doubles. 

Si  pur  une  droite  (jiii  s'uppiiie  en  deux  points  d'une  courbe  A  o)t  mène 
Irins  couples  de  plans  passant  par  tnns  couples  de  points  conjugués  rela- 
lifs  à  deux  mêmes  arêtes  opposées,  ces  trois  couples  de  points  sont  en  inro- 
lution. 

iHGS.  Sur  les  cnssiuiennes  planes  et  sphérHjues  ^''>.  —  La  coiiihe  dinter- 
seclion  irnne  splière  et  dnne  surface  du  second  deor(''  peut  être 
re<;ard(''e .  ainsi  (pi  on  la  dit  ci-dessus,  comme  la  courbe  de  contact 
de  la  déxelojipalile  circonscrite  à  la  splière  et  à  une  conique.  Le 
plan  de  celte  coni([ne  coupe  la  s[)lière  suivant  un  cercle.  Lorsque 
Ion  peiil  inscrire  dans  le  cei'cle  un  quadrilatère  circonscrit  à  la 
coni(nie,  on  (dilieiit  une  variété  particulière  des  courbes  n;aucbes 
spliéri(pies  du  (piatrième  ordre,  ipie  M.  Lajjneri-e  appelle  cassi- 
niennes. 

Des  trois  s\slèmes  de  deux  points  conjuifUi's  (pu  existent  sur  la 

*''    lliiltrlin  lie  lu  Siicirlr  jiliiioiiiiilliiiiiic .  '■'    lliillctiii  de  la  Snciihr  philomiithiquc  . 

I.  V,  |i.  05. —  Jouiiml  t'Iiisiiiiil.  i'.]  mai         I.  V.  p.  ho,  i8()8.  —  .Idurnal  l'Iiixliiul , 
iH()8,  ]..  lïi-j.  8  avril  1868.  p.  117. 
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courbe  spliériquc,  il  en  esl  un  qui  présente  la  propriété  suivante: 
Etant  pris  un  point  jure  P  sur  lu  splinT,  si  par  ce  point  et  un  roupie  (fucl 
conque  de  points  conjugués  on  fait  passer  un  cercle,  et  si  sui-  ce  cercle  on 
prend  pur  rapport  nu,r  deux  points  conjugués  le  point  harmonique  du 
point  V  (de  l'açon  que  les  rayons  du  cercle  menés  aux  quatre  points 
forment  un  faisceau  harmonique),  le  lieu  de  ce  qualriènie point  est  un 
cercle. 

M.  Laguerre  donne  à  ce  sujet  plusieurs  théorèmes  inq)ortants. 
Nous  citerons  le  suivant  :  Soient  A,  B  et  G,  D  deux  couples  de  points 
conjugués  d'une  cassinienne ,  et  a,  b,  c,  d,  les  points  de  la  splière  qui 
leur  sont  diamétralenient  opposés,  m  étant  un  point  quelconque  de  la 
courbe,  lu  dijjérence  des  aires  des  deux  triangles  spliérKfues  mac,  ndxl 
est  constante. 

Les  cassiniennes  sphériques  donnent  par  une  projection  stéréo- 
graphique  les  cassiniennes  planes.  Ces  courbes  sont  généralement 
du  (juatrième  ordre.  Elles  peuvent  être  aussi  des  cubiques.  Ce  sont 
alors  les  focales  qui  ont  été  étudiées  par  MM.  Quetelet,  Dandelin 
et  Yan  Rees  '"'. 

XI.  —  M.  Valson. 

Application  de  la  théorie  des  coordonnées  elliptiques  à  la  géométrie  de  i85i. 
l'ellipsoïde.  —  Ce  travail,  qui  est  le  sujet  d'une  thèse  pour  le  doc- 
torat, présentée  à  la  Faculté  des  sciences  de  Paris  en  18  5  6,  se 
compose  de  trois  parties.  La  ])reniière  se  rapporte  à  la  courbure 
des  lignes  tracées  sur  l'ellipsoïde  et  renferme  diverses  propriétés 
des  rayons  de  courbure.  Citons  les  deux  suivantes  : 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  est  constant  pour  tous 
les  points  de  conturl  des  plans  tinigeiils  à  l'ellipsoïde  et  à  nue  sphère  con- 
centrique. 

Si,  par  chaque  point  d'une  ligne  de  courbure ,  on  mène  une  ligue  géo- 
désique  tangente  l'i   une  autre  ligne  de  courbure  du  même  système,  les 

''   (jorrespoudancc  iii(Uliémiili(]iw  cl  plii/siquc  itc  liriiacllcs ,  i.  \,  |).  ^(ii-IJ/S. 
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rayons  ilc  roiirJiinT,  en  ce  paiiil,  de  la  Hjjne  de  murhure  et  de  la  lijync 
fréodésujite  nul  un  rajiporl  ronstaitt. 

La  seconde  partie  reiifermo  plusieurs  belles  propriétés  de  l'ellip- 
soïde analogues  à  celles  des  foyers  dans  les  coniques,  et  que,  par 
cette  raison,  l'auteur  a])])e\\e  proprietéa  focales. 

Les  normales  menées  ]iar  les  ombilics  réels  rencontrent  le  grand 
axe  en  deux  points,  qui  sont  les  centres  de  deux  sphères  tangentes 
à  l'ellipsoïde,  chacune  en  deux  ombilics  symétriques  par  l'appoi't 
au  grand  axe  :  ces  sphères  sont  dites  sphères  focales.  Ce  sont  ces 
sphères  qui  donnent  lieu  aux  propriétés  dont  il  s'agit.  Ainsi  : 

Pour  rluKine  point  d'une  ligne  de  courhiire  de  VeUipsoïde,  la  somme 
ou  lu  différence  des  tangentes  menées  du  point  aux  deux  splières  est 
constante. 

A  chaque  ligne  de  courhure  correspond  un  plan  P  perpendiculaire  au 
grand  axe,  tel,  fjnc  la  tangente  menée  de  chaque  point  de  la  ligne  de 
conrbnre  à  une  sphère  focale  est  à  la  distance  du  point  au  plan  P  dans 
une  raison  constante'^^K 

M.  Valson  démontre  encore  diverses  propositions  (pi'il  a|)pelle 
propriétés  projeclives  sur  les  plans  des  .'sections  circulaires,  et  (ju  il  déduit 
d'un  théorème  remarquable  de  M.  Michael  Pioberts  établissant  une 
relation  fort  simple  entre  les  équations  elliptiques  des  cour])es  tra- 
cées sur  l'ellipsoïde  et  les  équations  des  projections  de  ces  courbes 
sur  le  plan  diamétral  d'une  section  circulaire,  théorème  dont  voici 
l'énoncé  :  rrSi  fji.i'sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipsoïde 
cr(p,  £,£,),  et  si  l'on  projette  ce  point  sur  le  plan  d'une  section  cir- 
::culaire  par  des  droites  ])arallèles  à  l'axe  Or,  on  a  fjt,=  afjiu, 
«v  =  CLVo,  fto  et  î'u  désignant  les  demi-axes  focaux  des  deux  coniques 


'''  M.  Iloilcrmann  (de   Coblcntz)  ost  cl  imprima:  (hnf.  \c  Jovrnat  de  Mathéma- 

niisi^i  |i.irv('iiii ,  postéiieurenioiit  à  M.  Val-  liqucs  de  Crellc,  t.  I^VI.  ji.  ?>!i!^-',]C)h .  sons 

son,  ;i  CCS  deux  tliéorènics ,  dans  un  (rn-  le  titre:  Ucbcr  (lie  Focalpimctc  (1er  Flâclieii 

vail  conimiiniqiu'  à  rA«i<l('nii('  de  I5erliii  zwcilen  Grades.  On  lioiive  une  analyse  de 

|iar  M.  Wciei'sirass,  dans  la  sc'ance  d'avril  fc  Ménioii-e  dans  les  Xom-elles  Annales  de 

t i<^)H  (\ii\r  Mimiil.sl/ericlile der  Akademie).  M(Uhématuiuef:,  t.  Wll,  i8r>8,  p.  -î/ia. 
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«  lioniolocales  (jui  passent  par  la  pi'uJL'clion  du  poiul  (fx,  v),  et  (pii 

cfont  pour  loyers  les  projections  dos  onii)ilics;  a=  L!_JL£i  (').  ■» 

11  résulle  de  là  que,  si  une  courbe  sur  l'ellipsoïde  a  pour  équa- 
tion F  (a.î')  =  o,  la  projection  de  cette  courbe  est  représentée  par 
l'équation  F  (a^o ,  ar'o)  =  o ,  ce  qui  permet  d'étendre  aux  courbes 
tracées  sur  l'ellipsoïde  certaines  propriétés  des  courbes  planes. 

Des  coordonnées  parabolujucs  et  de  leur  (ippliciitinn  à  la  géomélrie  des  iSCk 
paraholoïdcs  '-'.  —  Dans  ce  Mémoire,  dont  un  extrait  seulement  a 
paru,  l'auteur  applique  au  système  triple  de  paraboloïdes  ortbo- 
gonales  la  tbéorie  des  coordonnées  elliptiques  de  M.  Lamé,  et  aux 
lignes  tracées  sur  une  paraboloïde  elliptique  les  tbéorèmes  de  la 
deuxième  partie  du  Mémoiie  précédent. 

XII.  —  M.  Garlin. 

M.  Garlin,  dans  une  Note  sur  les  sections  toriqucs^^\  démontre  ce    i8.j' 
théorème  :  La  section  du  tore  par  un  plan  parallèle  à  l'axe  est  une  courbe 
lieu  des  somtnels  des  angles  de  inèine  grandeur  circonscrils  à  une  conique. 
Réciproquement,  par  une  telle  courbe  ou  peut  faire  passer  un  tore. 

Dans  un  travail  intitulé  :  Modes  de  génération  des  cassinoïdes  et  des    i8ô[ 
hmniscates^'^\  M.  Garlin  résout  quelques  questions  de  lieux  (|ui  con- 
duisent à  des  cassinoïdes  et  à  des  lemniscates. 

Mais  c'est  surtout  dans  sa  thèse  de  Mécanique  (i85.'))  que 
M.  Garlin  donne  la  mesure  de  son  talent.  Cette  thèse  a  pour  titre  : 
Sur  les  surfaces  isothermes  et  orthogonales  ;  elle  renferme  plusieurs 
théorèmes  nouveaux,   parmi   |{'S(|uels  nous  citerons  la   propriété 

*''  Mémoire  svr  ta  gconu'irie  ik.1  coiirbfs  i  8(k).  p.  9()S-.')o(J.  —  ''"'   Nouvelles  An - 

tracées  sur  l'ellipsoïde.  (Voir  Journal  de  nalcs  de  Maflii'iiialiijiies,  I.   \III.  j).  /i  i  .> 

Malliànalifpies ,  t.  XV,  iHoo,  p.  '289.)  ^118. 

'"'   Comptes  rendus,  l.  L,  p.  ()8o. —  '''  Nouvelles  Annales,    I.   \1V,    i8().'),' 

Nouvelles AnnalesdcMalht'miaiqnes .  I.XIX  .  p.  3o5-3lO. 
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siiiviiiilt'  ilfs  coinlics  pliiiirs  isothoi'ines  :  Jjcs  (l'ajerluircs  ([U('l<()ii(|ii("- 
(1)111  sijKiriiic  (le  roinhrs  isolhcj-iiifs  sniil  aussi  isolhrnnrs^^'. 

Xlll.  _  M.  I'a.i,  SKiuun. 

iBrjf).  M.  P.  Sei'i'ct  s'est  (Vabord  occupé  de  rétiide  des  Mélhodos  m  Gro- 
iiiélrie  :  tel  est  le  litre  d'un  ouvrage  qu'il  a  publié  en  iSST),  clier- 
cliaut  à  remonter,  dans  cha([ue  ordre  de  questions,  à  leur  ori{>ine, 
et  à  en  suivre  le  développement  jusqu'à  nos  jours.  Souvent  il  ajoule 
à  ce  travail  d'ex])osilion  ses  propres  applications  des  méthodes  dont 
il  rend  conqite. 

i''^i><)-  M.  P.  Seri'et  a  présenté  à  la  Faculté  des  sciences  deux  thèses  de 
doctorat,  (les  thèses  lornieiit  un  ouvraoe  étendu  fort  remarquable, 
(pie  l'auteur  a  ])ublié  à  part  sous  ce  titre  :  Tliroric  voiivcllc  gcomr- 
lri(juc  cl  mccnmqnc  des  lignes  à  donhle  cniirlinre. 

La  Tliéo7'ie  gcomélriqne  renferme  tout  ce  que  l'on  connaissait  sur  le 
sujet  et  un  {rrand  nondjrc  de  résultats  nouveaux.  Nousindi([uerous: 
dans  le  chapiti'e  m,  intitulé  :  Eléments  de  Géométrie  sphériqve  infinité- 
simale, une  série  de  formules  relatives  à  la  courbure  des  lijjues 
sphériques;  une  série  d'analogies,  ramenant  aux  mêmes  opérations 
graphiques  la  construction  du  centre  de  courbure  de  l'ellipse,  delà 
cycloide  et  de  la  loxodromie,  considérées  dans  le  j)lan  ou  sur  la 
sphère;  puis  la  propriété  caractéristique  de  Yhéhcc  spliénque,  d'être 
une  développante  de  petit  cercle;  dans  le  chapitre  iv,  intitulé  : 
De  l'indicatrire  sphérique,  l'idée  neuve  et  féconde  d'une  courbe  qui 
est,  sur  une  sphère,  le  lieu  des  extrémités  des  rayons  parallèles  aux 
tangentes  d'une  courbe  à  double  courbure  quelconque,  et  que 
lanteur  appelle  indicatrice  de  cette  courbe;  dans  le  chapitre  vi,  re- 
lalir  aux  lijjnes  de  courbure  en  général,  plusieurs  propriétés  nou- 
velles de  riiélice  c\lindio-c()iii(pie,  hélice  signalée  pour  la  jiremière 
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fois  par  M.  Tissot;  enlin,  dans  le  chapitre  ix,  intilulé  :  Des  lignes 
Inicécs  sur  une  surface  gaurho ,  une  étude  complète  des  lignes  remar- 
quables, lignes  d'ombre,  lignes  de  striction,  lignes  de  courbure, 
lignes  asyniptotiques,  lignes  géodésiques,  dont  s'occupent  les  géo- 
mètres. 

On  trouve  dans  cette  étude,  entre  autres  résultats  importants, 
la  détermination  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second 
ordre,  le  calcul  de  leur  équation  notamment,  par  de  simples  con- 
sidérations de  pure  Géométrie,  et  le  théorème  suivant  :  Dans  toute 
surface  gauche,  les  lignes  asijmptotiqiies  non  rectilignes  (lélcnninenl  sur 
deux  génératrices  quelconques  deux  divisions  houwgrapliiques. 

Ce  qui  caractérise  le  travad  de  M.  Serret  et  le  rend  surtout  digne 
de  la  plus  sérieuse  attention,  c'est  l'emploi  de  la  méthode  de  dé- 
monstration et  de  recherche  dont  l'auteur  a  fait  usage.  L'idée  de 
l'indicatrice  s])hérique  est  un  progrès  en  Géométrie. 

De  quelques  propositions  réciproques  relatires  à  la  théorie  des  courbes  i8(J-j 
et  des  surfaces  du  second  degré  ^^\  —  Dans  ce  travail,  M.  P.  Serret  dé- 
montre une  série  de  propositions  qu'on  peut  considérer  comme  ré- 
ciproques de  certaines  propriétés  coimues  des  courbes  ou  des  sur- 
faces du  second  degré.  INous  citerons  les  deux,  suivantes  :  Toute 
surface  qui  admet  deux  modes  distincts  de  génération  par  un  cercle  dont 
le  plan  demeure  parallèle  à  un  plan  fixe  est  du  second  degré.  —  Si  des 
cônes  circonscrits  à  une  surface  ont  leurs  courbes  de  contact  planes,  cette 
surface  est  du  second  degré. 

Analogies  de  la  géométrie  duplan  à  celle  de  l'espace  '-'.  —  Dans  ce  Ira-    1 8(),^) 
vail,  M.  P.  Serret  démontre  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  surfaces 
du  second  ovAvc  vu  l'apport  avec  un  ou  deux  tétiaèdres.  (lonsidérant 
ce  beau  théorènu!  de  M.  Otto  Hesse  :  et  Etant  donnés  un  tétraèdie 
fret  trois  points  dans  l'espace,  il  existe  un  quatrième  point  formant 

'''  Journal  de  Mdlliciiwllrivcs ,  a'  s('rio,  I.  VI,  1861,  p.  fj-'ay.  — '''  /i"'.  I-  \'l. 
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rravx'c  les  Irois  piciiiios  un  socoiid  ((''trardre  tel,  ([ue  les  deux  Ir- 
rr  Ira  ('(Ires  sont  cniijiiPiiés  pai'  rapport  à  niiosurface  dusocniid  ordro,  -i 
M.  ScrrcI  (Irlrriiiiiic  ce  (piali'ièiiie  point  et  la  snri'are  par  une  ana- 
lyse l'oit  simple.  Il  donne  aussi  une  solution  ('{jalenienl  simple  du 
|iroblème  Iraité  pai"  Laîjran'fe  :  Quel  est  le  tétraèdre  de  volume 
maximum  dont  les  aires  des  faces  sont  données? 

\()us  remartiuerons  ce  lliéorèmenouveau  :  Si Irs  trois pirnuertt  aJirs 
iJ'iiii  (jii(itlnlalrr('{raiiche  inamt  thiiis  inio  surforc  du  nfcniid  ordre  loariiciil 
mprclirciiwiil  (uilour  de  Irois  pôles  fixes,  corijvijnés  deux  à  deux  par 
rapporl  à  hi  sinjtire,  le  rdié  lihre  du  (juadrihilère  louriie  autour  d'un  point 
fixe,  leijiieJ  est  roiijKinié  à  eliariiii  des  trois  pôles  donnés. 

(les  reclierclies  sur  les  analofpes  de  la  p/'ométrie  du  plan  à  celle  de 
l'espace  ont  été  continuées  par  \I.  P.  Sei-ret  dans  plusieurs  articles 
des  Nouvelles  Annules  de  Matliihnatiijues'^^\  Il  a  détei'ininé  ré(piation 
i\\\  plan  qui,  comme  on  le  sait,  est  le  lieu  des  centres  des  surl'aci's 
du  second  ordre  tangentes  à  sept  jdans  donnés;  puis  l'équation  de 
la  sphère  qui,  suivant  \\n  lliéorèiiK»  de  M.  Mention,  est  le  lieu  des 
centres  des  surfaces  du  second  ordre  tangentes  <à  six  plans  donnés, 
et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  est  donnée. 

M.  Serret  a  complété  ce  lliéorème  par  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  prend  eliaciine  des  dix  diii<>(inales  de  ïliexaèdre  firme  par  six 
plans  pour  dimnètre  d'une  sphère,  les  dix  sphères  ont  même  centre  ra- 
dieal  et  une  inèinc  sphère  ortlion-onale.  hiiiiielle  est  lu  sphère  lieu  des 
centres  des  surfaces  du  second  ordre  lanijentes  aux  six  plans. 

INoiis  citerons  encore,  parmi  |)lusieurs  autres,  cette  proposi- 
tion : 

Toute  surfiler  du  second  ordre  qui  dirise  harmonicjuemenl  quatre  des 
diaijonales  d'un  hexaèdre  complet  dirise  harinoviijuenient  les  six  autres. 
Et  si  cette  surf  ire  se  ciunpose  de  deii.r  plans,  rharirn  de  ces  plans  coupe 
l'hexaèdre  siiiruiit  un  liexuppiiic  rirconscnptilde  à  une  couKjue. 
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XI\.  —  Edmond  Bour. 

Les  géomètres  fondaient  les  plus  grandes  espérances  sur  Edmond 
Bour,  que  la  mort  a  enlevé  en  mars  i  8G6 ,  à  iàge  de  trente-quatre 
ans'''.  Encore  élève  à  TEcole  des  mines,  i!  puisait  dans  les  savantes 
leçons  de  M.  Bertrand,  au  Collège  de  France,  l'idée  d'un  Mnnoirc 
sur  ïinlégraUon  des  équations  différentielles  de  la  Mécanique,  ti-avail 
remarquable,  présentera  l'Académie  le  5  mars  i855,  et  inséré  au 
recueil  Ans  Savants  étrangers,  sur  le  rapport  de  M.  Liouville '-'.  Nous 
n'avons  point  à  parler  ici  des  difl'érents  Mémoires  de  l'auteur  sur 
l'Analyse  et  la  Mécanique,  qui  tous  révèlent  un  talent  de  premier 
ordre.  Nous  nous  bornerons  à  dire  cjuelques  mots  de  la  Théorie  de  la 
déformation  des  surfaces,  ouvi'age  couronné  par  l'Académie  en  i  86  i . 

La  question  proposée  était  :  Yélude  des  surfaces  qui  ■peuvent  s'ap- 
pliquer les  unes  sur  les  autres  sans  déchirure  ni  dupUcature. 

La  Commission  avait  distingué  surtout  trois  Mémoires,  dans  les- 
quels la  question  principale,  consistant  à  former  les  équations  diffé- 
rentielles de  toutes  les  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée, 
était  pleinement  résolue,  et  dont  les  auteurs  (MM.  Bour,  Ossian 
Boimet  etCodazzi)  avaient  fait  des  applications  également  intéres- 
santes, tf  Aucun  des  concurrents,  disait  la  Commission,  ne  semble 
rrdonc  avoir,  pour  cette  partie  du  travail,  de  supériorité  décidée 
ffsur  les  deux  autres  :  les  trois  ont  fait  pi'euve  d'une  grande  habileté 
ff  analytique  et  de  connaissances  très-profondes  en  Géométrie.  Mais 
rrle  Mémoire  n°  i  (celui  de  M.  Bour)  contient  en  outre  un  chapitre 
ff  ti'ès-remarquable,  dont  l'analogue  ne  se  trouve  ])as  dans  les  deux 
tf  autres,  et  qui  a  décidé  en  sa  faveur  le  choix  unanime  de  la  Com- 
rr mission.  L'auteur  ne  s'est,  en  effet,  pro[)osé  rien  moins  (jue  lin- 
rctégralion  complète  des  équations  du  problème  dans  le  cas  oh  la 
ff  surface  donnée  est  de  r(''V()lnli()n...  La  Commission  espère  <pn'  le 
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rfsiivaiit  aiilciir  j'V'iirriiliscHii  sa  hcllc  analyse,  et  que  li'  calcul  iiilc'-- 
r-jjral  l'ccevra  |)ai'  là  un  |icil('(iiuniieiiicii(,  iiolaMc- 

Maliiciireiiseinonirautour,  CM  im[)riniaiil  dans  IcJoiinial  de  l'Eroh 
PolijlcrhnKjitc  (xxix''  caliiei')  le  Mémoire  couioiiiié.  a  supprimé  celle 
(leniièie  partie,  désirant  létendie  et  réclaircir  dans  un  Alémoii'e 
spécial. 

La  mort  prématurée  de  lioui'  aura  privé  la  science  de  ce  pré- 
cieux travail,  (|ui  ne  s Cst  pas  retrouvé  dans  ses  papici's. 

Après  avoir  élaMi  les  étpiaiioiis  «jénérales  du  problème,  M.  Hoiir 
les  applique  à  la  théorie  de  la  déformation  des  surfaces  réglées, 
et  est  conduit  à  une  série  de  résultats  remarcjualdes  parmi  lesquels 
nous  citerons  les  lliéorèmes  suivants  : 

On  peut  toujours  déformer  une  surface  gauche  de  manière  à 
rendre  les  <;éiiératrices  parallèles  à  celles  d  un  cône  donné,  et,  ])ar 
suite,  j)arallèles  à  un  [)lan. 

L'angle  de  contingence  des  sections  perpendiculaires  à  une  géné- 
ratrice varie  de  la  (|iiai]|ilé  dont  augmente  ou  diminue  l'angle  de 
contingence  cori-espondant  du  cône  directeur. 

On  peut  rendre  les  génératrices  normales  principales  à  lune  de 
leurs  lraj(!Ctoires  orlliogonales. 

Oiiant  aux  surfaces  de  révolution,  1  auteur  démontre  ce  ihéo- 
rènie  iinportani,  ipie,  sur  une  fttirfarr  de  rérohiiion  (juehonque ,  on 
lieiil  iDïtjiiiu's  djiplujiie}'  ini  cerldiii  liéliroïde  à  profil  courbe. 

Dans  un  chapitre  iiiiilulé  :  Applientioim  direrses,  M.  JJour  appli(jue 
les  lonnules  générales  de;  la  lliéoiie  de  la  déformation  des  surfaces 
à  I  élude  de  plusieurs  classes  de  surfaces,  lellès  que  les  surfaces 
dont  tous  les  points  sont  des  omhilics,  les  surfaces  minima,  les 
suiiaces  à  coni'hiire  movenne,  etc.  Nous  cilerons  encore  ces  deux 
|)idposilioiis  : 

Dans  joule  siiilace  à  aire  miiiima  pro\eiiaiil  de  la  déformation 
dune  siii-lace  de  r(''Volutioii ,  les  lignes  de  coiirhiire  sont  coupé(!S 
sous  un  angle  (■onstant  par  une  même  ligne  géodésicpie,  transformée 
il  lin  des  uM'iidiens. 
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Los  lignes  de  niveau  sont  aussi  coupées  sous  un  même  angle  par 
une  ligne  géodésique. 

XV.    M.    E.   1)K  JONQI  IRItKS. 

Mélanges  de  Géométrie  pure  '''.  —  Dans  ce  volume,  M.  de  Jon-  i85(j. 
(juières  s'est  proposé  de  démontrer,  par  les  méthodes  exposées  dans 
le  Trailé  de  Géométrie  supérieure,  les  théorèmes  que  l'auteur  de  cet 
ouvrage  avait  énoncés  sans  démonstration,  dans  diverses  communi- 
cations à  l'Académie,  sur  le  déplacement  intinimcnt  petit  d'un  corps 
dans  l'espace;  sur  les  arcs  d'une  conique  dont  la  dillérence  est  rec- 
tiliable;  sur  les  arcs  de  la  lenniiscate;  sur  une  généralisation  des 
loyers  et  des  diamètres  d'une  section  conique;  sur  le  principe  de 
correspondance  anharmonique;  sur  la  construction  de  la  courbe  du 
troisième  ordre.  Le  volume  se  termine  par  une  traduction  du  Traité 
de  Maclaurin  sur  les  courbes  du  troisième  ordre,  à  laquelle  M.  de 
Jonquières  a  joint  des  Notes  et  des  Additions. 


Essai  sur  la  génération  des  courbes  géoméCriijnes,  et  en  particulier 
sur  celle  de  la  courbe  du  quatrième  ordre''-\  —  11  s'agit  de  la  géné- 
ration des  courbes  géométriques  déterminées  par  le  nombre  de 
points  que  comporte  leur  ordre.  L'auteur  considèie  ces  courbes 
connue  le  lieu  des  points  d'intersection  de  coui'bes  qui  se  correspon- 
dent une  à  une  dans  deux  faisceaux  dordi'i'  intérieur,  ainsi  (pi'un 
i  avait  lait  pour  la  construction  des  courbes  du  troisième  ordre, 
dont  il  a  été  queslion  dans  les  premiers  paragraphes  du  chapitre 
[(recèdent. 

Le  Mémoire  de  M.  de  Jonquières  est  divisé  en  deux  sections. 
Dans  la  première,  l'auteur  expose  les  princi[)es  de  la  mélliode, 

'''   Comprciiiinl  dimucs  applicalions  des  ordre ,  elr.  et  lu  Iradnctiini  dit  Tr/iilé de  Mit- 

llirories  crposécs  dans  le  Traité  de  Geo-  riaurin  sur  tes  cnurlies  du  troisième  ordre  ; 

iiiétrie  supérieure  de  M.  Cliastes  au  mou-  Paris,  Malli't-liiHliclior.  iii-8°.  i8,^){). 
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sections  coni'iues,  aur  courljes  du  troisième  ot  968. 
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(jiii  coiisliliic,  (lit-il,  Mlle  sorb;  dt;  vnsr  en  équalioii  ocoiiirli-iqiic  i\y\ 
|)i()lilriii('.  La  roiirlie  (leniaiidiM;  ('■luiit  (roi'drc  ■///,  et  les  courbes  des 
deux  laiscoaux,  d'ordres  n  et  //,  on  a  ?;  +  ?;'=  m;  les  [)oiiits  (|iii 
l'ornienl  les  l)ases  des  deux  faisceaux  sont  en  partie  des  ])oiiils  don- 
nés, et  en  partie  des  points  qu'il  faut  déterminer.  M.  de  JoiKjuières 
démontre  que  ceux-ci  sont  toujours  en  nombre  vu  —  i.  La  déter- 
mination de  ces  points  inconnus  l'orme  la  ditliculté  du  problème. 
Dans  la  seconde  section,  il  l'ait  1  application  de  cette  métbode  à  la 
construction  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  déteiniinée  par  qua- 
torze points,  et  à  la  construction  de  quelques  autres  courbes  d'oidre 
supérieur  à  points  mulliphs. 

(le  ti'avail,  présenté  à  l'Académie,  a  été  le  sujet  d'un  rap- 
port'" dont  voici  les  conclusions  :  crLe  Mémoii-e  dont  nous  venons 
ffde  rendre  compte  nous  [lai'aît  présenter  des  essais  heureux  dans 
rrce  «jenrc  tout  spécial  de  questions  qui  ont  de  grandes  difficultés, 
rtet  où  l'on  s'est  arrêté,  pour  ainsi  dire,  dès  les  premiers  pas.  Ce 
rr  travail  dénote  une  aptitude  peu  commune  pour  les  spéculations 
rr abstraites  de  la  pure  Géométrie,  qui  mérite  d'être  encouragée; 
f'car  toutes  les  parties  des  Mathématiques  sont  soldiaires,  et  les 
f  progrès  de  l'une  contribuent  à  l'avancement  des  autres. 

ff  En  considérant  le  mérite  spécial  du  travail  de  M.  de.lon(piièi'es, 
r  nous  axons  l'honneur  de  proposer  à  1  Académie  d  <'n  ordonner 
T  Iniscrtioii  dans  le  l'ecued  {\i's  SariDils  ('/raiiorrs^-\-n 

i^i>i.  Tluviriiics  i>ihn'f(iii.v  coiiceniaiil  les  coiirlirs  ijroiiiélrKjiic.'i  jihnirs  d'iiii 

ordre  ijiieh-oiiijiie'^'' .  —  11  s'agit  des  systèmes  ou  .scV/ç.s  de  courhes 
d'oi'drc  //,  saiisfaisant  à  ^  ii{ii  +  '.))  —  i  conditions  communes.  L'au- 
li'ur  ap[)elle  iinliir  le  nondu'e  des  courbes  de  la  série  ([ui  ])assent 

'''   (loinrriissniri'S  :  \t.\I.  t'diici'icl .  l.ioLi-  ■'.■>.'i.   Des  extiviils  ilii   MiMiuiire  mil  |i;irn 
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par  un  point  quelcuiiquo.  Désignant  ce  nonihre  par  N.  il  démontre    ■ 
divers  théorèmes  concernant  les  séries  de  courbes,  qu'il  exprime 
en  fonction  des  deux  nombres  n  et  N. 

Dans  une  Note  rectificative  ('',  il  annonce  cju  il  ft  a  donné  une  forme  i  i^c>'^- 
fctrop  absolue  aux  énoncés  de  quelques  théorèmes;'»  que,  rsaut  le 
rr théorème  I,  qui  est  vrai  dans  tonte  sa  généralité,  la  plupart  des 
ff autres  ne  conviennent,  sans  restriction,  quaux  séries  d'ordre  n  et 
«d'indice  i,  c'est-à-dire  aux  faisceaux  de  courbes  d'ordre  n,  et  aux 
rr  séries  d'ordre  i  et  d'indice  N ,  ^  et  que ,  r  si  h  et  N  sont  à  la  fois  quel- 
tr conques,  les  nombres  exprimés  dans  les  énoncés  des  théorèmes  ne 
«doivent  plus  être  pris  comme  des  nombres  absolus,  mais  siniple- 
«ment  comme  une  limite  supérieure.  •« 

Cette  rectification  paraissait  très- opportune  et  très-fondée,  d'au- 
tant plus  que  la  démonstration  même  du  théorème  principal  du 
Mémoire  laissait  voir  manifestement  que  le  nombre  trouvé  n'expri- 
mait qu'une  limite  supérieure  (-'.  Néanmoins,  nous  devons  ajouter 


'"'  Note  au  sujet  d'un  article  publié  dans 
le  Journal  de  Matlœmatiques ,  t.  M ,  a'  série. 
(Voit-  ibid.  t.  VIII,  i8G3,  p.  71.  et  \ou- 
velles  Annales  de  Mathciiiaiiqucs .  a° série. 
t.  II,  i863,  p.  20/4.) 

'"■  Le  Ihéorème  dont  il  s'agit  est  le  sui- 
>  aiit  :  Panai  les  courbes  G,,  d'une  série  d'in- 
dice ^ ,  il  y  en  a  2(n —  ilN  qui  touchent 
une  droite  donnée  L. 

Les  courbes  sont  représente'es  par  une 
équation /(x,  î/)r=o,  du  degré  n,  dont 
les  coeflicients,  un  au  moins,  renferment 
un  paramètre  A  à  la  puissance  .N.  Voici  la 
défuonslration  du  théorème  :  crlJne  droite 
(fL  coupe  les  courbes  de  la  série  en  des 
(f  points  dont  les  abscisses  sont  les  racines 
r  d'une  équation  du  degré  n  en  x,  dont 
rrcertains  coefficients,  sinon  tous,  con- 
(f tiendront  une  indéterminée  X  au  de- 
rgré  !N ,  mais  non  pas  à  im  degré  supé- 
rr  rieur.  A   loule  valeur  de  A  qui  i-end 


ff  égales  deux  racines  de  celte  équation, 
rril  correspond  une  com'be  C„  qui  touche 
"la  droite  L.  Or,  la  condition  d'égalité  de 
frdeux  racines  s'e.xprime  par  une  équa- 
stion  du  degré  2  (» — 1)  par  rapport 
rraux  coeflicients  de  l'équation  en  x.  Donc 
f: celte  équation  de  condition  est  dutlegré 
■'■i[n  —  i)N  en  A.  Donc,  enfin,  il  existe 
"■1(11  —  1  )  .\  coiu'bes  de  la  série  qui  tou- 
tf  client  la  droite  L.n 

Gonclusiou  erronée  évidemment,  car 
les  coefficients  de  l'équation  en  -r  pouvant 
ne  pas  contenir  tous  A  à  la  puissance  N, 
comme  l'a  dit  avec  raison  l'auteur  lui- 
même,  il  s'ensuit  que  A  peut  très-bien  ne 
pas  se  trouver  à  la  puissance  2  (« —  i)N 
dans  l'équation  finale.  La  démonstration 
n'indique  donc  qu'une  limite  supérieure, 
de  mémo  que  le  théorème  de  Bezout,  et 
suffisait  pour  montrer  la  nécessité  d'inie 
rectification. 


:\:]{)  HAI'I'OUT  .Sl!U  LES  l'HOCRKS 

(luc  M.  (le  .]()ii(|uii''i'es  a  rctin';  |)lii,s  l;ir(l  celle  reelilicaLion  '■'.  Nous 
cilons  ses  propi'cs  paroles  :  rDaiis  la  livraison  du  Journal  de  Mallié- 
rtnniliqiics  pour  le  mois  d'avril  i  86  i,  j'ai  introduit  pour  la  prcmièi'e 
ft  lois,  je  crois,  dans  la  Géométrie  pure,  la  considération  des  sérwH  ou 
rr .sys/èm^'s  de  courbes  assujetties  à  autant  de  conditions  communes, 
"miiins  uue,  ipi'il  en  faut  pour  déterminer  une  courbe  de  leur 
rfdei;ré,  et  j'ai  donné  plusieurs  formules  fjénérales  concernant  ces 
ff  séries  ou  systèmes.  Ces  formules  sont  exactes,  et  il  n'y  a  même  pas 
crlieu  d'invoquer  à  leur  éoard  les  conditions  restrictives  dont  j'ai 
Tcru  devoir  les  entourer  plus  tard,  dans  un  moment  de  précipi- 
rtation  justifiée  })ar  diverses  circonstances,  n  Cependant  M.  de  Jon- 
(juières  n'a  point  tardé  à  reconnaître  notamment  que  l'expression 
■)(;t— i)N  du  nombre  des  courbes  d'une  série  d  indice  N,  qui 
touchent  une  droite,  wse  trouve  parfois  en  désaccord  avec  les /i/77s,n 
et  il  a  cherché  à  déterminer  des  limites  n  en  deçà  desquelles  elle  con- 
ft serve  son  exactitude  géométrique  aussi  bien  qu'al[{ébrique '-'.n 
Toutefois  il  a  continué  depuis  à  introduire  cette  expression  dans 
divers  tliéorèmes  :  et  c'est  ce  qui  nous  oblige  à  faire  mention  ici  de 
ses  incertitudes  et  de  l'état  de  la  (|uestion. 

Le  Mémoire  de  18G1  donne  lieu  à  nue  autre  (d)servation  ini- 
l)orta!ite.  M.  de  Jonquières  fait  usa[;e  du  raisonnement  ou  principe 
de  mrrespoiidaiicc  entre  deux  séries  de  points  sur  une  même  droite, 
d  après  le(pu_»l  le  noud)re  des  jioints  d'une  série  (pii  coïncident  cha- 
cun avec  un  point  corres])ondant  de  l'autre  série  est  égal  au  degré 
de  I  é(pialion  (pii  a  lieu  entre  les  abscisses  des  points  comptées  à 
parhr  d  une  inéuie  origine  :  [iriucipe  employé  aussi,  comme  on  l'a 
vu  (chapitre  pi(''C(''denl),  dans  la  théorie  des  deux  caractéristiques 


''  t\utc  sur  les  si/slhnrs  de  courbes  et 
do  surfaces  et  sur  certaines  formules  qui  s'y 
raltaclieut  (Saïjfnn,  1 '1  nnvcmbre  186.')), 
i'f  Jcunidl de  Miilliriiiuti'iurs ,  ^'  s6ric,i.\, 
iS().),  |i.  /ii->-'ii().  —  Deiurième  Note 
sur  les  séries  ou  sijstèmes  de  courbes  cl  de 
surfaces  C^-Ahum,  S  il(Tciiilpn' t  SI').")  V 


'"  Thcort-incs  /'ond((ineiitaux  sur  les  sc- 
•ies  de  courbes  et  de  smfaces  d'ordre  quel- 
■oiHjue  (Saïjfon,  1 5  décembre  i86,3), 
^l(!iii<)ir("  (|iii  i)  éU'  [•(•[u'odiiil  dans  le  Gior- 
lalc  di  ]lalemallche  de  Na|ilcs,  I.  IV,  1  SCO, 


|..  !>.>- 
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communiquée  à  l'Académie  en  i86i.  Celte  date  de  18G/1  semble- 
rait indiquer  que  ce  mode  si  précieux  de  démonstration  est  dû  à 
1  auteur  du  Mémoire  de  1861.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  comme  le 
prouvent  les  documents  publiés  à  ce  sujet,  et  particulièrement  une 
Note  émanée  de  M.  de  Jonquières  lui-même,  faisant  partie  de  di- 
verses autres  observations,  et  qui  suffirait  seule  pour  ne  laisser 
aucune  incertitude  à  cet  éffard  ^'K 


Solution  de  quelques  questions  générales  conccrnaiil  les  courbes  algé-    i8(u. 
briques  planes  (-'.  —  L'auteur  énonce  ainsi  le  problème  général  dont 
il  se  propose  de  trailei-  divers  cas  :  Déterminer  la  classe  de  la  courbe 


'"'  Le  procédé  de  dénionsU'alion  dont 
il  s'agit  était  emplojé  dans  le  manuscrit 
du  Traité  des  sections  coniiiues,  dont  la 
première  partie  a  paru  ea  1 865 ,  manus- 
crit communiqué  à  M.  de  Joncjiiières,  sur 
sa  demande,  en  janvier  iHôg.  Dans  plu- 
sieurs questions  oîi  à  un  point  de  la  pre- 
mière série  correspondent  deux  points  de 
la  seconde,  et  à  un  point  de  celle-ci  ne 
correspond  qu'un  point  de  la  première, 
questions  semblables  à  celles  qui  se  trou- 
vaient dans  la  communication  faite  à  l'A- 
cadémie eu  1 855 ,  sous  le  titre  de  Principe 
(le  correspondance...  (voir  ci -dessus, 
p.  228),  M.  de  Jonquières  a  admis  ce 
mode  de  démonstration.  Mais  lorsque  vint 
une  question  dans  laquelle  à  un  point  de 
la  première  série  correspondaient  doux 
points  de  la  seconde,  et  à  un  point  de 
celle-ci  correspondaient  dciur  points  de  la 
j)ren)ière((;/H0K  un  scul),'S\.  doJoiiquières 
n'a  plus  admis  la  démonstration.  Il  l'a 
réfutée, et  a  conçu  la correspondiuice d'une 
manière  diiïéronle,  en  considérant  siniid- 
lanément  les  deux  points  de  la  seconde 
série  et  voulant  (ju'à  chacun  d'eux  corres- 
|)()ndissnnt    deux   points  dr  l;i   pi-i'iiiièn' 


série  (l'un  desquels  était  commun  aux  deux 
couples).  Voilà  ce  qui  prouve  péremptoi- 
rement que  M.  de  Jonquières  a  été  initié 
au  procédé  de  démonstration  dont  il  s'a- 
git, dans  le  manuscrit  des  coniques,  en 
1859.  (Cf.  Comptes  rendus,  t.  LXIII, 
18G6,  p.  670,  793,  816,  870,  87/i, 
907,  909.)  —  Recherches  sur  les  séries  on 
sijstcmes  de  courbe.^  et  de  surfaces  algé- 
briques d'ordre  quelconque,  suivies  d'une 
réponse  à  quelques  critiques  de  M.  Chastes , 
par  M.  E.  de  Jonquières  ;  Gauthier- Villars , 
in-i",  8  décembre  18GG. —  Réponse  à  une 
revendication  de  priorité,  par  M.  Chastes; 
Gaulhier-Viliars,  in-/i°,  1867.  —  Docu- 
ments relatifs  à  une  revendication  de  prio- 
rité et  réponse  à  quelques  critiques  nouveltes 
de  M.  Cliasles,  par  M.  E.  de  Jonquières; 
'1  lévrier  1 8(57.  Lithog-raphie  de  Ch.  Chau- 
vin. —  Réponse  aux  documents  relatifs  à 
une  revendication  depriorité.  par  M.  Cliasles; 
Gaulhier-Viliars,  in-'i°,  18(17.  —  Lettre 
il  M.  Chastes  sur  une  question  en  litiffc, 
par  M.  E.  de  Jonquières;  Arlus-Bertrand, 
iH()7,  in-/i°. 

!=1  Journat  de  Crelle,  I.   LIX,    i8(m; 

p.  :!i;i-;î3'i. 


:V.\-2  ItAIM'OIîT  SlJlî  I.KS  IMÎOGRES 

ciirrlupjw  (l'une  Irdiisvcrmlc  (jin  coupe  une  courbe  algéhrùiuc  plane  (i„, , 
///(  (Icijir  III,  (le  telle  sorte  (pu  une  fonction  (létcrminéc  (F)  des  distances 
muiuelles  de  w  points  d'intersection  de  la  transversale  et  de  la  courbe  ail 
une  r(deur  doiitu'c  A,  (F)  (^tanl  une  fonction  algébrique  entière  et  ration- 
nelle. ffCe  problèiiic.  ajoute  M.  de  Jonquières,  et  celui  auquel  il 
rfdoiiiic  lien  corrélativeiiieiit,  [lar  voie  de  dualité,  résument  avec 
ff  beaucoup  de  généralité  un  euseudjlc  de  questions  intéressantes 
rr  concernant  les  courbes  algébriques  planes,  dont  M.  Steiner  a  déjà 
ff  traité  plusieurs  dans  un  beau  Mémoire  inséré  dans  le  XLVIF'  vo- 
fflume  de  ce  journal,  et  que  M.  Woepcke  nous  a  fait  connaître  par 
ffune  excellente  traduction  insérée  au  tome  XVIII  du  Journal  de 
ffLiouville.  Je  me  propose  d'indiquer  ici  un  procédé  général,  basé 
r  sur  des  considérations  de  pure  Géométrie,  qui  conduit  à  la  solution 
ffde  ce  problème.  On  aura  ainsi  la  clef  des  résultats  énoncés  sans' 
f'démonstralion  par  M.  Steiner,  et  j'en  donnei'ai  moi-même,  à  titre 
ff  d'applications,  plusieurs  exemples  nouveaux.  ^^ 

Voici  une  des  questions  traitées  par  l'auteur  :  L'enveloppe  d'une 
droite  (pui rencontre  une  courbe  d'ordre  m  en  trois  points  a,  b,  c,  et  une 
droite  fixe  D  en  un  point  fx,  tels  que  l'on  ail  la  relation 

fit}  _  lit} -, 

(uc  '  ac 

est  une  courbe  de  la  classe  ■>  ni  ( m  —  i  )  (  in  —  3  ). 

Dans  le  cas  où  la  droite  D  est  à  rinliiii,  si  X  =  —  i,  de  sorte 
que  le  point  a  soit  le  milieu  du  segment  bc,  la  classe  de  la  courbe 
enveloppe  s'abaisse  à  ni  [m — i)  (w — •.!),  ainsi  (pie  l'avait  trouvé 
Steiner.  Autre  tlié-orème  :  L'enveloppe  d'une  transversale  (pui coupe  une 
courbe  d'ordre  m  en  quatre  points  donnant  lieu  à  un  rapport  anjiarnio- 
nique  X  est  de  la  classe  ~  m  (m  —  i  )  (m  —  ■.>)  (m  —  3). 

Steiner  avait  trouvé  que,  dans  le  cas  du  rapport  liarnionique, 
c'est-à-dire  de  A  =  — i,  la  classe  de  la  courbe  est  jiniin — i) 
(//(-  '0  (m  — .")). 

i863.         Etude  sur  les  courbes  ()  double  courbure  trac(''es  sur  une  surface  algé- 
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lirùjue '''K  —  M.  lie  .lonquières  annonco  que  ce  Mémoire  lui  a  été 
inspiré  par  une  communication  faite  à  lAcatlémie  le  9  décembre 

I  86 1  '■-',  dans  laquelle  on  exprimait  la  pensée  qu'il  serait  utile  d'étu- 
dier les  courbes  gauches  par  familles  sur  des  surfaces  déterminées. 

II  se  propose  de  traiter  «des  courbes  tracées  sur  une  surface  algé- 
ff  brique  d'ordre  quelconque,  et  qui  sont  les  intei'sections  complètes 
tfde  cette  surface  par  d'autres  surfaces  algébriques,  ti  11  s'occupe 
successivement  des  différentes  questions  traitées  dans  la  communi- 
cation à  l'Académie  qu'il  a  citée.  Toutefois  ce  n'est  point  une  méthode 
analytique  fondée  sur  un  système  de  coordonnées  propre  à  la  surface 
])articulière  sur  laquelle  les  courbes  sont  tracées  qu  emploie  M.  de 
Jonquières.  11  fait  usage  de  considérations  générales  pour  déter- 
miner les  relations  entre  certains  éléments  des  courbes  qu'il  con- 
sidère sur  des  surfaces  quelconques. 

Formules  cxpiimanl  le  nombre  des  courbes  d'un  même  système  d'ordre  i86i. 
quelconque,  qui  coupent  des  courbes  données  d'ordre  également  quel- 
conque, sous  des  angles  donnés,  ou  sous  des  angles  indéterminés ,  mais 
dont  les  bissectrices  ont  des  direclions  données  '^'.  —  Les  diverses  ques- 
tions que  comprend  cet  énoncé  sont  des  cas  particuliers  d'une  niènK^ 
condition  générale,  savoir  :  que  les  tangentes  à  la  courbe  donnée 
et  à  la  courbe  cherchée,  en  leurs  points  d'intersection,  divisent  un 
segment  donné  dans  un  rapport  anharmonique  donné.  Lorsque  le 
segment  est  à  l'infini  et  a  pour  extrémités  les  deux  points  imagi- 
naires appartenant  à  un  cercle,  les  angles  des  courbes  sont  de 
grandeur  donnée;  et  lorsipie  le  segment  encore  situé  à  l'infini  est 
conq)iis  entre  deux  droites  rectangulaires,  les  bissectrices  des  angles 
des  coui'bes  sont  de  diiection  donnée.  Cette  considération  d'un 
segment  coupé  dans  un  rnppoi't  anharmonique  donné  elles  consé- 

!''   AiiiKili  (li  MdtfiiKitlca .  I.  \'.  i(S()3.  nappe,  donl  il  i\  v.U:  rriidii  coinplc  ]il'i'C('- 

p.  aû-3S.  deminiinl  (cliap.  iv,  p.  ■->.>>). 

'^'   W  ?.'i\'^^\[  i\(:  \u  'l'Iii'-ovii:  iiiiiilijfKfuo  des  '^'   (Jomplcs  rendus,    i.    lAIll,    iSJi'i, 

i-iinrtie.':   Iracres    svr    l'Iii/jwrtiiiliiide    i)    une  p.  ^f'.'>^t-^)'.\'j. 
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(iiiciicos  (|u"i'ii  liir  M.  (le  JoiKuiiùi'fs  so  trouvaient  déjà,  coiiiiiic  il 
le  (lit,  dans  une  des  (^onnnnnicalions  IViites  à  i'Acadcniii'  sur  les 
systèmes  de  coniques*''.  iNous  ajouterons  quelles  s'appliquaient  na- 
turellement, dajjrès  une  observation  antérieure'-),  aux  systèmes 
de  courbes  d'ordre  ([uelconque.  M.  de  Jonquières  les  dérive  d'un 
tliéorème  nouveau  qu'il  démontre. 

iSfi'i.  Propricli's  (lircnrs  des  sysirincs  de  surfaces  d'ordre  quelroitque'^^ .  — 
(le  travail  renferme  les  énoncés  de  plusieurs  propriétés  d'un  sys- 
tème de  surfaces  d'ordre  quelconque,  en  fonction  des  trois  carac- 
téristiques fx,  5'.  p  du  système,  qui  expriment  le  nombre  des  sur- 
faces qui  passent  par  un  point,  le  nondue  de  celles  qui  touchent 
une  droite,  et  le  nombre  de  celles  (|ui  touchent  un  ])lan. 

iSd,").  Dans  une  Note  intitulée  :  Propriétés  des  systèmes  de  sttrfaces  d'ordre 
ijHeIroiique''"\  M.  de  Jonquières  démontre  cette  propriété  des  courbes 
à  double  courbure  :  Le  nombre  des  surfaces  d'un  système  {^,v,  p) 
qui  touchent  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  d'ordres  m  et  n 
^,s7  N  =mn  [fA  (m-L-n  —  ?.) +  !'],  ou  plus  sinq)lement  N  =  fir -|- rp . 
en  appelant/*  l'ordre  de  la  courbe,  et  r  l'ordre  de  la  développable 
dont  elle  est  l'arête  de  rejtroussement. 

iSiu;.  Délcniiuiatioii  du  nombre  des  courbes  d'ordre  r  qui  ont  un  conlac! 
d'ordre  n-^nir  avec  une  courbe  donnée  d'ordre  m,  et  qui  satisfont  en 
outre  à  r  (r+  •!)  —  n  autres  conditions  quelconques '^^K  —  Dans  le  cas 
on  les  -  r  (r-i-3)  —  n  conditions  sont  de  passer  par  des  points,  le 
nombre  des  courbes  est  ^  m  (h  +  i)  (  arH-  nin  —  '.hi). 

'''  Si/siciiies  (le  coniques  qui  couprnt  des  '"'   Comptes  rciiilus,  t.  I^Vlil.  p.  3oo. 

coniques  données,  sons  des  angles  donnés  '^'   Comptes  rendus,  t.  L\lll.  j).  ô(j7- 

on  sous  des  angles  indéterminés ,  mais  dont  Sj  i . 

les  bissectrices  ont  des  directions  délermi-  '''   Comptes    rendus,    t.    L\I.     iSGf), 

nées,   j)iir  M.  Cliaslos.  (Comptes  rendus  |i.  lilm-hàli. 

de  l'Aciidémic,  t.  I-Vill.  i8f)/i.  p.  !i->.f,-  '*'   Comptes   rendus.    I.    lAIIt.    i8(i(i. 

/iSi  cl  -ùl-j.)  p.  ^i.j:j..',a5. 
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Pour  le  cas  où  les  -/■(/•+ 3)  — h  conditions  sont  t|uelconques, 
rauteui-  (lit  que  le  nombre  des  coniques  est  en  général 

-fjL.  m  («  +  i)  {p.r  +  mn~2n), 

(X  désignant  le  nombre  des  courbes  d'ordre  r  ([ui  passent  [)ar  ii  poiuts 
donnés  et  satisfont  aux  mêmes -)•((•  + 3)  ~«  conditions. 

Par  :  en  général,  il  entend  fc  qu'il  peut  arriver  que  plusieurs  des 
rr  courbes  dont  la  formule  fait  connaître  le  nombre  possèdent  des 
rrbrancbes  doubles  ou  multiples,  et  forment  ainsi  des  solutions  sin- 
ffgulières  qu'd  y  aurait  lieu  d'écarter  du  résultat  final '".t) 

Dans  une  seconde  communication '-',  M.  de  Jonquières  donne  le 
nombre  des  courbes  qui  doivent  avoir  deux  contacts  dordres  n 
et  n  avec  une  courbe  d'ordre  m;  et  dans  un  troisième  travail,  il 
étend  la  formule  à  un  nombre  quelconque  de  contacts  dordres  ;/, 
n,  n", .  .  . '^'.  Mais  il  prévient  cjue  ses  formules  peuvent  renfermer 
des  solutions  qu'il  appelle  singulières  '*'. 

XVI.  —    M.    IhCART. 

Mémoire  sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  jdanes  ou    i83' 
sphériques  (^*.  —  La  tbéorie  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
sont  planes  ou  sphériques,  qui  a  pris  naissance  dans  YApplicnlion 
de  rAnahjse  à  la  Géométrie  de  Monge,  et  dont  Joachimstlial  a  aussi 

'''  Il  faul  observer  que  ces  solutions  '    Coiiiples  rciiilus,  t.  LXIII,  p.  àS5- 
singulières  (ou  plutôt  étrangères)  ne  sont  i88. 
pas  les  seules  qu'il  y  ait  lieu   d'écarter            '''  Ihid.  p.  Sa-i-oa^. 
(lu  résultat  final,  ainsi  qu'on  le  voit  par             '*'  Ce  que  nous  avons  dit  préeédeni- 
une  relation  entre  les  deux  caractéristiques  ment  (p.  829)  de  la  formule  2  (m  —  i)N, 
du  système  de  courbes,  dont  il  a  été  (pies-  qui  n'exprime  qu'une  limite  supérieure 
tion  précédenniient  (chapitre  iv).  Et  d'ail-  du  nombre  des  courbes  d'un  système  tan- 
leurs  ces   solutions   singulières  peuvent  gentes  h  une  di'oite,  s'applique  aux  for- 
nvoir  un  certiiin  degré  de  multiplicité,  mules  actuelles  dans  lesquelles  fi  retii- 
comme  les  coniques  exceptionnelles  dans  place  N. 
les  systèmes  de  coiiiijues.                                        ''■   Cuiniitcs  i-piidiii! ,  I.  M, VI,  p.  3ît(>. 
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li'ailr  lia  cas,  a  dû  mu;  cNtciisioii  corisulôral)!!' aux  li'a\au\  l'oiuar- 
(|iial)l('s  de  MM.  Ossiau  lîoiiiict  ot  Scrrot.  M.  Picart  se  propose  de 
liailcr  ces  ruèmes  questions  par  une  uiétliode  pureuient  géomé- 
lii(|iie,  et  parvient  par  celte  \oie  à  plusieurs  résultats  nouveaux, 
tels  (pu'  ceux-ci  : 

iSV  loiitcx  les  liinirft  fie  courbure  d'un  sijsirine  sonl  silures  sur  (1rs 
sjilirrrs  ronrrnIrKpws,  Jrs  lii>nrs  dr  ciiurinirr  de  Faulre  sijsirinr  sniil  dans 
des  jduiis  puss((iil  par  le  rriilrc  coiiiuiuu  des  sphères  el  roupiiiil  hi  svrfiiee 
orllinijonalemeul. 

Si  toutes  les  li<>iics  de  roitrliure  d'un  sijslème  appartiennent  à  des  sphères 
ai/ant  leurs  centres  sur  une  viènie  droite,  el  telles,  que  le  produit  de  h'ur 
raijnii  par  le  cosinus  de  Tanjrle  qiieUes  forment  avec  la  surface  soit 
constant  nu  proporlioniirl  et  la  distance  de  leur  centre  à  un  point  fixe 
.situé  sur  la  droite,  les  lignes  de  courbure  de  l'autre  système  sont  dans 
des  plans  parallèles  à.  la  droite,  ou  passant  par  nn  nn'me  point  de  cette 
droite. 

Si  les  lignes  de  courbure  d'un  si/stème  sont  dans  des  plans  parallèles 
il  une  iiiènie  droite  et  coupent  la  surface  sous  un  angle  dont  le  cosinus  est 
proporlionnrl  à  leur  distance  à  une  droite  fixe,  les  lignes  de  courbure  de 
l'autre  système  appartiennent  èi  des  sjihères  dont  1rs  centres  sont  situés 
sur  cette  droite. 

l'HC?.  Dans  un  Essai  d'une  théorie  géométrique  des  surfaces,  qui  lait  le 
sujet  d'une  thèse  pour  le  doctorat,  M.  Picart,  à  l'exemple  de  M.  (^-Ii. 
Dupin,  et  suivant  les  traces  j)rincipalenient  de  MM.  Bertrand  et 
Ossian  Bonnet,  s'est  proposé  de  traiter,  par  de  simples  considéra- 
tions géométriques,  les  nombreuses  questions  qui  appartiennent  à 
la  théorie  générale  des  surlaces.  Sou  travail  comprend  quatre  ])ar- 
ties,  dont  les  titres  seuls  montreront  toute  limportance  : 

1'*'  partie.  Etude  de  la  l'orme  générale  d'une  surface  autour  de 
cluupie  point. 

î!''  ]>artie.    Etude  des  ligues  tracées  sur  les  surfaces. 

•  >'■  partie,    j^liule  des  surfaces  gauches. 
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4"  partie.  Etude  des  surfaces  à  lignes  do  courbure  planes  ou 
sphériques. 

Dans  cette  dernière  partie,  l'auteur  démontre  les  résultats  prin- 
cipaux de  son  Mémoire  de  i858,  f[ue  nous  avons  déjà  cités. 

Sur  le  lieu  des  points  fioul  la  somme  des  distances  à  deux  droites  fxes  iSfi/i. 
est  constante  '".  —  Il  s'agit  du  cas  général  de  deux  droites  de  direc- 
tions quelconques  et  ne  se  rencontrant  pas.  M.  Picart  démontre 
d'abord  le  théorème  suivant  :  La  norinak  en  un  point  de  la  surface 
est  la  bissectrice  de  l'angle  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur 
les  deux  droites  fixes;  puis  celui-ci  :  La  normale  en  un  point  de  la  sur- 
face lieu  des  points  dont  la  différence  des  distances  à  deux  droites  fxes 
est  constante  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  l'une  des  deux  perpen- 
diculaires et  le  prolongeme7il  de  l'autre. 

Il  conclut  de  ces  deux  théorèmes  le  suivant  :  La  surface  lieu  des 
points  dont  la  somme  des  distances  à  deiix  droites  fixes  est  constante,  et 
la  surface  lieu  des  points  dont  la  différence  des  distances  aux  deux  mêmes 
droites  est  aussi  constante,  se  coupent  orthogonalemenl. 

De  sorte  que  l'on  a  ainsi  deux  systèmes  de  surfaces  orthogonales. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  sont  dans  un  même 
plan  et  rectangulaires,  l'auteur  montre  que  la  courbe  d'intersection 
de  deux  surfaces  appartenant  aux  deux  systèmes  est  une  ligne  de 
courbure  de  ces  surfaces,  et  qu'il  existe  un  système  de  paraboloïdes 
qui  coupent  les  surfaces  suivant  leurs  autres  lignes  de  courbure,  ce 
qui  forme  un  système  triple  de  surfaces  orthogonales. 

Ce  système,  comme  le  rappelle  M.  Picart,  avait  déjà  été  ojjtenu 
analytiquement  par  M.  Serret  dans  son  Mémoire  sur  les  surfaces 
orthogonales '•^K  cfMais,  ajoutc-t-il,  il  n'était  pent-éirc  pas  sans  inté- 
fr  rèt  d'y  parvenir  par  une  voie  purement  synlhélicpic  "  H  ne  cile 
pas  le  Mémoire  de  M.  ('atalan,  qui  n'était  point  eiu-orc  jtuhlié. 

'''  Alunites  sriciitijiipics  lie  l'hcote  Nor-  a'  sôric.  t.  III,  iSC)'!,  p.  •>()•>-  -içcy. 
mule  mipéxicnre ,  t.  I,  iSfii ,  p.  s!85-î>.9!j.  '^    .hiuviial  île   ]liillii'iitiiliipies.  I,    \ll. 

—  Noiiielles    AlDliiles  île    Miillirmnli/iuca.  iS'i-.  p.   -l'iy. 
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iSil/i.  Dans  une  î\'olf'  sur  1rs  siirfmrs  du  second  degré,  M.  Picart  a  doniié 
mil'  (l(''nionstralion  (''léj^aiile  de  ce  tliéorèinc,  proposé  coinnic  exer- 
cice :  La  surpirr  Uni  des  srrhoiis  nrciilaii'cs  diainélnilcs  d'un  sijHlème 
d'cHipsiiïdrs  liDiiKilocaii.r  roiipc  1rs  rllipsoïdrs  ortliognnaknicni  ''L 

iSUf).  lùidlr  iiniinélriqur  sur  1rs  surfaces  '-'.  —  Si  nii  poinl  A  ,  pris  sur  un 
a\(>  commun  à  un  syslème  de  surfaces  homofocalcs  du  second  ordre, 
est  le  sommet-  de  cônes  circonscrits  aux  surfaces,  les  courbes  de 
conlacl  son!  sur  une  cerlaine  surface  S,.  Chaque  point  d'un  autre 
axe  domie  pareillement  une  surface  Sj;  et  chaque  point  du  troisième 
axe,  une  suilace  S-,.  On  a  ainsi  trois  séries  de  surfaces.  M.  Picart 
démontre,  pai'  de  sinq)les  considérations  de  Géométrie,  diverses  pro- 
posilions,  parmi  lesquelles  se  distinguent  ces  deux-ci  : 

i"  l  nr  surjuce  d'une  série  coupe  eliiKjve  surface  d'une  autre  série  sui- 
raiil  un  cercle. 

•y"  Les  trois  séries  forment  un  sijslème  triple  de  surfaces  ortliogo- 
II  II! es. 

Ce  système  triple  a  été  découvert,  comme  le  dit  M.  Picart,  pai- 
M.  W.  l'ioberts,  dans  un  fori-  beau  travail:  Sur  quelques  si/sièmes  de 
surfaces  ortliinninales  idileirus  par  la  métliode  des  coordonnées  elliplt- 
(jues^^K  Toutefois  la  métliode  géométrique  a  ici  l'avantage  de  dé- 
duire directement  ce  système  des  propriétés  les  plus  simples  des 
surlaces  du  second  ordre. 

i^M>.  Dans  un  iVIémoii'e  intitulé  :  Solution  p/'ométrique  d'un  problème 
d'aiiiili/se  qui  se  présente  dans  la  qurstinn  des  lipnes  isothermes  perma- 
nentes^''',  M.  Picai't  démontre  quelques  propriétés  de  certains  sys- 
tèmes de  sni'facps  et  de  leurs  lignes  d'intersection. 

'''   Nniirrlli'x   \iiHid(s  ili'  Miilln'imiliiitws,  "'    (loiiiph'S    irmliis.     I.     1,111,     icSCii. 

t.  m,  isc./i.  p.  ;•,:;•,.  |).  .s/io  ,.17:1/1. 

'*'   ISoiivclIcx  Aniialrs  (II'  MiilIti'iiKdHiues.  '*'   Aiiiiiilrs  sriciitifKjKcs  de  l'Ecole  Nov- 

•>:  sério.  t.  IV  .  j).  (io-IH")  cl  ()7-i()7.  )//"/(  .siijin-leiirr.  (.  111.  i  S(l(l,  p.  .'i.i()-:!  1  9. 
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Nouvelle  théorie  du  déphcemenl  conlimi  d'un  corps  solide  (''.  —  L'au-    18G7. 
tcur,  en  partant  des  formules  générales  qui  expriment  les  figures 
homographiques  dans  l'espace,  établit  les  formules  du  déplacement 
d'un  point  quelconque  du  corps;  il  en  conclut  l'axe  instantané  de 
rotation. 

Puis  il  considère  le  corps  dans  un  second  déplacement  infiniment 
petit,  et  calcule  l'accéléi'ation  éprouvée  par  chaque  point.  Il  établit 
ainsi  quelques  résultats  relatifs  aux  deux  axes  instantanés  de  rota- 
tion consécutifs,  aux  rotations  autour  de  ces  axes,  et  aux  glisse- 
ments dans  leur  sens. 

M.  Résal  avait  déjà  traité  quelques  questions  semldables  dans 
son  Mémoire  inséré  au  xxxvii"  cahier  du  Journnl  de  l'Iùolr  Pohj- 
terhnkjue,  et  dans  son  Traité  de  Cinémalirpie. 

XVIl.    —     M.    l'.ERCH. 

Les  travaux  de  M.  Reech,  Téminent  directeur  de  l'Elcole  d'ap- 
plication du  génie  maritime,  se  rapportent  aux  Jifférentos  parties 
de  la  Mécanique  théorique  et  pratique,  notamment  à  la  théorie 
mécanique  de  la  chaleur.  Mais  parfois  il  s'est  trouvé  conduit  à 
quelques  recherches  qui  se  rattachent  à  la  Géométrie. 

C'est  ainsi  que  la  théorie  de  lai  stabilité  des  corps  llottants  lui  a  1808. 
fourni  la  démonstration  d'une  propriété  générale  des  su rfnres  fermées  ^-K 
Il  s'agit  des  normales  à  la  surface  lieu  des  centres  de  carène  du  corps 
flottant.  M.  Reech  range  les  normales  qu'on  peut  mener  par  un  point 
à  une  surface  fermée  en  trois  groupes  :  les  unes  sont  des  maxinia 
par  rapport  à  tous  les  rayons  vecteurs  qu'on  peut  mener  aux  points 
de  la  surface  iidhiiment  voisins  du  pied  de  la  normale;  d'autres 
sont  des  niinima  par  )'a])port  à  tous  les  rayons  vecteurs  infiniment 
voisins;  et  enfin  d'autres  sont  des  maxima  par  rapport  à  tous  les 
rayons  vecteurs  infiniment  voisins  dans  deux  angles  dièihcs  o|)posés, 

'''   Nouvelles  Annales  de  Malhcmul'Kjues ,  '"'  Jmirnnl   de    l'Iù-ole    Polijlechnique , 

•).'  série.  I.  VI.  p.  i58-iG8.  wwii'  twh'wv.  i8r>.S.  p.   ifig-iyS. 
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(>t  (les  iiiinitna  ]);ir  rapporl  ;i  Ions  les  r.Tyoïis  vecl(\iii"s  iMlininioiil 
voisins  dans  les  anjjlcs  dièdres  snj)|)lémeiilaires. 

Les  pieds  des  normales  maxinia  on  miiiinia  (iIisdJhs  sont  l(>s  points 
de  eontacl  de  la  snrfare  et  des  splières  décrites  du  point  d'où  Ton 
ahaisse  les  normales;  el  les  jiieds  des  normales  de  la  troisième 
classe  sont  les  points  dans  lesqnels  les  S])lières  tangi^ntes  à  la  sur- 
face la  conpent  chacune  suivant  une  courbe  dont  le  point  de  con- 
tact est  nn  point  double. 

M.  lîeccli  n'entend  ici  que  les  normales  jmmhJcs,  c'est-à-dire 
réellen,  faisant  ainsi  abstraction  des  normales  iiiui^riiiaires.  Il  admet 
(pie  leur  nond)i'e  N  est  pair;  et,  appelant  1  le  nondire  des  nor- 
males niaxima,  S  celui  des  normales  minima,  et  M  le  nombre  des 
normales  de  la  troisième  classe ,  il  obtient  les  relations 

1  +  S  =  ^+,.       M  =  ^-,. 

Par  exemple,  pour  I  ellipsoïde  le  nombre  tliéoiiipie  des  nor- 
males est  six  :  si  le  point  donné  est  situé  dans  l'intérieur  de  lel- 
lipsoïd(;,  le  nondjre  des  normales  possibles  pourra  être  six  ou 
quatre;  et  l'on  a  dans  ces  deux  cas 

I  +  S=r, +  1=^1,        M  =  3-i  =  .'?, 
et 

I  +  S  =  ;!  +  1  =  3  ,         M  =  o  —  I  =  1  ; 

et  si  le  point  est  extérieur,  il  n'existe  que  deux  normales /jo,s,s//>/cs, 
et  l'on  a 

1-1-8  =  1  +  1  =  9.        M=i  —  i=o. 

(l'est  à  la  tliéorie  de  la  stabilité  des  corps  flottants  que  M.  Reecli 
ap|>li(pie  ses  formules,  qui  expriment  alors  les  lois  suivantes  : 

Le  uondire  total  N  des  positions  d'équilibre  d'un  flotteur  est  pair. 

I.a  somme  des  positions  d'écpiilibre  qui  doivent  être  considérées 
comme  ahsolument  stables  et  absolument  instables  est--}-  i  • 

I.a  somme  des  jiosilious  d  (''(juilibre  mixte  est i  • 
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Théorie  de  la  conrbure  des  liifiies  orthogonales '^^\  —  M.  Reech  se    i865. 
sei't,  pour  définir  une  courbe,  de  la  relation  p  =  f{6)  euLre  le  rayon 
de  courbure  p  en  un  point,  et  l'angle  6  rpie  la  tangente,  ou  l'élé- 
ment de  la  courbe,  l'ait  avec  l'axe  des  x.  De  la  sorte  un  système  de 
courbes  sera  représenté  par  l'équation 

p=/(0,a), 

a  étant  un  paramètre  variable;  et  deux  systèmes  de  courbes  ortbo- 
gonales,  par  deux  éc[uations 

p,=f{6,.ci,), 

ôi  et  Ôo  étant  liés  par  la  relation  d..=  6i-\ 

L'analyse  de  M.  Reech  le  conduit  à  la  formule 

d^     d-^ 

-7^  +  -7^  +  A  +  ^,  =  o, 
as,        (/*,       p;      p: 

découverte,  comme  il  le  dit,  par  M.  Lamé  '-*. 

XVIII.  —    M.    i\ÉSAL. 

Dans  un  Mémoire  sur  les  propriétés  géométriques  du  mouvement  iSûS 
le  plus  général  d'un  corps  solide''^\  M.  Résal  considère  deux  mouve- 
ments infiniment  petits  consécutifs  du  corps,  ainsi  que  MM.  Transon 
et  Bresse  l'ont  déjà  fait  pour  le  déplacement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan.  Il  obtient  un  grand  nombre  de  résultats  où  entrent 
principalement  les  vitesses  et  les  accélérations  des  divers  points  du 

'■  Journal    de    l'Ecole    Polylccliiiitpii' .  ciilciil  iiik'ffral  (p.  ^hi>),m{U-\iendauiiiici\l 

XLi"  cahier,  i8()5,  p.  aoi-ao8.  de  la   tlénionstratioii  analytique  propre 

'^'  Leçons  sur  les  coordoiiHccs  cumligiics  au  sujet,  une  dénioiistralion  j[ik)ni('ti'i(jue 

et  leurs  divei'ses  applications  ;  i  vol.  in-8°,  qui  jette  du  jour  sur  l'origine  et  la  sijjni- 

i8.')().  (Voir  p.  85.)  (ication  de  cette  relation. 

.M.  liertrand,  à  raison   de  la  grande  '•'''>  Journal    de   l'Ecole    Polytechnique, 

inq)ortauce  de  cette  roruiule,cna  donné,  xxxvn"  caliier,  i858,  p.  22G-271. 

dans  son  Traité  de  calcul  différentiel  et  de  •     -, 
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(:()r|is.  Il  ;i|i|ili(|ii('  plusieurs  de  ces  résultats  j;éii(''raii\  aii\  courbes 
s|)li('ii(|n<'s  et  à  la  tlH''()rie  (les  cujfrenafjes  coiii(|ues. 

On  (listiujfuo  daiis  ce  travail  iiiipoitaut  et  fort  étendu  ce  triple  pro- 
blème, relatif  au  inouvciueiil  d'une  lijjure  de  forme  invariable  dont 
deux  ])oints  glissent  sur  deux  courbes  fixes,  et  un  troisième  sur  une 
siM'face  :  Coniilnnre  la  limijeiile,  le  rayon  de  roiirbnre  et  Je  plan  oscula- 
Iciir  (le  laroiifhe  décrite  dans  l'espace  par  un  qaairièvte  point  de  la  figure. 

Ce  Mémoire  de  M.  Résal  a  été  naturellement  la  base  du  Irès- 
savant  Traité  de  Ciiiéinalifjiie  pure,  publié  ])ar  l'auteur  bientôt  après 
(in-.S-,  i8(i-.!). 

XIX.    M.    HaTON    UK   L\    GoI  l'ILLlÈHE. 

La  plupart  des  recberclies  de  M.  llaton  se  raj)portent  à  la  Mé- 
(■ani(juc  et  à  la  Pbysique  matbématique.  et  quelques-unes  seule- 
ment à  la  Géométi'ie. 

i8r)8.  Dans  mi  Mémoire  svr  les  centres  successifs  de  courbure  des  lignes 
jdanes^'\  M.  llaton  considère  les  développées  successives  d'une  courbe 
donnée  et  détermine  l'ensemble  des  centres  de  courbure  de  ces 
lignes  correspondants  à  un  point  de  la  première.  Il  donne  les  for- 
mules qui  résolvent  la  question  dans  toute  sa  généralité.  Il  trouve 
ipie,  pour  la  spirale  logarillimique ,  la  courbe  clierchéc  est  une  autre 
spirale  l()garillimi(pie  cpii  passe  par  le  point  ])ris  sui'  la  proposée. 

iiSUG.  Dans  une  l\ote  insérée  au  Journal  de  j]lalliéniali(jves^'-\  M.  llaton 
s'est  pi'0j)0sé  de  déterminer  une  courbe  dont  une  podairc  soit  cette  courbe 
même  ou  vue  courbe  semblable.  Il  trouve,  par  une  analyse  élégante, 
(pu  ne  hiisse  lien  à  désirer  et  qui  est  fondée  sur  l'eiiqiloi  des  équa- 
lions  sinudianées  aux  dilférences  nuMées,  que,  dans  le  premier  cas. 
le  cercle  seul  satisfait  à  la  question;  et,  pour  le  second,  la  spirale 
loilttnlliiiiifjue. 

'''  (j'uM(/>/.reH(/.  t.XLVI,|>.  y3o,  yyy. —  '"'  Journal  de  MtitiirmiUiqnes .  y"  série, 

.fimni.de  Matli.  y.'  sér.  (.IV,}).  i«3-i():i         I.  XI,  p.  3-!9-;?3(). 
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Méthodes  (le  Iraiisjurmalion  en  Géométrie  et  en  Physique  mathéma-  18G7. 
tique'"''! .  —  Dans  ce  Mémoire  M.  Haton  s'est  proposé,  non  pas  d'étu- 
dier les  propriétés  de  tel  ou  tel  mode  de  translormalion  des  figures, 
mais  de  déterminer  le  mode  lui-même,  de  manière  à  satisfaire  à 
certaines  conditions  indiquées  d'avance.  Ce  travail  comprend  deux 
parties.  Dans  la  première,  l'auteur  considère  les  figures  à  deux 
dimensions,  qu'il  suppose  rapportées  à  des  coordonnées  isothermes 
quelconques.  Il  indique  d'abord  ce  qu'il  nomme  la  transformation 
linéaire,  qui  jouit  de  propriétés  spéciales;  puis  il  étudie  la  trans- 
formation générale,  qui  est  définie  par  la  condition  de  conserver  les 
angles.  C'est,  comme  on  voit,  le  problème  de  Lambert,  l'ésolu  par 
Lagrange  dans  le  cas  de  la  sphère,  plus  tard  par  Gauss  d'une  ma- 
nière tout  à  fait  générale ,  et ,  dans  ces  derniers  temps ,  par  MM.  Lion- 
ville '-'  et  0.  Bonnet'^'.  M.  Haton  ajoute  des  détails  intéressants  à 
ce  (]ue  l'on  connaissait  sur  ce  sujet.  La  seconde  partie  est  consacrée 
aux  figures  à  trois  dimensions.  On  y  remarque  une  démonstration 
nouvelle  et  fort  simple  de  ce  beau  théorème  de  M.  Liouville  :  Le 
procédé  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  est, 
avec  l'homotliétie  ordinaire,  le  seul  qui  conserve  la  similitude  in- 
finitésimale des  figures  à  trois  dimensions. 

M.  Haton  y  ajoute  une  propriété  analogue  et  entièrement  nou- 
velle :  elle  consiste  en  ce  que  ces  modes  de  déformation  sont  en 
même  tenqis  les  seuls  capables  de  conserver  la  similitude  IJier- 
mique  infinitésimale  des  solides  à  trois  dimensions  en  équilibre  de 
température. 

M.  Haton  a  donné,  dans  plusieurs  Mémoires  successifs'",  une 
grande  extension  à  la  théorie  des  courbes  isothermes  et  des  réseaux 
de  coordonnées  curvilignes  fournis  par  la  considération  des  poten- 
tiels cylindriques. 

'■'  Journal   de    l'Ecole    Polytechnique,  '■^'i  Sur  la  théorie  mathêmalique  dcn  caries 

xi.ii"  cahier,  1867,  p.  )53-ao/i.  géographiques^  Ihfec  crastronoinic,  iS.^-t. 

'''  IN'ote  V  (I(>   la  nouvelle  édition   do  '"'  Journal    de    l'Ecole    Polijlcchni'iue , 

\'Àpplication  de  l'An,  à  la  (iéom.  dcMongi'.  wwin'  (îiliicr.  iSdi,  |).  ifi-ii-!. 
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Nous  roiicoiiti'oiis  encore,  sur  les  limites  <le  la  Géométrie  et  de 
la  Mécaui(|ue,  la  tlièse  publiée  par  M.  Haton  sous  le  titre  de  Théorie 
nouvelle  de  la  Géométrie  des  jwj.sses'''.  L'auteur  \  envisage  les  intégrales 
de  la  l'orme  f.rijdm  analogues  à  celles  des  moments  d'inertie,  et 
douées,  comme  ces  dernières,  de  propriétés  extrêmement  nom- 
l)reuses  ci,  élégantes,  (ju'il  serait  impossible  de  résumer  ici. 

Enlin,  dans  une  Note  relative  à  la  théoi'i(^  des  courbes  rou- 
lantes'-',  M.  Ilaton  a  donné,  sous  la  (orme  la  plus  générale,  une 
li^ansformation  telle,  qu'eu  l'ajtpiiqurint  à  deux  courbes  capables 
de  s(;  conduire  par  simple  roulement  lorsqu'elles  tournent  sur 
deux  points  lixcs,  on  obtienne  deux  nouveaux  prolils  jouissant  de 
!a  même  propi'iélé. 

XX.  M.    COMBESCURK. 

M.  Condiescure,  après  s'être  occupé  d'abord  de  Mécanique  dans 
[dusieurs  articles  intéressants  concernant  le  mouvement  d'un  point 
siii' une  sphère  (publiés  aux  Etats-Unis),  ]mis  de  diverses  questions 
d'Analyse  pure  ou  appliquée  à  la  Mécanique,  est  entré  dans  le  do- 
maine de  la  Géométrie. 

Dans  une  ISole  sur  les  liijnes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes^^\ 
M.  Cond)escure  a  introduit  deux  variables,  ou  coordoimées,  dont  on 
n'avait  point  encore  fait  usage  avant  lui,  le  carié  du  rayon  vecteur 
et  le  carré  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan 
tangent.  Ces  éléments  le  conduisent  à  une  équation  dillerentielle 
des  ligues  de  courbui'e  ti'ès-symélrique  et  élégante.  Cette  équation 
confirme  immédiatement  la  rectification  d'une  inexactitude  signalée 
|)ar  M.  Berirand  '*',  et  l'ait  connaître  le  cas  particulier  où  une  surface 
(lé\elo|)pable  circonscrite  à  la  surface  des  ondes  et  à  une  sphère 
concentriipie  [)ciit  avoir  pour  courbe  de  contact  avec  la  surface  une 

"   ■hiiiniiil    lia    l'Ecole    l'o/ijt(rl(iii(iiir .  Aiiiiall  ili    Mulcmatlcii ,   etc.  lionie, 

wwn    cnliirr,  i8r)8.  p.  :][^-r^^.\.  ,>^:,i).  I.  II.  |i.  o, 7 S-! 8 .'') .  — '*'   Tow/z/cv 

-■i    .l:n,li>il  ,lr-<    1 //»,■»• ,  i\'  timr .   t.  \  .  nnihi.s  ,lr  l'An,,!.   I.  \I.VI1.  |S.-,8.  n.HlT. 
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ligne  de  courbure.  La  même  équation  fournit  une  construction  géo- 
métrique assez  simple  de  la  direction  des  sections  principales  en 
chaque  point  de  la  surface. 

Sur  quelques  problèmes  relatifs  aux  surfaces  régle'es'^^K  — -  L'objet  i863. 
principal  de  ce  travail  est  la  solution  du  problème  suivant  :  Déter- 
miner  les  surfaces  développables  qui  passent  par  une  courbe  donnée  et 
dont  les  génératrices  coupent  cette  courbe  sous  un  angle  donné,  constant 
ou  variable,  suivant  une  loi  quelconque.  Ce  problème  peut  être  résolu 
de  dilTérentes  manières.  La  solution  de  l'auteur  est  élégante  et 
simple  :  elle  ramène  la  question  à  l'intégration  d'une  équation  de 
lîernoulli.  Cette  équation  s'intègre  dans  trois  cas  particuliers  : 
1°  lorsque  la  courbe  donnée  est  plane  ;  2"  lorsque  les  génératrices 
des  surfaces  développables  cherchées  coupent  sous  un  angle  droit 
la  courbe  donnée,  auquel  cas  les  arêtes  de  rebroussement  des  sur- 
faces développables  sont  les  développées  de  la  courbe  ;  3°  lorsque 
les  génératrices  coupent  la  directrice  sous  un  angle  dont  la  tan- 
gente est  proportionnelle  à  celle  de  l'angle  sous  lequel  la  directrice 
est  coupée  par  ses  droites  rectifiantes. 

On  trouve  encore  dans  le  Mémoire  de  M.  Combescure  la  solution 
de  ce  problème  :  Faire  passer  par  une  courbe  donnée  une  surface  déve- 
loppable  qui  soit  tangente,  le  long  de  son  arête  de  rebroussement,  à  un 
ellipsoïde  donné. 

Ce  second  problème  dépend,  comme  le  pi'emier,  de  l'intégration 
d'une  équation  de  Bernoulli. 

Sur  un  triple  sijstèmepariiculier  dcsuifares  orthogonales  '-'.  —  M.  Coni-    i8C3. 
bescure  se  propose  de  déterminer  un  système  triple  de  surfaces 
orthogonales  dont  fasse  partie  la  série  de  surfaces  représentées  par 
l'éfpiation  j.-"'y"2''  =  y.   Ce  système  avait  déjà   été  considéré  ])ar 
M.  J.  A.  S(;rrel,  sans  <pn;  M.  Combescure  eu  eut  comiaissance.  Il 

<'    .hmniiilAi'  C.vi'W,'.  (.  lAll,  |).  17/1-  <■')   Ainuili  di   Mataimlira .  I.  V.   iSC.'i, 

187.  p.  39-,")  1. 
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coni|)i(!iiLl  (•oiiiiiH'  cas  particulier  le  système  dans  lequel  les  sur- 
l'aces  de  la  première  série  sont  le  lieu  des  points  dont  la  somme 
des  distances  aux  deux  côtés  d'un  an<;le  droit  est  constante;  les  sur- 
faces de  la  seconde  série  sont  le  lieu  des  points  dont  la  dillerence 
des  mêmes  distances  est  constante;  et  celles  de  la  troisième  série 
sont  des  paraboloïdes  hyperboliques  qui  passent  par  les  deux  cotés 
de  l'angle. 

M.  Combescurc  discute  et  lait  connaître,  au  moyen  dune  ligure, 
la  forme  des  surfaces  des  trois  séries,  et  doiuie  ensuite  l'expression 
de  leurs  rayons  de  courbure  principaux. 

Sur  le  déplacement  d'une  courbe  invan'abJe  de  forme,  qui  reste  tangente 
à  une  courbe  JiJce^^K  —  Ce  Mémoire,  qui  ne  se  rattache  à  la  Géo- 
métrie que  par  le  titre,  est  une  étude  sur  le  mouvement  d'un  corps 
solide,  dans  laquelle  entre  toujours  le  temps  comme  élément  prin- 
cipal. Nous  nous  bornerons  donc  à  indiquer  le  point  de  vue  général 
de  l'auteur  dans  ce  travail  important.  Il  considère  deux  courbes, 
l'une  C  ra[)portée  à  trois  axes  rectangulaires  fixes,  l'autre  G'  liée 
invariablement  à  trois  axes  mobdes.  Il  imagine  deux  points  maté- 
riels M,  M,  parcourant  respectivement  ces  courbes  avec  des  vitesses 
connues  c,  Vi;  et  ])Our  régler  complètement  le  mouvement  des 
axes  mobiles,  il  admet  trois  conditions  :  i"  qu'à  chaque  instant  les 
points  M,  Ml  couicident;  2°  que  les  trajectoires  respectives  C,  Ci 
se  touchent  en  ce  point;  3°  que  les  plans  osculateurs  de  ces  deux 
courbes  font,  en  chaque  point  de  contact,  un  angle  dont  la  loi  est 
donnée. 

La  question  ainsi  posée  comprend,  indépendamment  des  vitesses 
connues  v,  i',,  quati'e  groupes  de  quantités:  1°  les  coordonnées 
absolues  de  l'origine  des  axes  mobiles;  -i"  les  coordonnées  absolues 
du  point  M;  3°  les  coordonnées  relatives  du  même  point;  h"  les 
cosinus  de  direction  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes. 

'"   .loiiniiil  lie  ]liillirma/iqi(cs  i\i'  (WeWi'.  I.  lAlIl.  |).  ;>;îo-3F)(). 
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En  prenant  pour  tlonnées  les  quantités  qui  entrent  dans  deux  quel- 
conques de  ces  groupes,  on  détermine  celles  des  autres  groupes. 
L'auteur  remplace  la  loi  de  l'angle  des  plans  osculateurs  par  cer- 
taines autres  conditions.  De  là  une  série  de  problèmes  qu  d  résout 
complètement. 

Nous  signalerons  dans  ce  travail  de  M.  Gombescure  la  solution 
d'un  problème  intéressant  de  Mécanique,  ayant  pour  but  la  déter- 
mination des  cosinus  de  direction  de  trois  axes  rectangulaires  liés 
à  un  corps  solide,  quand  on  connaît  eu  fonction  du  temps  les  trois 
composantes  de  la  vitesse  instantanée  de  rotation. 

Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes ''^'' .  —  Ce  Mémoire,  pré-    i864. 
sente  à  l'Académie  des  sciences  en  i86û,  a  paru  en  1867  dans 
les  Aimales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  sous  ce  titre 
plus  complet  :  iSMr  les  déterminants  fonctionnels  et  les  coordonnées  cur- 


L'objet  principal  de  ce  travail  est  la  généralisation  de  la  belle 
théorie  créée  par  M.  Lamé,  t^ue  l'auteur  étend  au  cas  général  des 
coordonnées  curvilignes  oldiques.  On  y  trouve  de  nombreux  résul- 
tats qui  sont  d'une  importance  capitale  dans  la  Géométrie  des  sur- 
faces. Quelques-uns  étaient  déjà  publiés,  sans  que  M.  Gombescure 
en  eût  connaissance.  Ge  sont  les  formules  sur  lesquelles  M.  Godazzi 
a  fondé  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  don- 
née, et  celles  que  M.  Ossian  Bonnet  a  fait  connaître  pour  la  déter- 
mination des  systèmes  orthogonaux. 

Dans  un  paragraphe  particulier  l'auteur  intègre  les  équations 
qui  délinissent  les  systèmes  orthogonaux,  dans  le  cas  où  toutes  les 
surfaces  de  ces  systèmes  sont  isothermes;  et,  par  une  analyse  plus 
simple  que  celle  de  M.  Lamé,  il  arrive  aux  résultats  de  l'illustre 
géomètre.  Mais,  ce  (jui  est  ])lus  inq)ortant,  il  généralise  la  question 

'''  Prc'sontd  à  rAeadémie,  siiance  ilu  'io  mai  i8G/t.  (Comptes  remlits  de  l' Académie  des 
.scienccx,  t.  LVIIl,  p.  1001.  —  Aimaleii  scientifiiiucx  de  l'Ecole  Normale  .supirieure, 
t.  IV,  1SG7.  |).  y3-i:jl.) 
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en  iiioiiliiiiil,  (jiic,  l(»is(jii'oM  comiaîL  un  syslèiiic  orlliojfoiml  parli- 
ciilier,  on  ])eiil  en  ([('dnirr  ilaulres  syslèines,  dans  rc.\])ression 
(l('S(|uels  cnti'cnl  trois  fonctions  arl)itraires. 

Un  caractère!  d'ori;;inalitc  cl  d'éléjjance  disliiignc  ce  travail, 
connnç  tout  ce  (|no  Ton  doit  à  M.  (loniljcscure. 

XXI.   M.    L'AIIBK    AousT. 

Les  travaux  de  M.  l'al)bé  Aoust  se  ra})portent  presque  tous  à  la 
Géométrie,  particulièrement  à  la  théorie  îles  surfaces;  ils  se  com- 
posent de  nombreux  articles  insérés  dans  les  Cuiiiples  rcnduH  de 
i8r)f|.  IWcudéinir  et  dans  les  journaux  de  Matliématiques.  Nous  citerons 
d'abord  deux  Mémoires  étendus,  l'un  de  iSoi),  sur  les  coordonnées 
curvilignes  phuies^''' ,  et  l'autre  de  i8()'j,  sur  les  coordonnées  curvi- 
lignes dans  l'espacc^'^.  Ce  qui  distingue  ces  deux  séries  de  recberclies, 
c'est  que  l'auteur  y  remplace  les  calculs,  presque  toujours  très- 
conq)liqués,  par  des  considérations  infinitésimales  d'une  grande 
sinq)licité,  et  j)arvient  par  ces  considérations  directes  à  des  formules 
de  coordonnées  oblicjues  qui  sont  des  généralisations  simples  et 
remarquables  de  celles  que  l'on  connaissait  dans  le  cas  des  coor- 
données orthogonales.  jNous  signalerons  en  particulier  dans  le  se- 
cond Mémoire  l'heureux  emploi  d'un  élément  nouveau,  ([ue  l'auteur 
nomme  courbure  gcodésiqne  inclinée. 

Quoique  les  coordonnées  curvilignes  obliques  ne  soient  pas,  en 
laison  de  Icui'  ccnnphcalion,  destinées  à  jouer  un  graïul  rôle  dans 
les  applicalions,  les  recherches  de  M.  l'abbé  Aoust  comblent  une 
lacinu^  importante,  et  à  ce  ])oint  de  vue  elles  sont  dignes  de  la  plus 
sérieuse  alienlion. 

Les  articles  suivants  se  rappoi'tent  aux  lignes  de  courbure  et  aux 
lignes  géodési(|ues  des  surfaces  du  second  ordre. 

('iimplr.s  rcinlii.s-  de  l'Acddanic  des  sciences,  t.  Xl.VllI,  1859,  J).  S/i-j  ,  (H  l.  I^IV, 
iHi;.,.  [I.  ^(h. —  .Idurniil  t\v  (;i-t'll(?,  t.  l.VlIi.  j).  ;î5!!-;i(J8.  —  '-'.l»»»/;  di  Malemalicci. 
I.  VI,  iSC'i,  |,.  (i.r.-H;. 
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Sur  une  propriété  des  lignes  de  courhiire  de  l'ellipsoïde  ^^K  —  L'an-    1859. 
teiir  démonire  ce  théoi'ème  :  Par  une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde 
passent  trois  surfaces  du  second  ordre  de  révolution,  dont  les  axes  de 
révolution  sont  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde. 

H  conclul  de  là  cerlaincs  propriétés,  données  déjà  par  M.  Valson 
dans  sa  thèse  de  doctorat,  et  trouvées  aussi  depuis  par  M.  Heiler- 
mann,  de  Coblentz,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment. 

Sur  une  forme  de  l'équation  de  la  ligne  géodésicpie  ellipsoïdale,  et  de 
ses  usages  pour  trouver  les  propriétés  communes  aux  lignes  ellipsoïdales 
et  à  des  courbes  planes  correspondantes  ^'-\  —  L'auteur,  en  partant  des 
propriétés  relatives  aux  sphères  focales,  transforme  l'équation  de  la 
ligne  géodésique  de  M.  Liouville  en  celle-ci  : 

/ipi'f  =  T-+ T^—  r:>T  t'  COS  0, 

dans  laquelle  t,  t'  sont  les  longueurs  des  tangentes  menées  d'un 
point  de  l'ellipsoïde  aux  deux  sphères  focales,  et  6  est  l'angle  des 
deux  lignes  géodésiques  menées  du  même  point  à  la  ligne  de  cour- 
bure (f-i),  c'est-à-dire  à  la  ligne  de  courbure  intersection  de  l'ol- 
lipsoïde  et  de  l'hyperboloïde  homofocal  dont  le  demi-grand  axe  / 

est  fX]. 

Ensuite  il  établit  une  certaine  correspondance  entre  les  courbes 
tracées  sur  l'ellipsoïde  et  des  courbes  planes. 

Dans  une  Note  sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second    18G0. 
ordre^^',  M.  l'abbé  Aoust  applique  ces  considérations  à  la  détermi- 
nation des  centres  de  courbure  des'  lignes  tracées  sur  l'ellipsoïde. 

Deux  autres  articles  se  rapportent  au  même  sujet,  savoir:  Des-    iSC.i. 
cription  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre ^^^;  et  Des    iSùi. 

'■'    Comptes  rendus ,  L   W.WU.  iSoç),  '^'   Cww/j/rsjTiK/M.v.  1. 1,1.  iSfio,  p.  fi'io- 

p.  886-888.                                       "  Gli-2. 

"'   ('.(Duplex  veiiiliis,     I.     E,     |i.     /iS/i-  ''''    dnmplex    rendiix  .     I.     1.11.     iSCii. 

W().  |l.    I  |.")U-1  i.').l. 
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siirfarrs  du  sccoihI  ordre  donlilnnrnt  laiigcnlrs,  m  leurs  ovibilics,  à  deux 

xplièrcs  r/jah's''". 

i8();i.  I);iiis  une  !\olc  sur  la  courhure  des  snrfaccs^-^  M.  l'abbé  Aoust 
calcule  rcxpressioii  de  la  courbure  des  sections  planes  d'une  surface 
en  lonclion  des  courbures  d'un  système  de  cour])es  coordonnées 
obliques,  et  de  l(>urs  courbures  inclinées,  dont  la  notion  a  été  intro- 
duile  |)our  la  première  fois  dans  son  Mémoire  de  i85(). 

(Juel(jucs-unes  des  recberclies  de  M.  l'abbé  Aoust  paraissent 
prend l'e  leur  point  de  départ  dans  un  Mémoire  sui'  les  Irajecloires  (jui 
coupent  sous  un  angle  constant  les  courbes  méridiennes  des  surfaces  de 
révolution,  (ju'il  a  fait  paraître  en  18/1(1,  dans  le  Journal  de  Matlié- 
nialiijucs  de  M.  Liouvilb»  (^'. 

La  rapide  analyse  que  l'on  vient  de  lire  montre  que  le  zélé  et 
savant  professeur  de  la  Faculté  de  Marseille  a  porté  avec  succès 
ses  investifjations  sur  les  dillérenles  parties  de  la  Géométrie  des 
surfaces. 

XXII.  —  M.  MoiTARn. 

I  SOo.  Détermination  du  degré  de  Técfuation  de  certaines  surfaces  enveloppes  '"'. 
—  Les  résultats  j)rincipaux  de  ce  travail  sont  les  deux  tbéorèmes 
suivants  : 

Iai  surface  enveloppe  de  toutes  les  sirrfaces  de  degré  1,  dont  les  coejfi- 
cienls  sont  des  fondions  de  degré  m  de  trois  paramètres  variables  liés 
entre  eux  par  deux  relations,  l'une  de  degré  n,  T autre  de  degré  \),  est  eu 
général  d'un  ordre  marqué  pur 

bip  (ani  +  n  +  p-  /i). 

La  snrftce  enveloppe  de  toutes  les  surfaces  de  degré  1 .  dont  li's  coejji- 
cients  sont  des  jonctions  de  degré  m  de  trois  paramètres  arbitraires  liés 

'■'^  Compirs    irmiii.t  .    I.    LIV.     i8C.a.  ''  T.  XI,  p.  iSi-i  ()a. 

|).  7Go-'7()-y.  Cl   Nourelles  Annales  (le  Miillii'iiitiliqiir.i, 

-    //./,/.  t.  lAII.  iS(;:i,  |).  -m;-.!),,.  I.  XIX,  [).  58-(iC.. 
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enlre  eux  par  une  relation  vmqite  de  degré  ii,  est  en  général  d'un  ordre 
marqué  par 

lu  [(a-  i)-+2  (ii-i)  (m-i)  +3  (m-  i)-]. 

Ces  deux  théorèmes  sont  susceptibles  d'applications  importantes 
dans  la  théorie  des  surfaces,  oii  ils  permettent  d'introduire  des 
théorèmes  analogues  à  des  propriétés  énoncées  pour  les  courbes, 
notannneul  dans  un  beau  Mémoire  de  Steiner'"'. 

Pour  arriver  à  ses  deux  théorèmes  principaux,  M.  Moutard  dé- 
montre d'abord  quelques  autres  résultats  relatifs  à  la  théorie  de 
l'élimination,  dont  nous  énoncerons  les  deux  suivants,  que  M.  Sal- 
mon  a  cités  et  introduits  dans  son  excellent  Traité  de  Géométrie  à 
trois  dimensions'-'  : 

Le  lieu  d'un  point  dont  les  plans  harmoniques  relatifs  à  qnatre  sur- 
faces d'ordre  1,  m,  n,  p  passent  par  un.  même  point  est  une  surface 
d'ordre 

(l+m  +  n  +  p-6). 

L'équation  de  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coefficients  des 
équations  de  deux  surfaces  d'ordre  1  et  d'ordre  m,  pour  que  ces  surfaces 
soient  tangentes  entre  elles ,  est  du  degré 

1(1-+  alm  +  3m-  -  /il  -  8m  +  (\) 

par  rapport  aux  coefficients  de  la  seconde,  et  du  degré 

m  (m'-+  alni  +  31'-—  km  —  81  -f  6 ) 

par  rapport  aux  coefficients  de  la  première. 

Note  sur  la  Iransformattoii  par  rayons  vecteurs  réciproques  '^'.  —  l^a    i8G/i. 
transformée  par  rayons  vecteurs  récipnxpies  dune  surface  d'ordre 

'■'  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de  '"'  Bulktin    de   la  Société  philomnlhi- 

ISerlin  ie  lo  août  i868,  reproduit  daus  le  qvc,  séance  du  li  février  i864,  p.  65- 

./o«rnn/de  M.  Liouvijje,  l.  XVIII,  p.  809.  08.  —   Xouvelles  Annales  de  Mulliéma- 

^'   Voir  ciiap.    xv.    (icnenil  Tlicory   nf  luiues ,  •}.'  série,   t.    III,    i8t)/i,    p.   HoC- 

nwfaccK.  p.  'm  1 .  •'"".)• 
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m  csl,  on  général  d'ordre  -im.  Mais  lorsque  la  surface  d'ordre  m 
passe  par  le  cercle  iinatrinaire  situé  à  l'infini,  ou  ])ien  quand  le 
pôle  de  Iransformation  est  situé  sur  la  surface,  la  transformée  n'est 
plus  (["oidre  •.im. 

Son  ordre  est  diminué  en  raison  du  degré  de  multiplicité  q  du 
ceirle  de  l'infini  sur  la  sui'face  ])roposée,  et  du  degré  de  nudlipli- 
cité  p  du  ]jùle  sur  la  surface. 

(Jue  Ion  appelle  m,'  l'ordre  de  la  transformée,  q'  le  degré  de 
multiplicité  du  cei'cle  de  l'infini  sur  cette  surface,  dp'  le  degré  de 
multiplicité  du  pôle  sur  la  môme  surface,  M.  Moutard  trouve  les 
expressions  suivantes  de  ces  trois  nombres,  qui  définissent  la  Irans- 
formée  : 

m'  =  9.)i)  —p—  •?.(],  ■ 

p'  =  m  —!>(/, 

q'  —  m  —  p  —  q. 

Lorsque  |)+ 2(/ =  m,  la  transformation  n'altère  ni  l'ordre  de  la 
surface,  ni  le  degré  de  multiplicité  du  cercle  de  l'infini,  ni  celui  du 

])Ôl('. 

(Certaines  surfaces  jouissent  de  la  propriété  de  se  transformer 
exactement  en  elles-mêmes,  pour  un  choix  convenable  du  jtôle  et 
du  paramètre  de  transformation. 

M.  Moutard  appelle  ces  surfaces  anulJagmaliqiws.  Le  pôb'  de 
transformation  est  dit  pdle  prmcipah  et  la  sphère  qui  a  pour  ceulre 
un  ])ôle  ])rincipal,  et  pour  carré  de  son  rayon  le  paramètre  de 
transformation,  est  appelée  xpjihr  priiiripalr. 

M.  Moutard  fait  coiniaflrc  celle  piopriété  très-iuqtortanle  des 
surfaces  analhij[niali(|ues,  (pii  en  constitue  une  nouvelle  défini- 
tion : 

Tdiilf  Hio'jncf  (iiuilldipiuilKjiic  fsl  le  licii  îles  nUcrscclioiis  t^iirrcssuTS 
d'iivr  sjihrrr  (ifisvjfllic  à  <(iiiprr  ortlio<jonaJc»iriit  laïc  splirrc  fixe  [la  xplièrr 
piiiiripalr) .  cl  donl  le  cciilrc  tirrni  inif  svrfnrf  (liir'cinrr  fi.rr. 

Lrs  suiliiccs  du   li<iisièine  orihf  (|ui    ((iiilieiincnl   le  cercle  inia- 
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ijiiiairo  (!(!  i'iiilini,  et  les  surfaces  du  ([ualiièuie  ordre  ([ui  contieniieul 
ce  cercle  comme  ligue  double,  sont,  eu  {5éuérai,  auallagmaliques 
par  rapimi  à  cinq  pôlc><  diJférenU,  (loiil  (rois  au  moins  sont  réels. 

Les  sphères  douhJemenl  langenles  à  une  aiiallaijiaaiiiiitr  du  quatrième 
ordre  la  coupent  suiraiil  deux  cercles'-' 

Sur  1rs  surfaces  anallaonialiques  da  (lualrièuie  ordre  -'.  —  Ce  ti'a- 
vail  l'ait  suite  au  précédent.  L'aiiteui'  appelle  hgnc  focale  d'une  sur- 
l'ace  auallagmatique  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  directrice 
et  de  la  sphère  principale.  Cette  courbe  présente  des  propriétés 
analogues  à  celles  des  lignes  focales  des  surfaces  du  second  ordre. 
Elle  est  le  lieu  des  centres  des  splières  de  rayon  nul,  doublement 
tangentes  à  la  surface  anallaguiatique;  ou,  ce  cpii  revient  au  même, 
elle  est  une  ligne  double  de  la  développable  circonscrite  à  l'aiiallag- 
uiatique  et  au  cercle  imaginaire  de  l'iulini. 

Deux  aiiallaginaliques  cpn  ont  inie  nu'iue  li.one  focale  sont  dites 
liomofocules.  Elles  se  coupent  par[(nit  à  angle  droit,  et  leur  courl)!- 
d  intersection  est  une  ligue  de  couibure  de  chacune  des  surlaces. 

Nous  passons  sur  diverses  propriétés  de  cette  théorie,  pour  ter- 
miner par  ce  remarquable  théorème  :  Les  surfaces  anallagmatiques 
liomofocales  du  quatrième  ordre  forment  un  sqstènie  triplement  oi'llio- 
gonal. 

Ces  beaux  théorèmes  ont  él<'  conuuuuKpics  par  M.  (Jssian  liounet 
à  l'Académie,  dans  sa  séance  du  i"  août  i(S(i/i,  sous  le  lilrc  : 
Lignes  de  courbure  d'une  classe  de  siirluccs  du  ijualrième  ordre'^^K 

''  (]ps    siirl'aros    anallagmatiques    du  Mailiriiiniiipirs.  ■■•."  s(Tii',  t.  III,   [t.  ;>;!(")- 

(|iialrièine  ordi-ft  n'ont  point  tardé  à  iixcr  hài . 

1  attention  defe  géomètres.  M.  W.  K.  Clil-  '    Coinplcs  rendus ,  I.  Ll\,  p.  f.h?». — 

lord ,  notannnenl,  en  a  fait  coniiaîlrc  plu-  l'ai-  uno  CDÏncidruco  imprévue.  M.  Si'rret 

sieurs  propriétés.  (Voir  £'(/Ma(/i»//r(/ 7Vyy/ra.  commuiriquiul  dans  la  uièinc  si-aiicr  un 

sej)tenil)re  i8(j6,  p.  i36.)  M('UKiii-e  d'un  jeune  ('IrM'  de  I  Ivuli^  N(ji- 

'''  Bulletin  de  la  Sociélé  pliiliiinalliiiiiir  ,  inale.   M.  Darhiun  .   l'euleruiiuil  1 èiue 

séances  du  3  juillet  et  du  0  août  i8(i/i.  syslènie   triple  de   ^urfiues  iirlIin'Miiiales 

p.  1  1  ()   l'I    I  ■' 1  .  —    \i)iiretlcs  Annotes  il r  du  quatrieiiie  (irdri'.  M.  Sei  rel . 


iSf)',. 


en  auiMil;- 


;i,-,'i  r,Al'l'()l!T  SLi;   I.KS   l'I'.OCIlKS 

i8G'i.  Dans  tmc   \i)lc  iiisrrrc  |);u-  le  <j(''iir'i';il    l'oiicclcl   djuis  le  second 

voliiiiic  (les  Ajipliralioiis  dWiKth/iiC  ri  de  i'icoini-lnc  (18G6,  p.  363). 
Al.  Moiilfird  déiuonlre  ce  lliéoièiiK' sur  le  coiitaft  des  siirlaros  : 

Ijirsijiir  (h'ii.r  xui-facrs  (i)il  en  un  point  \  loi  ronlmi  dr  l'ordre  j).  cllof: 
se  roiipriil,  m  p^énéruL  siiiraiil  mic  liifiir  jrnnclic,  dont  |)4-  t  hrajiclirs, 
réelles  ou  niKi.''! mures,  se  rroisml  en  \.  I  11  plan  fjneirontjne.  contenant 
l'une  des  tnnifcntes  menées  en  A  il  ces  p  +  1  liriinclies,  coupe  les  deux 
siii'faces  siitrnnt  des  coiirlies  dont  le  eontnct  en  A  est  d'iui  ordre  iiiunédta- 
temrnt  supérieur  |)+  1  ;  en/in,  piirnn  tous  les  plans  sécants  qu'on  peut 
mener  par  l'une  de  ces  lan<reiites.  il  en  e,riste  un,  à  saroir,  le  plan  osrn- 
luteiir  de  la  liraiiclie  correspondante,  pour  leiiuel  les  sections  ont  un  con- 
tact d'un  ordre  encore  plus  élevé  p  -\-  ■) . 

(]i' lli(''()rèiii('  donne  lieu  à  plusieurs  corolian'es:  ranleur  l'iionce 
ceux-ci  : 

Si  ,  auloiir  d'une  tanpente  il  uni'  surjace  en  un  point  A  ,  on  jait  tourner 
un  plan,  cl  (jiie  dans  chacune  de  ses  positions  on  construise  la  conuiue 
qui  a  en  A  arec  la  surface  un  contact  du  (quatrième  ordre  :  1"  il  e.nslera 
deux  positions,  réelles  on  rmiip^inaires,  du  plan,  sécant,  pour  lesijueiles  le 
contact  montera  an  cinqiiiènie  ordre;  o."^  l'ensemble  de  toutes  les  coniques 
jinmc  une  surface  du  second  ordre  sunpieuient  osciilatrice  à  la  proposée. 

l'ar  chaque  point  d'une  surjace,  il  est  en  p^énéral  'possible  de  mener 
vinp't-sepi  coniques  aipinl  arec  la  surlace,  en  ce  point .  un  contact  du 
si.riènie  ordre. 

raiil  il.iiis  hi  si'iiiici' siiiviiiilo  (jiK^  Ir  Ira-  (liiii'c  ;  r'\l.  Miiiilard  avnil  (lojà  j)ul)li« 
vail  lie  \1.  I)arli(iii\  lui  avail  ('li'  remis  '-des  ailicli's  Iri's-iiitéressants  sur  les  sur- 
dans  II'  ciiiii's  du  iiKiis  de  juin,  a  ajimU-  '-l'aies  du  i|iialrièiiie  ordre  qui  appar- 
(pie  rciMlaiiii'iiiiril  anniii  des  di'iix  au-  rrtiiMiiu'iit  à  uue  classe  de  surfaces  qu'il 
tti'iirs  n'a  pu  avoir  i-onnaissaiice  du  (l'a-  t  propose  d'appeler  (•(?m//ag'J«rt/)'y«c>ç.  (  Voir 
'■vail  di'  l'aulrr.-^  M.  Darlioux  lui-iiièuie  "journal /7)i.s-(/(«;,  iimaiiSC/i;  —  Naii- 
dil.  il  la  suilc  ili'  son  Mi'uioiri',  insiTe  m ctlcs-  Annales  de  M/alièmatii/lies,  i(S64.) 
dans  les  Aiiiidlr.t  xririUijiqKc.i  (te  t'Ecnti'  r (l'est  en  cherchant  les  lijfnes  de  cnurluM'e 
Anrinnte.  t.  Il,  iS()."i,|),  Cif) .  (pi'il  ne  nliM'es  surfaces  qu'il  a  rencontré  le  sys- 
songe  poini  à  coiili'sli'i'  à  M.  \loulaiil  la  'Irnie  orthogonal."  (Voir  Comptes  rendus 
pi'iorilé.  Va  il  ajoiili'  celte  iilisri'valion  (tes  sennrrs  de  l'Académie  des  sciences, 
sponlaïK'i'.   (MIC    iiou'.   aiinoii-    a    ii'pid-  T'aont  iiSli.'i.') 
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Sur  1(1  surface  de  Sicnicr  "'.  —  M.  Moutard  l'ait  connaître  deux    186,- 

pi"0[)ri»''l(''s  l'oit  simples  de  la  surfarc  de  Sleiiier,  surface  du  f|ualrième 

oïdi'e  (|ue  chaque  plan  lantreut  coupe  suivant  deux  coniques  : 
1"   La  surface  est  le  heu  d'un  jioinl  dont  les  distances  à  quatre  plans 

fixis  ont  entre  leurs  racines  canres  une  relation  lioin(ii>ène  du  premier 

deoré. 

:>."   La  siirjace  est  l'enreloppe  d'un  plan   dont  lis   distances  à  ijuatre 

points  fixes  ont  entre  leurs  valeurs  uirei-ses  une  relation  lioinofrène  du 

premier  degré^'-K 

XXIII.  —  ^\.  Massiei  . 


Dans  une  thèse  de  Mécanique  analvti(|ue,  Sur  les  intép-rules  algé-    if^'ii 


"'  Hiitletin  (le  la  SocicU'  phildiiuUliiqiic . 
I.  II,  1 865,  p.  66. 

■'  Celle  surface  a  occupé  depuis  pou 
(raimécs  plusieurs  géomètres  éiuiiieuts  ; 
nous  en  rappellerons  ici  rori;;iiie. 

L'illustre  géomètre  de  Bei'liu,  ilonl  la 
surface  porte  le  nom ,  en  avait  conçu  la 
génération  sans  en  rien  publier.  Mais  heu- 
rensenieut  il  en  avait  enlreteiui  M.  ^\  eier- 
sli'ass,  il  y  a  près  de  vingt-cinq  ans. 
M.  Kunimer,  en  étudiant  d'une  manière 
générale  les  surfaces  du  quatrième  ordre 
siu-  lesquelles  se  peuvent  trouver  des  sér- 
iions coniques,  dans  un  Mémoire  com- 
riiuniqué  le  16  juilleL  i803  à  l'Académie 
de  lierlin,  en  trouva  une  que  chaque 
plarj  larii;eiil  coupe  suivantdenx coniques, 
et  dont  \\  donna  l'équation.  M.  Weiei- 
slrass  lui  lit  coiuiaître  alors  le  mode  de 
description  de  cette  même  siu'face,  que 
lui  a\ail  coonnuniqué  Steiner.  et ,  dans 
un(!  .Noie  lue  le  même  jour  à  I  \cailéNiir' 
de  lierlin,  domia  aussi,  sous  une  aiilre 
l'oriiie.  inie  équation  de  la  sin'lace.  Celli' 
coiMN]iiin<-ation  fut  bienlôl  suivie  d'un 
Mnimne  de   M,   Sciniplrr.  Im   ;,  1; '.„„• 


Vcadémie  en  novembre  iSG.'l.  Depms, 
M.  (iirmona  dans  deux  Mémoires  {.Uniniul 
de  Crelle,  t.  LXIII.  p.  3i5,  et  Ikmikonli 
di'l  Ilcale  Iiislhiito  Loiiihnrdn ,  vol.  [V, 
l'asc.  1,  1867),  et  M.  Cayley  [Jounml  de 
(irelle,  t.  LMV,  p.  173)  se  sont  aussi 
occiqiés  de  cette  surface.  Les  Mémoires  de 
MM.  kummer,  Weiei'sfrass  et  Scluoter 
se  trouvent  dans  ce  même  volume  de 
Crelle,  t.  LXIV,  p.  66-94.  M.  Clehscli, 
dans  un  Mémoire  inséré  au  même  Recueil 
(t.  LXVII,  1867,  p.  1-32),  a  démontré 
plusieurs  propriétés  de  la  surface;  nous 
citerons  celle-ci  :  Les  courbes  enveloppes 
(les  liiiigeiites  piiiicipiiles  (coiu'Les  (pie 
M.  (ili.  Dupin  a  nommées  asi/iiipl'jliijues , 
|>arce  que  leurs  tangentes  sont  les  asym- 
ptotes des  imlicntnccs  île  la  surface)  sont 
(les  courbes  gauclics  du  i/ualrièiiic  ordre 
de  seconde  espèce. 

Ajoutons  que  M.  île  la  (iournerie.  dans 
ses  lleclierrhes  sur  les  sur/aces  liiniédraks 
sijiitrtriques  (p.  o.Wh).  a  remai-qué  que 
celte  ^nrlace  rentre  connue  variélé  dans 
celle  famille  de  surfaces  géniirales  ilnril  il 
a   fait  rnnnailre  les  pro|>rii'ti's. 


;!:,(•,  i;  \nM)i!T  sris  ij:s  puochks 

lirifiiicx  (les  jirolilèiiics  (le  Mrcdinijiir,  Ai.  Miissieii  parvioiil  à  un  irsultat 
iiiipoilaiil  coiirciiiaiil  la  (jucslioii  des  siirlarcs  applicables  rime  sur 
laiilrc.  cl  (|iii,  à  co  llli'c,  |i('nt  rlie  e\\v  ici.  [|  coiisislc  en  ce  (|ne  : 
Tdidrx  1rs  fois  ijiic  le  jtfohiniic  de  (lifiKimiijiir  (UHiiirl  pciil  se  ramnicr  lu 
rcclicvcitc  (1rs  lioiirs  i>ri)(lrsi(iiirs  (l'iinr  siivf'arr  ilniiiirr  adiiirl  iiiir  iiilri>;r(ilr 
(hi  jirniurr  (Iri'rr  jKir  viipporl  (Ui.r  rilrssrs,  lu  siir/dn'  rsl  (ijijilinihlc  sur 
Il  ne  miiniir  siirfarr  ilr  irviihilioii. 

La  Ilirsc  (le  l'li\si(nic  mal li(''iiiati([iH'  de  M.  Massicii,  .S'(//'  Ir  iiiodr 
(le  jinipiiiiiilinii  ilrs  iiiiilrs  jilinics  ri  la  siir/iirc  de  l'oiidr  rléinriildirr  dans 
1rs  rrisUiii.r  liirrjnii<fcnls  à  deux  d.vrs,  l'ciilci'iuç  uni'  analyse  bi'ève 
cl  nilcrcssantc  des  procèdes  divers  suivis  dans  I  élude  de  cette 
([ucstiou  |)ai'  Mac  (lullaoli,  Hauiilton,  Pliickei-,  (',au(div  et  i\I.  Lamé. 
Ci'est  sinloul   la   marche  suivie  nar  ce  dcrmcr  (lue  M.  Alassieu  a 


(IcM'loniiec 


cvclopi 


WIV.  —  M. 


i8i)9.  Orlrniriniilioii  du  ridimir  iiid.riiiiinii  d'un  Irlmrdrr  dont  1rs  farrs  ont 
des  dirrs  doinirrs"'.  —  La;;ranj;e  a  résolu  le  jiremier  celle  (|uestion 
dans  sou  Ali'iuoire  sur  les  ]»yramides,  mais  il  s'est  horné  à  former 
Téipialion  du  (|ualrièmc  degré  qui  la  résout,  sans  discuter  cette 
é(pialion  et  sans  faire  connaître  aucune  propriété  du  tétraèdre 
clierclié.  i\l.  l*ainvin  a  ajouté  à  lanalyse  de  Laorange  des  dév(dop- 
])emeuts  étendus  et  intéressants  :  après  avoir  obtenu  l'équation  du 
ipiatiième  de;;ré  |>ar  une  voie  nouvcdie.  il  montre  qu'une  seule 
racine,  et  parlani  (piiiu  scid  tétraèdre,  satislail  à  la  (pieslion;  il 
donne  tous  les  éléments,  les  angles,  les  arêtes  de  ce  léiraèdre;  puis 
il  eu  fait  connaîti'c  un  gi'and  nombre  de  propriétés  : 

l*ar  e\enq)le  :   Les  iiniilrr  jirrjiriidiriiliiirrs  dhtnssirs  (1rs  sninniels  sur 
1rs  lares  opji(is(''rs  jiassrnl  jiar  un  nii'nir  jiiiinl. 

'''    \iiinrlli's  Aviiiilrs  (le  Mialirmali/liir.s ,  i'i   rAc;i(Ji''irii('   Ir    17    frvi-ici'    1  8G9.  (  Voir 

^'si'ric,  (.  I,   iHfn,  |).  •'i'fj—'Xi't.   ;!,'),'!-  Compirs  rriiiliix  (le  l'Aciitli'mif  (Ifs  sciences  . 

:i(W;    '11 '1  '.;',<■).  OMriMoirrn  ri/' lursmlr  I.   I.IV.  |,,   .'i;,,.  ) 
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Les  Idngcnles  des  '^(iiii>les  plans  d'un  même  somme!  sitnl  projiorlioti- 
nclles  aux  aires  des  juees  (ju)  j<irme}il  ve  somntel. 
Les  arèles  opposées  sont  reclanfridaires. 
La  somme  des  rarrés  de  deii.r  nrèles- opposées  est  roiislaiile. 

Dans  une  .^ote  sue  la  délermiiiaiioii  des  foip'rs  (fane  seelion  plane  i8() 
davs  une  surface  du  second  ordre  ^^\  M.  Paiiiviii  pai't  de  celte  (léliiiitioii, 
qu'un /o//H'  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul,  doubleuient 
tanjjentà  la  conicjue  :  .la  corde  de  contact  est  la  directrice  correspon- 
dante au  loyer.  A[)rès  avoir  in(li(|ué  la  marche  du  calcul  qui  con- 
duirait à  l'expression  des  coordonnées  des  loyers  d'une  section  faite 
par  un  ])lan,  il  calcule  quelques  lieux  «[éoniélriques  relatifs  aux 
foyers.  Ainsi  il  trouve  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sec- 
tions diamétrales  d'une  surface  à  centre  est  une  surface  du  huitième 
ordre  dont  il  fait  connaître  divers  éléments  ou  particularités. 

Pour  un  pai'aboloïde.  le  lieu  des  fovers  des  sections  faites  pai' 
des  plans  parallèles  à  Taxe  est  du  (pialrièuie  ordre 

M.  Painvin  a  encore  pid)lié  plusieurs  Mémoii'es  de  Géométrie 
analytique,  parmi  lesquels  nous  citerons  les  deux  suivants  :  Pro- 
priétés du  système  des  surfaces  du  second  ordre  conjuguées  par  l'apport  à 
un  tétraèdre  fixe  ^'-\  et  Recherche  des  points  à  Y  m  fini  sur  les  surfaces  algé- 
hriques^^K  Ce  dernier  travail,  fort  étendu,  traite  des  points  simples 
et  doubles  situés  à  l'infini  et  de  la  surface  asymptote  d'une  surface, 
laquelle  est  la  développahle  circonscrite  à  la  surface  suivant  sa  courbe 
d'intersection  avec  le  plan  situé  à  l'infini. 

Nous  n'avons  pouit  à  parlei-  ici  de  divcis  Mi'^moii'es  (r\nalyse  du 
savant  l't  lahmicux  professeur  du  lyci'c  de  Douai. 

"'    .\0UVclles  AlllHilr.silf   \l,i/lir„„itiiliirs  .  |,.  .')«-(,:!.—    '    ./r,«r;/»/ ilc  Cirllr  ,  I .  I.W  . 

y'.scric,  I.  111.  |i.  'iSi-'u).S.  iSli,").  |).   ii-)-i(h(  cl   i  i).S-:).')S. 

-   ./miruat  ,\r  Civllr,   I.   |.\||1.    ,,S(i:;  . 
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X\\.  —  M.  (iAMii.i.i:  Jdiii 


Les  (liivaiix  (le  M.  (1.  .lonlaii.  iii;;(''iiii'iii'  des  milles,  se  rapiiorlcnl 
|)rosi|iic  exclnsiveiiK'iit  aux  llirones  les  plus  élevées  de  l'Anal j se. 
(lepeiidaiil  on  y  dislhijjue  des  licchrirlics  sur  Jeu  polyèdres  qui  ont  été 
le  sujel  de  ])hisieuis  eonnnuuicaliqns  à  TAcadéniie.  Ses  premiers  Mé- 
moires '  soni  relalii's  à  l'élude  des  diverses  sortes  de  symétrie  qu'un 
polyèdre  ou  Irafjment  de  polvèdi'e  peut  ])résenter  relativemeid  au 
mode  dCneliainement  de  ses  lares,  iirèles  et  sdiiunels,  ahsiractmn 
laite  de  toute  relation  de  {jrandeur.  Les  résultats  obtenus  par  l'auteur 
dépendent  essenti(dlemeut  de  deux  éléments  m,  n,  (jui  dési{;nent 
respectivement  !<'  nomlire  Av^.  cdutours  Fermés  (pii  lormenlla  limite 
de  la  surlace  considérée,  et  le  nombre  des  contours  termes  ne  se 
couj)ant  pas  mutuellement,  (pie  l'on  peut  tracer  sur  la  surface  sans 
la  séparer  en  d<'ux  régions  (-'. 

M.  Joi'dan,  après  avoir  établi  les  principes  «généraux  relatifs  à 
celle  élude,  les  a  ap|)li(jués  successivement  à  trois  sortes  de  sur- 
faces [)ol\édri([ues  :  i"  celles  pour  lesquelles  1)1=11  ~  o  (cette  ca- 
téjjorie  comprend  les  polyèdres  convexes);  si  un  poKèdre  de  cette 
espèce,  coiisid<'ié  sous  divei's  aspects,  est  svmétriipie  à  lui-même 
de  la  lacon  dont  il  sajjit ,  on  pcairra  t(Uiioiirs  construire  un  autre 
polyèdre  ayant  le  même  nombre  de  faces,  arêtes  et  sommets,  dis- 
posés dans  le  même  ordre,  el  exactement  superjtosable  à  lui-même 
sous  ces  mêmes  aspects  :  ()ii  retombe  ainsi  sur  le  problème  résolu 
()ar  IJravais  dans  son  Mémoire  sur  ics  polyèdres  de  forme  symélrique; 
•'."   celles   pour  lesqmdles   ;«  =  (>.    11  =  \    (  polvèdres  fermés   ayant 

''    (lniiipl<'s  n'iidiisA.W  .  1  Sli,").  |i.  Aoci-  :i\:iil  ('ti'  sionnléft  ftt'j;!   |ini-  M.  Rirnianil 

'lu;!;  l.tAI.|).-.,,r,-..,„S;  I.IAII,  iHCiC,  (.Ininiud  (le  Cirllr.  1.  I.IV,  iS.');).  el  pr 

|i.  i.'i;ii).  C.i's  rvchcrilics  sniil  iv'iiiiics  vu  M.  Listiiijj,  Ccnsnn  dcr  nmmdkchen  V,o)n- 

(li'ii\  MiMiMilrcs  dans  ||.  .loiiniiil  il-  (  irclli' .  /i/r.vc  (  Mémoires  ik  la  Soriclé  des  Scieiicrs 

I.  I.WI.  .iiiiK'c  iSCiC.  |,.  ■.■.-,(1.  (le  (!(rlliii<nir). 
l.ilii|i(irliiiH-r     (Ir      rcs     |iaiviiiicl  1rs 
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l'aspect  jn'iii'ial  cl'iiii  tore)  :  ces  polyèdres  so  parlaijeiit ,  au  point 
de  vue  de  la  symétrie,  en  trois  classes;  et  3°  les  réseaux  plans 
l'orinés  de  ]K)ly<Tones  accolés,  qui  se  partagent  en  huit  classes. 

Ce  travail  Tort  étendu,  qui  renferme  des  points  de  vue  et  des 
résultats  entièrement  nouveaux,  a  été  le  sujet  dune  analyse  lumi- 
neuse, empreinte  du  talent  d'exposition  que  M.  Bertrand  apporte 
dans  les  (piestions  les  plus  délicates.  Nous  citerons  ici  les  con- 
clusions du  liappoi't  de  notre  émin(,'nt  confrère  :  ctLes  polyèdres 
fsuperposables  à  eux-mêmes,  auxquels  ceux  (pie  considère  M.  Jor- 
adan  se  trouvent  rattachés  par  lui,  ont  été  considérés  déjà  par 
ff Bravais,  sous  le  nom  de  poltji-ilrcs  splirroédiiiiiicn,  dans  ses  très- 
«  belles  et  très-niq)ortautes  Rerlicrclies  sur  la  llicoric  des  polyèdres. 
crCe  rapprochement,  loin  de  rien  enlever  à  l'intérêt  de  la  théorie 
tf nouvelle,  doit  être  considéré  plutôt  comme  lui  donnant  un  nou- 
rrveau  prix.  Le  Mémoire  de  M.  .(ordan,  très-important  ])ar  ses 
fr  résultats,  montre  chez  son  auteur,  en  même  temps  ({u'une  grande 
ft perspicacité,  une  rare  habileté  dans  l'emploi  des  considérations 
te  géométriques  les  plus  délicates,  et  l'Académie  ne  saui-ait  trop 
rr encourager  l'auteur  à  persévérer  dans  cette  voie,  oii  il  a  su. 
ffdans  une  question  tout  élémentaire  et  placée  en  quelque  sorte 
rrau  seuil  de  la  science,  déployer  un  véritable  talent  de  géomètre. 
ttLe  Mémoire  de  M.  Jordan  nous  semble  très-digne  d'être  approuvé 
frpar  l'Académie  et  inséré  dans  le  recueil  des  Stiraiits  (■Iniiiijers'^'Ky 

Deux  as|)ecls  d  un  même  pohèdrc  pcuxent  être  iii\erseiuenl  ,8(;,s. 
seud)lal)lcs,  c  est-à-dire  tels  que  renchainement  des  laces  y  soit  le 
même,  mais  (pi'il  ait  lieu,  dans  l'un,  de  dioite  à  gauche,  et,  dans 
l'autie.  de  gauche  à  di'oite.  L'étudi»  de  cette  particidai'ité  a  été  ])oui' 
M.  .Jordan  I  ol)|el  de  dcuy  nouveaux  M(''inoires  •''.  où  il  montre  (pu- 
celle  circonstance   p(Mil   se    pn'senlei'   de  dl\-huil    maniées  (hll'é- 

'>   <M„i,lP.<!   rci„li,.'<.    I,     lAli,    iSliC.  '■    ./-,»/),»/.l.'  Civll.v  I.  i.wili.  isr,s. 


i'jf;«- 
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m)  liAi'i'oiiT  SI  li  i,i;s  l'iioc.iiEs 

renies  dans  les  |iolvè(lios  |)(Hir  les(|iiels  )ii  =  )t=o,  el  de  iieiil  iiia- 
iiièfcs  (liilV'reiiles  dans  cenx  ponr  les(|iiels  ;»  =  o .  «=1. 

i8t)(;.  Dans  uije    \o/c  sur  hi  (hjiinndlioii  des  stirl<in's  '\  M.  Jordan,  fai- 

san! allnsidii  an  |)r()|ilèiue  de  lajtplication  Tune  sur  lanlre  des 
siirlaces  llexddes  el  inexiensddes,  se  propose  le  problème  analogue 
en  supposant,  an  conlraiic,  (pie  les  surfaces  soient  extensibles  à 
\(ilonl(''.  Il  d(''nionlre  (pie  lu  (■(iiuIiIkiii  jioiif  (juc  deux  surfaces  ou  por- 
iKius  de  surfaces  fle.rlhlt's  et  e.rleiisililes  à  roinvfé  soient  applindjlcs  l'uue 
sur  l'autre  sans  décinrurc  ni  duplicalure  est  que  m  et  u  soient  égau.r. 

i><ù-.  Un  Mémoire  sur  les  groupes  de  niourenients ''-'  se  l'attache  ti'ès- 
dii'cctenient  aux  Eludes  cristallograpliiques  de  Bravais.  Ce  travail  a 
pour  objet  les  deux  (pu'slions  suivantes  : 

Trouver  les  direrses  niaiiières  dont  un  si/stènie  de  molécules  (en  nombre 
liniilé  ou  illuniléj  peut  être  saperposalile  à  lui-même. 

Trouver  tous  les  p-roupes  de  nioureinenls  tels,  que  le  mouvement  résul- 
tant (ditenu.  en.  opérant  suerrssirenient  deu.r  des  mouvements  du  p^roupe 
appartienne  lui-même  au  proupe. 

M.  Jordan  lron\e  (pu'  ces  «poupes  se  raint'uenl  à  ceni  s(»i\anle 
et  (pialoi/.e  l\pes,  doni  \Mij;l-!rois   prnicipaux. 

WVl.  _    \|.    I)uiiu,i\. 


i.SO'i. 


Itemanjucs  sur  la  théorie  des  surfices  orthoppmales  '■".  —  M.  DaiJionx 
('■lend  aux  s\slèuies  trij)les  de  surfaces  orlliojjonales  la  propriété 
Jiicale  des  courb(^s  oillio|;onales  (pie  M.  Kiiininer  a\ail  découverte**', 

'''   .loiiriKil  (te  Miilliriiialiiiiifs,  -a'  si'i'ir,  ''    J<iiiiiiiil  de  Crelle,  t.  XXXV,  [>.  i)-i'}., 

I.  \l.  iS(i(i.  |).  ni;Vio(),  i(S/iy.  Liic  traduction  (le  ce  beau  M(^iiioire 

"'     C.iimjilrs   iriiiliis   itc    l'Aciiiti'wir  (les  a  piii'ii  iliins  les  iVoi/ceZ/ra /1h»«/c.v,  t.  XI . 

vnc/Kv.s-,  I.  I,\\,   i.Sljy.  |i.  ■.■),,-,,;!.,.  —  iSTi-j.  Sdiis  le  lilre  :  Sur  le.t  si/xlcmcs  ilr 

[iiJKili    ili   MiiIciikUicii  ,    ■<:    siTJc,    iiSliS.  idKitics  nliièhi-iqiies  plinicf:  ipii  se   coiijjeiil 

|i.  I  ()7-->t  ;),.'!■>•_)-.'! 'iiS.  (}iili(i<;(iii(il<'iiinU    fl    sur    leur    ciiiifdcalilr . 

^'n/»y,^-.srry/(/H,'..  I.  I.IX  .ji.  ..'il,-.,',.,.  |i.   'i -.(l- 'i,", 'i. 
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ot  qui  consiste  en  ce  que  des  courbes  orlliogouales  sont  toujours 
homofocah's.  Il  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

Le  lieu  (les  points  fie  contact  d'une  surface  et  des  plans  tangents  paral- 
lèles à  ceux  du  cône  asipnptole  d'une  sphère  est  une  ligne  de  courbure 
[imaginaire). 

Dans  un  système  triple  de  surfaces  orthogonales ,  chaque  surface  touche 
la  développable  enveloppe  de  ces  surfaces  suivant  une  courbe,  et  la  coupe 
suivant  une  ou  plusieurs  di'oitcs  tangentes  à  la  courbe,  au.v  points  où 
celle-ci  rencontre  l'arête  de  rehroussement. 

Les  cônes  de  même  sommet  circonscrite  à  toutes  les  surfaces  sont  liomo- 
focaiix. 

Ces  propriétés  n'appartiennent  pas  à  trois  systèmes  quelconques 
de  surtaces  orthogonales;  il  i'aut  que  les  surfaces  des  trois  systèmes 
soient  comprises  dans  une  même  équation. 

M.  Darboux  fait  ensuite  connaître  un  système  nouveau  de  sur- 
faces orthogonales  dont  l'idée  dérive  de  cette  propriété  des  ovales 
de  Descartes  :  Les  ovales  qui  ont  leurs  trois  foyers  communs  forment  un 
sijstème  orthogonal.  11  est  conduit  ainsi  à  reconnaître  que  1  équation 

(  X- + if  +  :  -  )  -  +  a.r- + %-  -t-  }.-''  —  //  =  o 

|)eii[  donner  un  svstème  triple  orthogonal.  11  détermine  les  e\[»res- 
sions  des  quatre  coeflicients  qui  réalisent  ses  prévisions;  puis  il  dé- 
montre les  propriétés  suivantes  de  ce  système  : 

Toute  sphère  coupe  les  surfaces  suivant  une  courbe  qui  se  trouve  sur 
une  surface  du  second  ordre. 

Toute  sphère  doublement  tangente  à  une  surface  la  coupe  suivant  deux 
cercles. 

Il  ij  a  cinq  systèmes  doublement  tangents  ayant  un  point  de  contact 
commun  quelconque.  Donc  ;  dix  sections  circulaires  passent  par  un  point 
de  lu  surface. 

Il  y  a  des  droites  (au  nombre  de  huit)  sur  chaque  surface.  Ces  droites 
soûl  puriiUèlrs  aux  arêtes  du  cône  asymptote  d  une  sphère. 


:]i\-2  liAi'PoisT  siiii  LES  i>uo(;iii:s 

(JiKiiul  le  tenue  ciiiuiu  de  l'équalion  (les  surfaccu  est  iiijliii,  les  surfaces 
siiiit  (lu  second  ordre. 

iNoiis  avons  dit  piY'ccklcmiiicnt,  que,  dans  la  séance  même  où 
M.  Sei  rel  présenlait  ce  travail  de  M.  Darhoux  à  l'Académie,  M.  0. 
Jîonnel  en  présenlail  aussi  un  de  M.  JMoutacd  reniérmant  le  mèuH; 
système  triple  de  surfaces  orthogonales,  exjiosé  par  d'anlics  con- 
sidérations puremei^t  géométiiques'". 

i8()'i.  Sur  les  sections  planes  du  torc'-K  —  M.  Darhoux  l'ait  connaître 
diverses  piopriélés  remar(piahles  des  seclions  planes  du  tore,  entre 
auli'cs  celle-ci  :  Toute  section  jdane  peut  être  reoard('e  de  quatre  ina- 
itières  dijjerrnles  romiiie  nue  coarhe  réciproque  d'une  orale  de  Descartes. 
11  démontre  en  outre  que  les  seclions  du  tore  sont  des  cas  parli- 
culieis  des  couches  représentées  par  Féfpialion  "énéralc  r  =  fx/''+r/-'' 
entre  Irois  l'ayons  vecteurs,  et  que  le  tore  a  aussi  une  équation  de 
la  forme  at+a'l'+a'l"=o ,  t.  l',  l"  étant  les  tangentes  niené(!s  d'un 
poiiil  à  (rois  sphères  éi;ales. 

iS(i/i.  1  liéorèines  sur  l intersection  d'uni'  sphère  et  d'une  siirjace  du  second 

dcp'ré^'' .  —  (les  lliéorèmcs,  dont  la  plupart  se  rapportent  aux  oxales 
de  ])escai-t(^s,  pr(''senteiit  un  ;;rand  iiitérél.  On  en  jiPMM'a  par  ces 
deii\-ci ,  ipii  ont  (h-  I  analogie  axcc  certaines  propri('l(!'s  des  co- 
iii(pies  : 

Les  orales  de  Desrartes  ont  une  in/initi'  de  foip'rs  situés  sur  une 
courlie  plane  du  troisième  déparé  don!  le  plan  passe  par  l'a. ce  il  est  per- 
pendiculaire au  plan  des  orales.  On  a  entre  les  distances  d'un  point  des 
orales  à  deii.r  points  quelconques  de  cette  courbe  une  relation  de  la  forme 
fxr+ix'r'  =  a)\is\. 

La  surfile  enp^eiidrée  par  la  rérolulion  des  orales  de  Descaries  autour 
de  leur  a. ce  n  admet  pour  sections  planes  que  des  orales  de  Descaries. 

<'>    \n\vCoiiiiilrs,ri„lii.'<.  I.  t.l\  .  |i.-.i,'i;i  -'scrir.  1.    lit.   p.    ir.O-ili.').  —    '■     \  f;"- 

<"l  •■'•><)•  rrllcs  Aiiiiiilc.t  lie  MiilliPinaliijiii'K.-':  s('ri('. 

''    \fiinrllrs  Annules  de  MiillwmaliiiiK. s.  1.  Ilt.|i.   uyj-j.o:'.. 
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llcclterrhcs  sur  les  surfaces  orthogonales  '".  —  H  siiHit  de  dire,  pour    1866. 
signaler  ce  Mémoire  à  ratteiition  des  géomètres,  qu'il  est  le  déve- 
loppement des  résultats  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

L'auteur  termine  par  deux  Notes  relatives,  l'une  aux  courbes  du 
quatrième  ordre  qui  ont  deux  points  doubles  à  l'inlini  sur  le 
cercle,  et  l'autre  aux  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  ont  pour 
ligne  double  le  cercle  imaginaire  à  l'infini. 

Sur  les  surfaces  orlliuffoiiates.  Thèse  pour  le  doctoi'at  ^'- .  —  Cette  i^OO. 
thèse  est  un  travail  étendu  et  fort  important  sur  les  surfaces  ortho- 
gonales. Elle  comprend  trois  parties.  La  première,  intitulée  :  Elude 
d'un  sjjslèine  rc marquai) le  de  coordonnées  orlhogonalcs,  contient  dilfé- 
rentes  propriétés  des  coordonnées  curvilignes  formées  par  le  triple 
système  orthogonal  auf[uel  l'auteur  et  M.  Moutard,  comme  nous 
l'avons  dit  précédemment,  ont  été  conduits,  chacun  de  son  côté.  La 
seconde  partie  renferme  des  Becherches  sur  les  surfaces  orlhogonnhs 
eu  géuéral.  Ai.  Darboux,  prenant  pour  point  de  départ  le  tbéorèuie  de 
M.  Dupin ,  d'après  lequel  dans  tout  système  triple  de  surfaces  ortho- 
gonales les  courbes  d'intersection  des  surfaces  sont  leurs  lignes  de 
courbure,  auquel  il  ajoute  connue  complément  lénoncé  suivant  : 
Quand  deux  sijsièuies  de  su)-fares  orlliogoiiales  se  coupent  suwanl  les  lignes 
de  courbure  de  ces  surfaces,  il  cviste  un  Iroisièuie  si/slèiue  orllin<>onal  aux 
deux  premiers,  donne  d'abord  une  démonstration  simple  de  ce  tiiéo- 
rème  de  M.  Ossian  Bonnet,  que  la  recherche  de  tous  les  s\stèmes 
ortiiogonaux  revient  à  l'intégration  conq:)lète  d'une  équation  aux 
diirérences  partielles  du  troisième  ordre  à  trois  variables  ind(''[)eii- 
dantes.  Puis  il  l'ail  cormaître  une  tourelle  Méthode  de  recheirhe  des 
.iijslèmes  orlhogouau.r,  fondée  sur  ICmploi  d'une  certaine  lonction 
auxiliaire  V.  La  troisième  partie  contient  des  applications  de  la  mé- 
thode ex])osée  dans  la  deuxième  |)arlie.  L'auteur  considère  d  abord 

'''  Ainuites  scioUifiiurs  lie  riiciile  ADr-  '''   Hcprodiiite  (l;iiis  les /1h»o/('S  acich/i-  1 

mute  supcrieuvr .   toiiii!   II.   jiUMi'c   i  HG.'i .         fujues  de  l'iîcnic  !\iiriii(ilo  siijirvieiire  .\.\[\. 
I'.  .').")-(■)().  1866.  p.  ()7-i'i'i. 
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une  cliissç  pailiciilièn;  de  systèinos  oilliogouaux  dans  lesquels  les 
siii  laces  dim  même  système  sohiienneiit  en  déplaçant  lune  d'elles 
nai-allèlemenl  à  elle-même  par  une  simple  translation  sans  altération 
de  forme.  La  détermination  de  la  l'onction  V  dépend  alors  de  l'in- 
léjjration  (rniie  équalion  aux  dillV-i'ences  partielles  du  troisième  ordre 
à  deux  variables  indépendantes.  Le  second  cas  traité  par  M.  Darboux 
est  celui  des  surfaces  |)our  lesipielles  les  lignes  de  courbnrc  sont 
pianos  dans  les  trois  syslènu's.  Les  intégrations  s'effectuent  alors 
complètement,  et  le  résultat,  d'une  forme  très-simple,  contient  trois 
fonctions  arbitraires;  ces  surfaces  sont,  dans  certains  cas,  un  exemple 
des  systèmes  orthogonaux  ('■Iniliés  dans  le  paragraphe  |)récédent, 
c'est-à-dire  que  cIkiciui  des  Irais  .splrmes  est  fonné  par  une  mrface  de 
forme  inrariahie  qui  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  l^e  troisième 
et  ilernier  cas  se  rapporte  aux  systèmes  pour  lesquels  chaque  sur- 
face peut  être  partagée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses  lignes  de 
courbure.  M.  Darboux  avait  déjà  observé,  dans  la  première  partie, 
(pie  les  surfaces  du  triple  système  orthogonal  antérieurement  dé- 
couvert par  M.  Moutard  et  par  lui  jouissent  de  la  propriété  dont  il 
s'agit.  Par  une  anahse  sa\ante  et  extrêmement  ingénieuse,  il  fait 
\oir  maintenant  (pie  ce  derniei'  s\slème  est  le  seul  ([iii  réponde  à 
la  (piestion. 

i«r)8.  Sur  un  mode  dr  transformation  des  f gares  *'*.  —  M.  Darboux  pro- 
pose un  nouveau  mode  de  construction  des  figures  de  MM.  Magnus, 
Steiner,  Schiaparelli,  Transon.  Ilirst  - .  (pii  présente  ])lus  de  géiic'-- 
lalilé.  non  pas  (piant  aux  ligures  elles-mêmes,  mais  par  rapport  à 
cerlauies  conditions,  par  exemple  de  passer  par  des  jioints  donnés, 
(pToii  peut  im|ioser  dans  la  construction  de  la  nouvelle  ligure.  La 
tiansloriuation  se  lait  au  rnoy^Mi  (rune  surlace  du  second  ordre  sur 
hupielle  sont  pris  deux  points  fixes  o.  o  .  Du  premier  on  mène,  à 
ciKupii'  |i(iiiil  (I  (le  la  ligure  doiMiée  dans  un  plan  \k  une  droite  (pii 

'     lliillrliii  ilr  1,1  Sitn/'lr  iil(i!om,ilhi,pir .  I.  V.   iSliK.  p.  y-.i-So.  —    •    \  "tv  ci-dcsMis 
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perce  la  surface  ou  un  point;  la  droite  menée  du  point  o'  à  ce  point 
rencontre  un  plan  p'  en  un  point  a  qui  appartient  à  la  figure  trans- 
formée. On  voit  immédiatement  qu  à  une  droite  située  dans  le  plan  p 
correspond  une  conique  dans  le  plan  jj',  et  que  cette  conique  passe 
par  trois  points  fixes  qui  sont  le  point  où  la  droite  oo  rencontre  le 
plan  p',  et  les  deux  points  où  les  génératrices  de  la  surface  (réelles 
ou  imaginaires)  qui  se  croisent  en  o  rencontrent  ce  plan.  Ce  sont 
les  trois  points  principaux.  Le  plan  p'  peut  coïncider  avec  le  plan  p. 
La  surface  est  prise  arbitrairement;  on  peut  donc  la  déterminer  de 
manière  à  satisfaire  à  diverses  conditions  concernant  la  figure  que 
l'on  veut  construire.  M.  Darboux  applique  ce  mode  de  transforma- 
tion à  la  construction  de  la  surface  du  second  ordre  déterminée  par 
neuf  jioinls. 

Dans  une  Note  sur  ks  si/slniirs  de  surfaces  ortliogunalcs-^',  M .  Darbou\  ,  8()8. 
annonce  que,  en  étudiant  les  é(piations  de  M.  Lamé  relatives  à  la 
recherche  des  surfaces  orthogonales,  il  est  parvenu  à  ce  résultat, 
(T qu'étant  donné  un  système  orthogonal  quelconque,  on  peut  en 
ft déduire  un  système  plus  général,  contenant  le  premier  comme 
«cas  particulier,  et  dans  l'équation  duquel  entrent  trois  fonctions 
rr arbitraires  dune  seule  variable.-^  Ces  systèmes  ont  une  pro|U'iété 
remarquable,  que  des  sm-faces  d'iuie  même  série  ont  la  juème 
trreprésenlalioii  sphérique,  quelles  que  soient  les  trois  fonctions  arbi- 
rr  traires  introduites.  -^ 

Par  exemple,  que  Ion  parte  du  système  orthogonal  lormc  de 
trois  séries  de  sphères,  le  svstème  plus  généi-al  est  Corme  de  sur- 
faces à  lignes  de  coui'bure  planes. 

Le  système  loruu'  pai'  h's  surfaces  himiolocales  du  second  oidre 
conduit  à  un  système  dont  les  surlaces  de  chaque  famille  oui  pour 
représentation  spliéri(pie  un  sysièuie  dellipses  homolocales. 

On  a  \M  |iiécédeuHnen!   (pu'  lidée  de  cette  exiension  des  sys- 

''     Complcs  rciidux .  I.   EWli.  i8C8.  p.   iioi-iio3. 
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tomes  niili<);;oii;iii\  se  Iromail    iléjà    iii(li(Hiéo  d  iiim-   liiau'ic  suc- 
cincte flan-  Mil  lia\ail  (!r  M.  (li)iiiljesciii'e. 

(le  liaiinoil  est  drjà  foil  éleinlii;  cepeiidaiil  iimis  luiviis  point 
('■hnisi'  le  snjel,  el  diverses  recliiTclies  |)aiaitiaieiit  cornyx'ter  en- 
core des  notices  spéciales.  Mais  il  faut  un  terme,  et  iioii  devons 
nous  n'soiuli'e  à  ne  citer  que  succinctement  (|U(d(piês  tryaux,  la 
|)lii|)arl  foiL  récents,  nù  s'attestent  le  zèle.  l'Iiahileté  et  i  savoir 
que  demande  une  cidtiii-e  sérieuse  de  la  science,  et  onijeut  se 
trouver  jiarfois  le  ijeruie  de  recherches  l'écondes. 

\I.  \.  l*)or;;net,  professeur  de  II  iii\ersité',  a  publié  un  :'ss«;  de 
Géoiiirliir  (umhjtùjuc  de  la  nplièrf  '  .  dans  le(pi(d  il  prend  pur  axes 
coordoimés  sur  la  sphère  deux  arcs  de  <[rands  cercles  rctangu- 
laires,  et  pour  coordomii'es  d  un  ponil  les  laiijjenles  trifiiiomé- 
tri(pn's  des  arcs  inlercepté's  sui'  ces  deux-là  par  les  arcs  d'^p'ands 
cercles  menés  par  le  point  perpeinliculairement  aux  deux  axs  coor- 
donnés. Cet  ou\i'a<je.  écril  avec  heaucou|)  de  (darté,  est  le  reniier 
qui  ait  paru  en  Fi'ance  suk  la  Géométrie  de  la  splière.  Mis  l'au- 
teur, à  son  insu,  avait  été  d(;vancé  par  1  émineiit  profesMir  de 
(dèves,  M.  (iudeiinann  - . 


•''  lri-8".    iS'iy.    I.nc  nnalyso  dn  cet  )\li(|iii'  de  la  (ic-oiiiclcie  splifii'iiie.  Nous 

oiivrafje  a  élé  (Joiméc  |)ar  lauloiir  dans  ajniilcrmis  que   M.    J.    lîoolli .  lans   tin 

les  \ouvcUrs  Annnles  île  Miilld'iiinlitiiics.  Uaili' spécial  (.1  Sliort  Trealise  i  Splteri- 

t.  VII,  18^18,  p.  l'iy-iôd  (H  i~'i-i~~.  ail  Coiiir  Sections),  et  surloiiMans  ses 

On  trouve  aussi  dans  w  un-uw  Unw  \  tt,  Irte-iinportanlfis  Reclierclies  suies  pro- 

p.  393-09.5,  un  article  du  savant  M.  Ter-  \)v\àh  g-éomélriques  des  inl(î{[iies  ellip- 

«pierri  sur  rouvra(f(!  de  M.  lior<;nel.  (i(pies(/Vji7o.vo/)/i«cfl/7'raH5flc//o;Mir i85-i 

'  iehcr  ilin  iimihjtische  Splii'iriL:  1  \  oir  el  iBô'i).  s'est  aussi  beaucoup  (cupé  de 

.liiiniiiil  de  Crolle,  l.  VI.  i8.'5o.  p.  -.'l'i-  In  théorie  des  coniques  sphériqut.  Enfin , 

'^■>'i-)  nous  pouvons  citer   de  M.    GiKnni  un 

M.  Graves  avait  aussi  donné,  en  i8'ii.  traité  analytique  de  la  Géoméle  de  la 

comme  Appendice,  dans  un  ouvraj[e  cilc^  splière.  inséré  en  ptusieui-s  arties  dans 

pr(ré(l,Mmncnl  {  p.  --  ).  mie  lliéorie  ;m;i-  le  Cioiiwk  de  Vaples.  i80(i. 
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M.  H';;o  a  trouvé  (|uo  le  liiMi  du  poinl  (rinlcisortioii.  sni'  l'cl-  iK'ig. 
lipsoulc  lit'  (It'ux  li|;nes  j;<''otJé.si(|urs  l;iii|;fiil('s  à  une  lijjno  de  cdui- 
bure.  eii|ui  se  coupetil  snus  un  aiij;le  consl.inl  •)./.  est  une  ronrhe 
(lu  c|ii  Mie  ordre  '  ;  résultat  cimlirnié  hienlôt  après  |);ii'  M.  Mi- 
cliiicl  iit.rrts,  »|ui  a  nMiiai(|ué  (|ue  la  courbe  a  pour  é()nati(»ii  en 
cooiddhi'es  elliptitjues  fi'-cos'- 1 -f  v-siu'-j^zé',  éf|ualion  semblable  à 
celle  (h  ii};nes  }jé(i(b''sii|ues '-'. 

Depts.  M.  Dai'liDux  a  reconnu  que  cette  courbe  est  située  sur 
une  >r  II  r  du  second  ordre  de  ré\oluliou  ajaul  mêmes  pians 
principux  que  leilqjsoïde'*'. 

Feu  aunson,  professeur  di-  il  niversité.  a  traité,  sous  Ir  titre  i8ô8. 
de  :  Frmules  fondamenliiles  df  ÏWnalijsp  siihérKjiic,  de  nond)renses 
queslios  de  Géométrie  analyti(|ue  relatives  à  la  spbère  ' ,  particu- 
lièremol  à  la  tbéorie  des  coniques  sj)li(''ri(|ues,  où  se  trouvent  di- 
verses ropriétés  des  coniques  bomolocales''.  On  v  remarque  aussi 
l'équabn  et  les  propriétés  de  la  lovodiomie  '*. 

M.  i  Dewull,  capitaine  du  jjénie.  a  publié  divers  travaux.  Citons  1809. 
un  Mmoire  sur  les  polaires  iiirlinées^' .  Si  dun  ])oinl  on  abaisse 
sur  un  courbe  d'ordre  n  des  obliques  qui  rencontrent  la  courbe 
sous  u  angle  donné,  les  pieds  de  ces  obli«|ues  sont  sur  une  courbe 
d'ordr  n.  C'est  cette  courbe  rpie  M.  Dewull  a|)peiie  polaire  inclinée. 
Il  conidère  la  polaire  inclinée  de  celte  première  polaire,  puis  ainsi 


''  Jtrnal  de  Mathématiques ,  t.   \I\', 
18Ù9,  )347. 

"'  /«.t.  XV,  i85o,  p.  -291. 

'"'  Amies  xcienlifiques  de  l'Ecole  ^or- 
male  svrrieure,  t.  II.  i865.  p.  C9. 

^Kvelles  Annales  de  Mathématiques , 
t.  XM  j858,  p.  05.  99.  \ho.  i63. 
209,33,307;  et  t.  WIII.  p.  \. 

'''  ^ui-elles  Annales,  t.  XIX.   18.19. 
P-  io--o(). 


^'i  Nouielles  Annales,  l.  XX,  1860, 
p.  3i-4i  et  225-232.  .M.  Vannson  cite 
un  beau  Mémoire  de  M.  Guderraann, 
intitulé:  llelations  remarquiihles  entre  la 
to.Todroime  et  la  chamelle  sphériquc  {Die 
loxodromische  Unie ,  etc.) ,  inséré  dans  le 
Journal  de  Crelle.  t.  XI.  i83i.  p.  ^gi. 
■'  \ouvelles  Annules  de  Mathématiques, 
t.  WIII.  iS.-,9,  p.  .•'.■?.2-:î:i.3.  cl  t.  MX, 
p.  175-i.So. 
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les  |ioliiir('S  successives.  On  iloil  à  M.  Dcwull  la  liadiiclnin  du 
lrrs-iiiij)(Miaiil,  MiMiioirc  ilc  M.  KiiiDiiici-  sur  la  Tliconc  des  rdi/ons 
rcdiligiu's  '''. 

i8f)o.  M.  !\lerav,  professeur  de  ILIuivorsité,  s'est  proposé  d'appliquer 
rrics  priiici|)('s  exposés  dans  le  Trailé  de  (îéoméiric  siipcricure  à  la 
rr  Tltéone  (1rs  siir/tires  ilii  seraiid  ordre."  Il  a  coiisaci'é'  à  ce  Iravad  un 
\lénioire  divisé  en  huit  para{fraj)]ies,  doni  les  deux  derniers  Irailenl 
des  locales  cl  des  sui'faces  lioniofocales'-'. 

M.  II.  Durrande,  professeur  de  TUniversité,  s'est  occupé,  dans 
plusieurs  lechei-ches,  de  la  surface  des  ondes. 

i,S(m.  Il   di'uionlre   d'abord,  dans  une  simple  Note,  que  si  l'on  roiipn 

r ellipsoïde  par  une  sehie  de  sphères  concenirigiies,  et  que  l'on  prenne  sur 
rluKjne  sphère  la  coniqne  supplémentaire  de  la  courbe  d'intersection,  le 
lieu  de  Ion  les  ces  coniques  est  la  surface  des  ondes'^^K  Mais,  à  son  insu, 
ce  heau  l'ésidtat  avait  déjà  été  obtenu  par  M.  Lamé  dans  ses  Leçons 
sur  la  théorie  niaihéinalique  de  rèlasticité  des  corps  solides  (^iSb-i). 

i«(>:i.  Puis,  dans  un  travail  de  quelque  étendue,  prenant  pour  déli- 
uition  de  la  surface  celle  f[ui  résulte  de  la  construction  même  de 
Fresnel,  et  voulant  en  donner  ré([uation,  M.  Durrande  cherche 
d'abord  l'équation  qui  détermine  les  axes  d'une  section  diamétrale 
d'un  ellipsoïde;  et  par  un  calcul  facile  il  obtient  celle  de  la  surface 
des  ondes.  Il  di'moiiii'e  aussi  fort  sinqil(Mueiit  les  ])ro|irié[és  (jui  se 
rappoih'ut  au\  pouils  sin<;uliers  de  cetle  surface'*'. 

'''   Alliji-iiiriiK'    Tlicorlf     lier   ffriidliiii-  '''   \'wivelle.'i  AiiiKilr.s  de  Miitlu-iiKilii/iics , 

;;rn  Slraldciixijslciiir.   {.loiininl  fie  (Irollc.  t.  X\.  i<SGi,  p.  h^6. 
l.i.\II.  i(S()(i,  |i.  I  ,S(|-o.')().  ) — ^'nvvrllcl^  ''   Noiirellrs   iminlcs  de  Matlii'iiKitiqiif.i , 

AiiiKiles  de  Miilli<'iii((liijiics ,  i.  \l\,  iHùo  ,  ■>' .sri-io.   t.   Il,  18(5.');  Hrcliercliex  sur  la 

|i.  iîOa-Syi;  1.  XX,  p.  73-76,  955-aCo,  .•■■iirfiice  des  ondei .   |».    Hj.'S-ao/i  et  209- 

.■!;)()-.)();i;  •.>.'  série,  1.  I,  i8()-j.|i.  3i-/ii,  oA'n.   Dans  nue  thèse  jioiir  le  dncloral. 

S'.i-io-).  M.  Diiirniide  n  reproduit  avec  beaucoup 

•'   Aniiiili  di  Miiicmiilied .  I.  111  ,  tSGo.  île  riarté  les  l'i'Siiltals  obtenus  par  divers 

M.  i'iii-.)!.  ifiMiiurlres  sur  retle  surl'are  des  ondes. 


DE  LA  GÉOMÉTRIE.  oGO 

Dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre,  M.  Durrande  a 
trouvé  '''  que  les  plans  des  sections  diamélrales  qui  oui  un  axe  de  gran- 
deur constante  sont  parallèles  aux  plans  tangents  à  la  surface  aux  points 
d'une  ligne  de  courbure^'\  Citons  encore  ce  tliéorènie  :  Le  lieu  des 
sections  circulaires  diamélrales  d'une  série  d'ellipsoïdes  homofocaux 
s'exprime  en  coordonnées  elliptiques  par  l'cquation  fx-'  +  v^^  e-,  e  étant 
l'excentricité  commune  aux  sections  des  ellipsoïdes  par  le  plan  du 
grand  et  du  petit  axe  '^'. 


M.  Desboves,  professeur  de  l'Université,  s'est  occupé  particuliè- 
rement de  diverses  questions  concernant  les  normales  aux  coniques 
et  aux  surfaces  du  second  ordre,  dans  deux  opuscules  qu'il  présente 
comme  Exercices  de  Géométrie  analytique'*'.  Relativement  aux  sur- 
faces, il  démontre  plusieurs  tiiéorèmes  nouveaux  et  importants, 
parmi  lesquels  se  distinguent  les  suivants  :  Si  d'un  point  quelconque 
on  mène  les  six  normales  èi  un  ellipsoïde,  les  pôles  des  plans  passant 
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'"'  Noucelles  Annales  de  Matliêmatiques , 
•2'  série,  t.  II,  i8G;î,  p.  SG-i-SGy. 

'"'  M.  Lamarle  d(^i)iontrait  aussi,  dans 
le  même  temps,  une  proposition  com- 
prenant deux  tlie'orèmes,  dont  un  touche 
de  près  à  celui-là.  Voici  l'énoncé  qui  ré- 
sume la  double  proposition  intéressante 
de  M.  Lamarle,  démontrée  dans  son  E.» 
posé  géomélrique  du  calcul  diffcrenlid  et 
inlégral ['i' ^avÛQ\  Paris,  i8()3  ,  p.  535)  : 

Une  courbe  S  étant  tracée  sur  une 
surface  du  second  ordre,  les  plans  diamé- 
traux parallèles  aux  plans  tangents  à  la 
surface  aux  différents  points  de  cette 
courbe  envclopiient  un  cône  qui  coupe  In 
surface  suivant  une  courbe  S'  : 

1°  Si  S  esl  une  courbe  (jéodéstque  de 
la  surface,  S'  est  une  courbe  jjéodésique  du 
cône; 

'}."  Et  si  S  est  une  lijjne  de  courbure  de  la 
surface ,  S' est  une  liffne  de  courbure  du  cône. 


Conséquemment.  S'  esl  une  ligne  sphé- 
riipie  dont  les  tangentes  déterminent  des 
plans  diamétraux  qui  coupent  la  surface 
suivant  des  coniques  ayant  un  axe  de 
grandeur  constante. 

'''  Nouvelles  Annales  de  Malhciualiques, 
t.  IV,  i865,  p.  197.  M.  Beltrami  est  par- 
venu à  la  même  équation ,  et  a  reconnu 
que  la  surface  est  du  quatrième  ordre; 
qu  elle  a  une  droite  comme  ligne  double 
et  que  tout  plan  mené  par  cette  droite 
In    coupe     suivant    un    cercle.     (  Ibid. 

p.  932.) 

'''  Théorèmes  et  problèmes  sur  les  nor- 
males aur  coniques,  Mallct- Bachelier, 
18G1,  in-8°.  —  Théorie  nouvelle  des  nor- 
males aux  surfaces  du  second  ordre, 
iVlallet-Badielier,  18(19,  in-S".  —  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques ,  9°  série, 
1.  II,  i863,  p.  998-931. 
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par  1rs  picfis  de  rm  nonnalcx,  pns  Irois  à  Irnix,  mnl  lovjorirs  sur  une 
viihiir  aurfiice  du  quatrième  ordre.  —  Lorsque  le  plan  d'une  seclion  de 
l'ellipsoïde  a  son  pôle  sur  relie  surfare  du  qualrièine  ordre,  lonles  les 
normales  au.r  points  dr  la  srrlion  s'appuient  sur  une  même  droite,  trois 
à  trois  en  un  même  point  (do  sorte  (jue  la  droite  est  une  ligne  triple 
sur  la  surface  lieu  de  loutes  les  normales). 

Deux  savantes  llièses  du  luèmc  auteur  pour  le  doctorat  (i8/i8), 
se  rapportant  exelusivement  à  la  M(''canique  el  à  l'Astrononiie, 
échappent  ici  à  notre  examen. 

,865.  On  sait'  que  le  lieu  des  sommets  des  angles  trièdres  trirectangles 
circonscrits  à  une  surface  du  second  ordre  est  une  splière  con- 
centritpic  dont  le  carré  du  rayon  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  demi-axes  de  la  surface.  M.  Picquet,  jeune  oflîcier  du  génie,  a 
communiqué  à  la  Société  philoniatlii(pie,  en  décembre  i865''', 
plusieui's  ])ropriétés  nouvelles  des  surfiices  du  second  ordre  tan- 
gentes à  huit  ou  à  sept  plans,  propriétés  relatives  à  ces  sphères, 
qu'il  appelle  sphères  ortliogoues. 

Pour  un  paralioloïde.  la  splière  devient  un  plan,  qui  est  dit 
aussi  phui  ortltofione. 

\'oici  deux  des  propositions  ju'ineipales  démontrées  par 
M.  Picquet  : 

Les  sphères  orlhogones  d'un  système  de  surfares  du  seeond  ordre  tan- 
gentes  à  huit  plans  ont  toutes,  deux  à  deux,  le  même  plan  radical,  et 
conséquemmenl  passent  toutes  par  un  même  cercle. 

Les  sphères  ortliogones  de  toutes  les  surfaces  tangentes  à  sept  plans 
ont  toutes,  trois  à  trois,  un  même  axe  radical,  et  ronsêqtiemtn eut  passent 
toutes  par  deux  points  communs. 

Ces  théorèmes  sont  susceptibles  de  diverses  conséquences  con- 
cei'nant  jiarticulièrement  des  paraboloïdes  >->. 

''*  \  oir  Ihillelin  de  la  Sock'lr  jihilvmn-  '^'  M.  Ricli.  Townsend  est  parvenu .  de 

lliiquc.  I.  II.  |).  i()fi-yo().  —  .Iniirnnl  son  rùlf-.  à  des  tlirorèmes  semblables,  qu'il 
t'Inuliliil  (\u  -irt  drrfmhro  \Ht\ïi.  demoniro    par   des   rmisidëratioiis  diffë- 


DE  LA  GEOMETRIE.  S/l 

Le  xLi^  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Poli/teclinique  renferme  un  iHf); 
excellent  travail  de  M.  Pigeon,  jeune  ingénieur  des  mines,  inti- 
tulé :  Recherches  analijtiques  sur  les  polygones  semi-réguliers.  L'auteur 
aj)pelle,  avec  M.  Transon,  polygones  semi-réguliers  ceux  qui  ré- 
sultent de  la  projection  de  poljgones  réguliers  inscrits  dans  le 
cercle.  Il  étend  considérablement  les  propositions  auxquelles  ont 
déjà  donné  lieu  ces  polygones,  soit  en  les  généralisant  sous  certains 
rapports,  soit  en  en  démontrant  de  nouvelles.  Dans  quelques  théo- 
rèmes concernant  les  distances  d'un  point  du  plan  de  la  figure  aux 
sommets  ou  aux  côtés  du  polygone,  M.  Pigeon  prend  un  point  quel- 
conque de  l'espace.  Il  généralise  même  quelques  résultats  déjà  obte- 
nus. Ainsi  nous  citerons  ce  tliéorème  :  La  somme  des  puissances  "in  des 
dislanccs  d'un  point  A  de  l'espace  au,v  sommels  d'un  polygone  seiai-régulier 
de  m  cotés  est  constante,  quelle  que  soit  l'orientation  du  poli/gone,  et  leur 
ntoi/eniie  est  en  outre  indépendante  du  nombre  des  cotés  du  polygone;  pro- 
position que  l'on  n'avait  démontrée  que  dans  le  cas  où  le  point  de 
l'espace  est  pris  stir  l'axe  du  polygone  perpendiculaire  à  son  plan '''. 
M.  Pigeon  donne  au  tiiéorème  une  nouvelle  extension  en  considé- 
rant à  la  lois  plusieurs  points  dans  l'espace  au  lien  d'un  seul. 

Il  est  à  désirer  que  ce  travail,  début  heureux  d'un  jeune  géo- 
mètre, lui  doime  confiance  dans  la  culture  delà  science. 


renies  ot  foii  simples.  11  dënomnie  les 
sphères  doiil  il  s'agit  spltcres  directrices. 
Son  mémoire  a  pour  tilre  :  On  a  Propertij 
ofllie  Director  Splieres  ofa  System  nfQua- 
drics  loucliing  a  Coinmon  Sj/stem  nf  Planes. 
(  Voir  Tlic  Quarterty  Journal  of  pare  and 
apptied  Matlicmalics ,  t.  VIII,  n°  •:>,(),  juin 
i8G(),  p.  lo-iA.)  Outre  les  systèmes  de 
sui'faees  tang-enles  à  liuit  plans  et  à  sept 
plans.  M.  Townsend  a  consiJcrd  aussi  le 
système  des  surfaces  tanjfenles  à  six  pians , 
et  démontré  que  les  splihvcs  directrices  de 
ces  surfaces  ont  toutes  un  centre  radical 
commun,  c  esl-à-dire  ([ue.  prises  deux  à 


deux,  leurs  pians  radicaux  passent  tous 
par  un  même  point. 

M.  Townsend  tire  de  nondireux  corol- 
laires des  trois  propositions  [)rinci])ales, 
en  sup|)()sant  qu'un  des  plans  donnés  soit 
à  liniini,  auquel  cas  les  surfaces  sont  des 
])aral)(iloïdes;  ou  bien  que  ces  plans  aient 
entre  eux  certaines  relations  de  posilion 
particulières.  Par  exemple,  lorsque  trois 
plans  passent  par  une  même  droite,  toutes 
les  surl'aces  sont  nécessairement  dos  liy- 
perboloïdes  qui  ont  cette  droite  pour  gé- 
nératrice conmiune;  etc. 

C  Comptes  rend.  1.  X\  VI ,  1 848,  p. .")."? /i. 


■M-2  li  M'POr.T  SUli  I.F,S  IMlOCnKS 

iSfif).  l"  M(''ni(»irf>  (lo  M.  C.  Souillait,  |>i'oresseur  de  l'Uiiiversito,  Sur 
Ira  nrrlions  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre  et  les  omhilics  des 
surfaces  (juclcoiifjues",  csf  cxcliisivciiiciil  aiial\  tiqnc  L'aulciii'  y  fait 
prouve  il  uue  couiiaissaucc  ('tendue  des  ressources  (|uoirrenl  les 
|)kis  récentes  formules  de  lAnalyse  et  |iarticulièrenient  de  la  théorie 
des  diMenuinauls.  Il  di''nH»iili'e  ainsi  plusieurs  l'csultals  iui])ortants 
de  MM.  Hesse,  iierlraud  et  Ossian  Bonnet,  concernant  notamment 
les  rayons  de  coui-l)ure  des  lignes  de  courbure  des  surlaces  du 
second  ordre. 

iSGf).  M.  (loinère  de  Longcliauips,  professeur  de  TUniversilé,  a  com- 
plété, dans  un  Mémoire  sur  vue  nouvelle  mélhode  de  Iransformahon  en 
(jé()riiclrie^-\  la  théorie  des  figures  dans  les([uelles  à  une  courbe 
d'ordre  m  correspond  une  courbe  d'ordre  2W  douée  de  trois  points 
multiples  d'ordre  ;«,  situés  en  trois  ])oints  lixes.  11  a  fait  connaître 
la  classe  de  celle-ci.  Si  la  premièi'c,  doi'dre  j/?,  est  de  la  classe  n, 
la  seconde,  d'ordre  -mu,  est  de  la  classe  [-j-in  +  n).  La  démons- 
Iralioii  de  l'auteui'  est  foit  simple;  elle  résulte  d  un  théorème  de 
la  [héorie  des  deux  caractéristiques  d'un  système  de  coniques,  sa- 
voii',  que  le  iionduc  des  coniques  tangentes  à  une  courbe  d'ordre  m 
et  de  la  classe  ii  est  (iiul  +  vw).  Que  les  coniques  passent  par  les 
li'ois  points  j)riH.cij)aux  de  la  transformation  et  par  un  quatrième 
point,  les  caractéristi<|ues  du  système  seront  i  et  -?..  et  le  nombi'o 
des  coni(pies  tangentes  à  la  courbe  d'ordre  vi  sera  («  +  '2m).  Or  ces 
coni(pies  produisent,  dans  la  transformation,  des  droites  tangentes 
à  la  courbe  d'ordre  '2m  et  passant  par  un  niènie  point  :  le  nombre 
[il  +  '2vi)  de  ces  droites  exprime  donc  la  classe  de  la  courbe;  ce  qui 
démontre  la  proposition. 

iSlJy.         M.  Maui'ice  Levv,  ingénieur  des  [)onts  et  chaussées,  a  fait  con- 

'''  Jimrviil  t\f  Ocjjc.   I.   1A\'.    i(S()().  muk    xupn-icuri' .    I.     III.    .imik-c     iHGt). 

|).  '^o.ci-'.Vih.  |).  ;{.ji  . 

'■"    Anitidrs  .tciciiliJi/jucK  de  l'Iùolc  A'oj- 
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naitrc,  dans  une  excelleiile  Thèse  de  Géométrie  pour  le  doctorat'", 
quelques  théorèmes  nouveaux.  Nous  citerons  ceux-ci  :  Pour  qu'une 
fanulli;  de  surfaces  du  second  ordre  fusse  partie  d'un  sijstème  de  surfaces 
orthogonales,  il  faut  et  il  suffi  (jue  le  lieu  de  leurs  oiiihillrs  soit  une  tra- 
jectoire orthogonale  de  ces  surfaces.  —  Pour  qu'une  favnlle  de  surfaces 
du  second  ordre  puisse  faire  partie  d'un  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes, il  Jaut  et  il  suffit  que  le  lieu  de  leurs  ouihthcs  soit  une  trajectoire 
orthogonale  des  surfaces  qui  la  composent. 

M.  E.  Habicli  s'est  proposé  l'étude  d'une  sorte  de  généralisation  18G8. 
du  système  de  coordonnées  polaires^'-'.  La  position  du  pôle  0  d'où 
partent  les  rayons  vecteurs  n'est  pas  fixe,  mais  fjlisse  sur  une 
courbe  (Ej;  un  seul  rayon  part  de  chaque  point  0  de  cette  courbe 
et  est  dirigé  suivant  la  tangente  OM.  L'angle  Q  que  cette  tangente 
fait  avec  un  axe  fixe  X  et  le  rayon  OM  =  r  sont  les  deux  coor- 
données d'un  point  M;  et  la  courbe  (A) ,  lieu  des  points  M ,  a  ])our 
équation  r^^(p  (6).  Chaque  point  0  (h'  la  courbe  (E)  se  détcu'inine 
par  l'arc  SO^s,  compté  à  partir  duii  point  fixe  S  delà  courbe. 
Cet  arc  et  l'angle  6  de  la  tangente  OM  avec  l'axe  X  sont  pris  pour 
coordonnées  relatives  à  la  courbe  (E),  dont  l'équation  est  s  =  (p  (6). 
M.  Habich  domie,  en  l'onction  des  coordonnées  r,  s  et  6,  les  ex- 
pressions de  la  sous-normale  polaire  ON  de  la  couibe  (A),  de  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  pi  que  la  tangente  à  la  courbe 
lait  avec  le  rayon  OM,  et  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe.  Ses 
loi'tnides  deviennent  celles  du  système  de  coordonnées  polaires, 
(piand  la  ((Uirhc  (E)  se  réduit  à  un  point,  ampiel  cas ',>.,=  o. 

Vnr.  coiMMiiinicalion  de  M.  liihaucour  à  l'Académie,  Sur  une  pio-    1SG8. 

'■'  Sur  une  transfurmulion  des  eiioritan-  '"'  Sur  un  stislhme  particulier  de  roor- 

Hc'es  curvilignes  orlhojjunales ,  cl  sur   les  données.  Applicutiuu  aux  euustiques  phmes. 

coordonnées    curcilignes    comprenant    une  (Voir    Auuali    di    Matemalica    ite    MM. 

famille  quelcnmpte  de  surfaces  du  second  liriosdii  ft  (liiMiion;i,  I.  II.  1868,  p.  liî'i- 

ordre.  1867.  '''9-) 
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■jin'rlr  fies  surfarcs  cnrcioppcK  dr  splirirs  "',  reilferine  ce  tliéorème 
iiiinorlaiil  :  .SV  cliaqtir  point  ;i  (Vuik-  mrfdce  A,  dêlerminé  par  deux 
roortIoniK'rs  nirviliipics  p,  p,,  ml  pris  pour  le  centre  d'une  sphère  dont 
le  rnijon  \\  soit  une  fonction  de  p  et  p^,  toutes  les  sphères  auront  une 
enreloppc  formée  de  deux  nappes  B,  R',  que  la  sphère  du  point  a  tou- 
chera en  deux  points  1),  1)';  toutes  les  droites  b,  b'  sont  tangentes  à 
deux  surf  (CCS  (1,  (',',  chacune  en  deux  points  c, ,  c';  et  les  normales  à 
ces  surfaces,  en  ces  deux  points,  sont  parallèles  «  deux  diamètres  conju- 
gués de  ïimiicatrice  de  la  surface  A  au  point  a. 

(le  lliéorèmc  (loiiuc  lifui  à  plusieurs  conséquences.  L'auteur 
annonce  que  ses  résultais  sétablissenl  avec  une  grande  Facilité  par 
la  considéi'ation  des  surfaces  «[auclies  lieux  de  normales  à  une  sur- 
face, dont  M.  Mainilicini  a  sijjnalé  rimportance  dans  le  déplacement 
d'une  figure  de  forme  invariable,  et  qu  il  a  appelées  normalies. 

'''  Comptes  rendus,  t.   LXVll,    i8(J8,  [i.  i336. 


RÉFLEXIONS. 

U  ressort  des  travaux  multiples  que  nous  avons  eu  à  citer  que 
la  Géométrie  et  ses  méthodes  sont  destinées  à  prendre  une  grande 
part  dans  la  culture  des  Mathématiques  en  général,  comme  dans 
toutes  leurs  applications  à  la  Physique  et  à  la  Mécanique. 

On  reconnaît  aussi  que  les  ressources  de  cette  partie  de  la 
science  dérivent  de  trois  manières  de  procéder,  qui  constituent 
trois  hranches  dilî'érentes  :  d'ahoi'd  la  Géomélric  anahjtique,  créée  par 
Descartes,  cultivée  exclusivement  depuis  lors,  et  accrue  de  divers 
autres  systèmes  de  coordonnées  et  de  tous  les  progrès  de  l'Ana- 
lyse ;  puis  la  Géométrie  pure,  cpii  se  subdivise  en  deux  branches 
fondamentales,  distinctes  par  les  méthodes,  dont  une  repose  sur 
l'emploi  de  considérations  inlinilésimales,  sans  calcul,  c'est-à-dire 
sans  se  servir  des  coordonnées  analytiques;  et  dont  l'autre  est  la 
Géométrie  moderne,  où  tout  dérive  de  quelques  pi-incipes  féconds 
qui  se  [)rètent  avec  facilité  à  la  recherche  et  au  développement  des 
conséquences  que  comportent  les  résultats  ac([U!S. 

La  Géométrie  aiudtjtique,  avec  toutes  les  ressouices  ([u'clle  tire 
des  calculs  différentiel  et  intégral,  est  la  base  du  grand  ouvrage  de 
Monge,dont  les  éléments  seuls,  qui  n'en  sont  quelintroduction,  ont 
trouvé  place,  jusqu'ici,  dans  les  traités  destinés  à  l'enseignement. 

La  Géométrie  infinitésimale  intei'vient,  surtout  depuis  une  trentaine 
d'années,  dans  les  recherches  des  géomètres,  quoiqu'ils  soient  pri- 
vés du  secours  d'un  enseignement,  c'est-à-dire  d'une  chaire  qui 
serait  si  utile  à  ses  progrès. 

La  Géométrie  moderne,  enfin,  dont  les  premiers  pas  datent  de  ce 
siècle,  et  dont  l'avenir  paraissait  douteux  à  la  ])lu|)aiides  géomètres, 
exclusivement  occupés  des  méthodes  analyti(pies,  a  trouvé  néan- 
moins dans  les  efforts  de  (|n('l(pies-uns,  jibis  (•(lulianls,  on  France 
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el  à  IV-lraiifTcr,  (les  ressources  dont  la  puissauco  s'ost  accrue  avec 
une  coiiliiiuité  (pii  assure  désormais  sa  inarclio  ascendaiile. 

C/csl  en  vue  de  celte  pailie  de  la  science  (|u"a  été  fondée,  en 
i8/i(),  à  la  Kacullé  des  sciences  de  Paris,  une  chaire  de  Géométrie 
supérieure,  [.'exposé  ries  différentes  matières  qui  ont  constitué  cet 
enseijjneiMeiit  nouveau  était  un  devoir  presciil  à  l'auteur  du  présent 
Rappoil;  il  en  a  l'ait  connaître  les  parties  principales  déjà  publiées. 

Ces  matières  sont  nombreuses,  et  l'on  concevra  rpi'elles  aient 
exi<>é  l'enseiffuement  de  plusieurs  années,  sans  (pi'il  ait  été  possible 
d'en  reproduire  plusieurs  lois  certaines  parties,  comme  le  montrent 
les  programmes  annuels  de  la  Faculté.  Il  y  a  donc  eu  très-ample 
matière  à  un  enseijpienu'n!  prolongé.  Cependant,  nous  devons  le 
dire,  cet  enseignement  ne  s'est  point  encoi-e  étendu  sur  des  sujets 
qu'il  j)ouvait  embrasser,  même  sans  y  conqireudre  diverses  théories 
qui  sont  plus  parliculièrement  du  donuiine  de  la  Géométrie  infinité- 
simale, et  ([ui  demandent,  à  ce  titre,  nu  enseignement  spécial. 

H  manrpie  donc,  dans  nos  établissements  d'enseignement  supé- 
rieur, une  chaire  destinée  à  cette  branche  des  théories  mathéma- 
tiques, d'aillant  plus  qu'elle  teiul  à  prendre  un  accroissement  qui 
lionore  les  géonièlies  de  notre  lenq)S,  et  cpi'il  laut  seconder. 

(vi'lli-  cliairc  serait  très-utile,  non-seulement  en  vue  des  ques- 
tions spéciales  de  Géonu'trie  infinitésimale,  mais  encore  à  deux 
titres  dill'éi-ents,  car  on  y  réunii'ait  les  parties  les  plus  élevées  de 
ÏAnulijso  appliqurc,  dont  les  éléments  seuls,  comme  nous  l'avons 
dit.  se  trouvent  dans  l'enseignement  actuel,  et  certaines  théories 
nnxles  touchant  à  la  Géométrie  moderne  pro})rement  dite,  qui  y 
auraient  aussi  leui-  ])lace  naturelle. 

ht  d  ailleurs  plusieuis  chaiies.  et  deux  au  inonis,  sont  toujours 
nécessaires  dans  une  nièiiie  direclion  d  ('tinle,  à  un  double  jiomt 
de  vue  :  pour  l'énudation  (pi'elles  l'ont  naîtie  naturellement  et  pour 
la  pei-s|)ectiv(;  d'avenir  (pi'rdles  oil'i'ent  aux  jeunes  {[éomètres,  |)ers- 
pectiM'  (pii  ])(Mit  n'ède  ipic  livs-lointaine,  ou  même  disparaître, 
avec  une  cluiiic  uimnie. 
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Ces  raisons  puissantes,  qu'aucune  considération  ne  saurait  afl'ai- 
blir,  nous  portent  à  ajypeier  la  plus  sérieuse  sollicitude  de  M.  le 
Ministre  de  Tinstructioii  publique  sur  les  besoins  réels  de  l'ensei- 
gnement conqjlet  de  la  Géométrie,  cette  partie  si  considérable  des 
Mathématiques. 

Mais  d'autres  raisons  non  moins  importantes  nous  font  encore 
un  devoir  de  signaler  un  autre  besoin  (oserai-je  dire  une  autre  exi- 
gence?) de  l'enseignement  des  hautes  Mathématiques. 

En  efl'et,  il  est  une  branche  spéciale  des  théories  analytiques  d'où 
la  Géométrie  peut  tirer  des  ressources  précieuses,  et  sans  les- 
quelles, dans  l'état  actuel  de  ses  propres  moyens,  elle  ose  à  peine 
aborder  certaines  questions.  Ce  sont  ])rincipalement  les  travaux  de 
plusieurs  géomètres  étrangers  qui  otlient,  dans  ce  moment,  les 
ressources  dont  nous  voulons  parler. 

Elles  se  trouvent,  d'une  part,  dans  cette  partie  de  l'Algèbre 
qui  embrasse  les  fonctions  transcendantes,  née,  comme  on  le  sait, 
à  la  suite  de  la  théorie  des  fonctions  ellipticjues  de  Legendre  '"', 
et  formée  principalement  des  travaux  d'Abel,  de  Jacobi,  Gôpel, 
Rosenhain ,  etc.;  d'autre  part,  dans  les  recherches  plus  récentes  rela- 
tives aux  quantités  connues  maintenant  sous  les  noms  ^'invariants, 
de  covariants,  etc.,  qui  doivent  tant  aux  travaux  de  MM.  Cayley, 
Sylvester,  Aronliold,  etc.  Ces  deux  branches  considérables  des 
Mathématiques,  qui  s'offrent  au  secours  de  la  Géométrie,  particu- 
lièrement dans  l'étude  des  lignes  et  des  surfaces  courbes,  peuvent 
contribuer  non-seulement  à  ses  acquisitions  partielles,  mais  au  dé- 

'''  I^es  lettres  de  Legendre  au  jeune  de  l'auteur  (nous  aimons  ;i  le  ré[iéter  avec 

géomètre  de  Christiania,  rapportées  par  réminent  interprète  de   l'Académie  des 

M.  U.  HolmLoe  [Œuvres  d'Ahel,  1809),  sciences),  que   fies  fonctions  elliptiques 

et  l'empressement  avec  lequel  l'illustre  au-  ane  feraient  jias  moins  d'honneur  à   la 

leur  de  la  Théorie  des  fondions  etiipliques  triioblessc  de  ses  sentiments  qu'à  la  pro- 

a  reproduit,  dans  une  Addition  à   son  irhndew  de  non  génio.-n  [Etoifc  historique 

grand  ouvrage,  les  premières  découvertes  de  A.  M.  Legendre,  par  M.  Élic  de  Beau- 

de  ses  deux  jeunes  disciples,  Jacohi  et  mont,  lu  à  la  séance  [)ulilique  annuelle  de 

Ahel,  prouvent  (|ui'  l'on  a  pu  dire  alors  l'Académie  du  aS  mars  i8()i,  p.  ^|6.) 
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veloppcmeiil  aussi  de  ses  propres  riiélliodes.  Or  ces  deux  branches 
de  la  science,  si  prospères  en  Alleiiiajjiie,  comme  en  Angleterre,  el 
qui  Irouvenl  dcjjuis  (|uêl(pi(\s  aimées  en  Italie  des  disciples  si  dis- 
tinjjués,  dont  le  nomlire  tend  à  s'accroître,  ne  sont  enseijjnées  dans 
aiicuni'  de  nos  Kc^oics.  Il  y  a  ilonc  urgence  de  les  y  introduire, 
par  la  création  de;  nouvelles  chaires,  d'une  premiéi'e  au  moins,  af- 
feclée  à  YAndhjae  lfaiisrcii(l(intc,  suivant  l'expression  technique  d'une 
parlic  des  matières  ipii  y  entreraient. 

C'est  là,  assurément,  un  besoin  très-réel  de  notre  enseignement 
su|)érieur,  qui,  bien  <]u'il  concerne  principalement  l'Analyse,  n'ini- 
porlc  pas  moins  à  la  (îéomélrie;  ce  (jni  nous  lait  un  devoir  de  le 
constater  ici  et  de  le  signaler  à  M.  le  Ministre. 

Les  deux  branches  de  l'Analyse  dont  il  s'agit  font,  chez  les  na- 
tions voisines,  des  ])i'ogrès  considérables,  dont  il  serait  sans  excuse 
de  ne  |)as  se  préoccuper  dans  notre  propre  pays. 

En  résumé  donc,  il  est  nécessaii'e  et  très-urgent  d'ajouter  à 
notre  enseignemeni  su|)érieur  deux  chaires  nouvelles,  consaci'ées, 
l'une  à  la  Géoinrlric  iiijiniukimale  ri  (UKih/lifjKr,  l'autre  à  YAnah/sc 
transcciidaiile  et  à  ses  applications  à  la  Géométrie. 

A  ces  considérations  se  rattache  naturellement  une  réllexion 
qui  intéresse  au  plus  haut  degré  l'avenir  de  nos  études  mathénia- 
ti(pies. 

On  voil  par  ce  qui  précède  que  les  Mathématiques  prennent,  à 
l'étranger,  des  dévelo|)pements  considérables.  La  variété  et  l'éléva- 
tion (les  malièrcs  qui  s'y  traitent  dans  de  nombreux  recueils  pério- 
di(jues,  depins  plusieurs  années,  le  |)rouveiil  incontestablement. 
Mais  un  sn!i|>le  lail  sulllrait  p(nir  monirer  aux  veux  de  tous  combien 
nous  devons  cranidre  de  nous  laisser  airiérer  dans  cetle  partie  des 
sciences. 

Nous  j)ossédoiis  dans  noire  Sorirlr  pliiIoiiKilluqur  une  section  des 
Matliéiiiali(pies,  d'un  nombre  de  mend)i'es  limité,  dont  les  com- 
munications ne  paraissent  ((ue  de  loin  en  loin  avec  d'autres  ma- 
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tières  dans  un  bulletin  trimestriel  fort  restreint;  or  il  s'est  formé 
à  Londres,  en  i865,  une  Société  viathémalique  d'une  centaine  de 
membres,  et  le  nombre  s'en  accroît  encore;  société  dont  les  Pro- 
ceedings,  à  l'instar  de  la  Société  royale  de  Londres  et  des  autres 
académies  de  l'Angleterre,  font  connaître  les  travaux  par  des  ana- 
lyses plus  ou  moins  étendues. 

Ce  fait,  auquel  nous  a[)plaudissons,  n"est-il  pas,  dans  la  culture 
des  Mathématiques,  ua  élément  de  supériorité  future  C[ui  doit  nous 
préoccuper  ? 

Il  nous  préoccupe  d'autant  plus  que  l'état  de  nos  études  classiques 
des  Mathématiques  a  éprouvé,  depuis  une  vingtaine  d'années,  un 
affaiblissement  que  l'on  ne  peut  se  dissimuler  et  dont  nous  devons 
dire  ici  nettement  les  causes. 

Ces  causes  se  trouvent  dans  la  malheureuse  pensée,  si  essentiel- 
lement contraire  à  l'esprit  et  au  but  des  Mathématiques,  qui  a  fait 
substituer  aux  éludes  intellectuelles  et  théoriques  sérieuses  des 
études  tronquées,  formées  de  lambeaux  de  théories  ayant  pour 
objet  suprême  et  immédiat  des  appUcatmis  pratiques. 

Cette  pensée,  destructive  de  la  science  et  de  ses  progrès,  a  pré- 
sidé aux  nouveaux  programmes  qui,  en  i85o,  ont  causé  laffaiblis- 
sement  subit  des  cours  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  n'a  point  été 
étrangère  à  l'altération  grave  qu'ont  éprouvée  aussi  nos  études 
universitaires,  et  qui  est  caractérisée  suflisamment  par  l'idée  fatale 
de  bifurcation. 

Ce  sont  les  conséquences  de  cet  oubli  des  nécessités  d'une  ins- 
truction intellectuelle  solide  et  non  troublée  par  l'association  anti- 
cipée de  matières  d'un  autre  ordre,  que  nous  subissons;  consé- 
quences (juc  1  ou  ne  saurait  nier,  mais  (jue  l'on  ne  se  liàle  pas  do 
réparer. 

Ce  n'est  point  ici  notre  seul  jugement  qui  nous  iiis[)ire  ces  ré- 
flexions et  nous  fait  un  devoii-  de  les  éuiettre  dans  un  l'uqqjorl  des- 
tiné non-seulement  à  retracer  les  progrès  de  la  science,  mais  aussi 
à  en  signaler  les  côtés  faibles  et  les  besoins.  Nous  nous  inspirons 
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surlonl  (le  l'iiiilorité  (rtin  esprit  droit  ot  impartial,  que  ses  travaux 
personnels  d'éludé  et  de  reclierehes  iin|)orlanles  dans  les  parties  les 
plus  élevées  des  dilléi'entes  hi'anclies  des  Matliéinatitpies  rendent 
un  des  juj^es  les  plus  coinjtétents  dans  une  aussi  jjrave  question.  Je 
nie  perniellrai  donc  de  reproduire  ici  les  propres  |)aroles  de  M.  Ber- 
trand, (pii  s(!  lisent  dans  un  article  exclusivement  matliémati(pie 
du  Joiiriinl  des  Snvanis  (octobre  1867)  : 

ttLes  éludes  niatliémati(]ues  en  France  ont  subi,  il  y  a  une 
tr quinzaine  dannées,  une  crise  fort  grave  en  apparence,  dont  les 
tramis  de  la  science  se  préoccupèreut  vivement.  Le  principe  d'auto- 
ff  rite,  depuis  [ilusieurs  siècles  exclu  de  nos  écoles,  y  lit  tout  à  coiq) 
«une  brusipie  et  liautaine  apparition,  et  le  vieil  adage  :  Quand  ou 
(rsail  le  k'xle  on  sait  la  science,  sembla  pi'oposé  pour  règle  aux  maîtres 
ffaussi  bien  quaiix  élèves.  De  volumineux  programmes,  détaillant 
cf  leçon  par  leçon  les  matières  de  l'enseignement,  furent  imposés, 
ftdini  bout  de  la  France  à  l'autre,  dans  tous  les  établissements 
«d'instruction  publi(pie,  dont  les  élèves  devaient  tous,  le  même 
«jour,  à  la  même  heure,  étudier  le  même  tliéorème,  s'exercer  aux 
«mêmes  calculs,  ou  dessiner  la  même  épure.  On  décida  ce  que  les 
«élèves  devaient  savoir  complélenuMit,  les  idées  qu'ils  s'abstien- 
«  (Iraient  d'appi'ofondir,  et  les  dillicultés  devant  lesquelles  ils  de- 
«  valent  s'incliner  sans  en  demander  l'explication  à  leurs  maîtres. 

«Les  sciences  devaient  être  étudiées  pour  leur  utilité  pratique, 
«et  c'était  une  dangereuse  erreur  d'y  voir  surtout  une  gynniastique 
«intellectuelle  et  un  moyen  de  lortilier  l'esprit  et  d'en  accroître  la 
«subtilité;  les  élégantes  questions  du  concours  général  des  lycées 
«de  Paris  rureiil  renqdacées  plusieurs  l'ois  par  des  calculs  numé- 
«riipu's,  et  les  grands  prix,  aux(piels  on  cousei'vait  le  nom  de  piix 
«d  boinuMir,  accordés  à  ceux  (|ui  obtenaient  les  cbillres  les  plus 
«exacts. 

«LU  tid  réginu!,  malgré  l'incontestabb!  capacité  de  ceux  (pii 
«s  en  lirenl  les  promoteurs,  semblait  devuii'  allaiblir  lapidement 
«en  France  l'esprit  scierdilicpie,  en  faisant  (lisj)arailre.  dès  le  dé- 
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et  but,  iliabitudc  de  lefTort  individuel  et  le  «joùt  des  recherches  per- 
ff  sonnelles;  et  si  les  théories  transcendantes  appartenant  à  une  autre 
ff sphère  pouvaient,  malgré  tout,  se  développer  et  s'accroître,  on 
ff devait  désespérer,  pour  longtemps,  de  l'étude  plus  humble  en 
or  apparence,  mais  non  moins  utile  ni  moins  vaste,  des  théories 
ff  réputées  élémentaires  qui  couronnent  notre  enseignement  clas- 
rrsique  '".  v 

'''  Sur  l'étude  des  surfaces  alffébriipics.  {Journal  des  Savants,  octobre  1867,  p.  Gii.) 
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